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Kategorie B

Texty dloh

B-1-1

Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych &isel, pro které ma kazda z rovnic
2 +ar+b=0, 22+ (2a+1)z+204+1=0

dva ruzné redlné kofeny, pficemz kotfeny druhé rovnice jsou prevracené
hodnoty kofent prvni rovnice. (E. Kovac)

B-1-2

Je dén rovnobéznik ABCD. Piimka vedend bodem D protina tsecku
AC v bodé G, ise¢ku BC' v bodé F' a poloptimku AB v bodé E tak, Ze
trojuhelniky BEF a CGF maji stejny obsah. Uréete pomér |AG| : |GC]|.

(T. Jurik)

B-1-3

Na stole lezi k hromadek o 1,2,3,..., k kamenech, kde k = 3. V kazdém
kroku vybereme tfi libovolné hromadky na stole, slou¢ime je do jedné
a pridame k ni jeden kdmen, ktery na stole dosud nelezel. Jestlize po
nékolika krocich vznikne jedind hromédka, neni vysledny pocet kament
délitelny tfemi. Dokazte. (J. Zhouf)

B-1-4

Oznacme V prusecik vysek a S stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC),
ktery neni rovnostranny. Pokud ma thel pfi vrcholu C velikost 60°, je
osa thlu ACB osou tsecky VIS. Dokazte. (J. Zhouf)
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B-1-5

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

r  5|z]-7
r+4 T7z]-5

kde |z| oznauje nejvétsi celé &islo, jez neptevysuje ¢&islo z (tzv. dolni
celou ¢dst redlného Eisla x). (J. Simsa)

B-1-6

Do kruznice k o poloméru r jsou vepsany dvé kruZnice ki, ko o polo-
méru %r, jez se vzajemné dotykaji. Kruznice [ se vné dotyka kruznic k,
ko a s kruZznici £ mé vnitfni dotyk. Kruznice m méa vnéjsi dotyk s kruz-
nicemi ko a [ a vnitfni dotyk s kruznici k. Vypoc¢téte poloméry kruznic [
a m. (L. Bocek)

B-S-1

Na stole lezi 54 hroméadky o 1, 2, 3, ..., 54 kamenech. V kazdém kroku
vybereme libovolnou hromadku, feknéme o k kamenech, a odebereme ji
celou ze stolu spolu s k kameny z kazdé té hromadky, ve které je aspon
k kament. Napfiklad po prvnim kroku, pfi kterém vybereme hroméadku

o 52 kamenech, zistanou na stole hromadky o 1, 2, 3, ..., 51, 1 a 2 kame-

nech. Pfedpoklddejme, Ze po urcitém poétu krokii ziistane na stole jedind

hromédka. Zdavodnéte, kolik kameniti v ni miZe byt. (J. Simsa)
B-S-2

Necht ABC' je pravotuhly trojthelnik se stranami a < b < ¢. Oznaéme
Q stfed odvésny BC a S stfed prepony AB. Prusedik osy usecky AB
s odvésnou C'A oznaéme R. Dokazte, ze |RQ| = |RS|, pravé kdy?z

(J. Svreek)
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B-S-3

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

{1fmJ - 1£zﬂmj’

kde |a] oznaluje nejvétsi celé &islo, jez neptevysuje €islo a. (J. Simsa)

B-Il-1

KruZnice k1 o poloméru 1 mé vné&jsi dotyk s kruznici ky o poloméru 2.
Kazda z kruznic ki, k; mé vnitini dotyk s kruznici k3 o poloméru 3.
Vypoditejte polomér kruznice k, kterd ma s kruznicemi k1, ko vnéjsi dotyk
a s kruznici k3 vnitini dotyk. (P. Novotny)

B-ll-2

Na jedné internetové strance probihd hlasovani o nejlepsiho hokejistu
svéta posledniho desetileti. Pocet hlasti pro jednotlivé hrice je uvadén
po zaokrouhleni v celych procentech. Po Mirkové hlasovani pro Jaromira
Jagra se jeho zisk 7% nezménil. Kolik nejméné lidi véetné Mirka hlaso-
valo? Predpoklddame, Ze kazdy tcastnik ankety hlasoval pravé jednou,
a to pro jediného hrace. (M. Pandk)

B-11-3

Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik. Ozna¢me K a L paty vysek z vr-
choltt A a B, M stred strany AB a V prusecik vysek trojuhelniku ABC.
Dokaite, Ze osa thlu K M L prochazi stfedem tsecky VC.  (J. Svrcéek)

B-1l-4
Najdéte vSechny trojice redlnych &isel z, vy, z, pro které plati
2004
lz] —y=2-ly] —2=3- 2]~z = oFr,

kde |a| oznaluje nejvétsi celé &islo, jez nepfevysuje &islo a.  (J. Simsa)
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ReSeni tloh
B-1-1
Necht 7, z2 jsou kofeny prvni rovnice. Potom
T + 29 = —a, T129 = b,

a protoze druhd rovnice ma kofeny 1/z; a 1/z4, plati

1 1 1 1
— 4+ — =—(2a+1), — . — =2b+ 1
1 T2 ry T2
1
Je tedy 7= 2b + 1, coz vede na kvadratickou rovnici 2b% +b—1 = 0,
kterd ma kofeny b= —1a b= %

Pro b = —1 mame

1 1 T+ —a
-—(2a+1)=—+—:1—2:—,
Ty T2 T1To -1

coZ je pro neznamou a linearni rovnice s feSenim a = —%.

Obdobné pro b = } dostdvdme —(2a + 1) = —2a, tato rovnice vSak
nema fesSeni. Zkouskou (je tfeba ovéfit, Ze kofeny jsou redlné) se presvéd-
¢ime, ze dvojice a = —%, b= —1 je (jedinym) FeSenim tlohy.

B-1-2

Z obr. 8 je vidét, Ze trojuhelniky AGD a CGF jsou podobné podle véty

Obr. 8

uu. Piislusny pomér podobnosti k je roven hledanému poméru |AG| :
¢ |GC|. Oznaéime-li proto b = |AD|, z = |DG| a y = |CG|, plati |GF| =
=z/k a |CF| = b/k, odkud

b

[FB| =|BC| - |FB| =b - = (k- 1)%
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T

=(k+1
T =(+1)
Z podobnosti trojuhelniki BEF ~ CDF dostavame

|8

|DF| = |DG| +|GF| =z +

o~

IDF|-|BF| _k®—1

IEF| = ICF| &k

x.

Z rovnosti obsaht trojuhelniki BEF a CGF vyplyva
|FB|-|FE| = |FC|-|FG|,
odkud po dosazeni vyjde

k— 2
k-1, K¥-1 _

z
k k k k'

Je tedy k* — k? — k + 1 = 1, a protoze k # 0, dostavame pro hledané k
kvadratickou rovnici k2 — k — 1 = 0. Uloze vyhovuje jeji kladny kofen

k=1(1+5).

Jiné feSeni. Oznalme |AG| = z,|GC| = y. Protoze trojuhelniky BEF
a CGF maji stejny obsah, maji stejny obsah i trojthelniky GBE a GBC.
Proto plati EC || BG. Z podobnosti trojuhelnikit ABG ~ AEC, DFC ~
~ EFB,CFE ~ BFG a AEC ~ ABG postupné plyne

vy |GC| T |BE| ~ [BE| _ [BF| _ |BG| |AG| =

z |AG| |AB| |DC| |FC| |CE| |AC| =z+y

Z vysledné rovnosti z/y = 1 + y/z dostavame

a protoZe z/y > 0, je

2_1+\/5
y 2
B-1-3

V kazdém kroku se podet hromadek zmensi o dvé. Aby vznikla jedna
hroméadka, musi byt na zac¢atku lichy pocet hromédek, tedy k = 2m + 1.
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Na zmenseni po¢tu hromdadek o 2m je tfeba m kroku. Pti kazdém ptibude
jeden kamen, a proto je vysledny pocet kamenii

@m+1)@m+2)

p=1+2+3+...+2m+1)+m= 5

=2m? +4m + 1.

Cislo m maé jeden ze tvart m = 3n, m = 3n+ 1, m = 3n + 2. V prvnim
piipadé je p = 18n24+12n+1 = 3(6n%+2n)+1, ve druhém 18n2+24n+7 =
= 3(6n2+48n+2)+1 a ve tietim p = 18n2+36n+17 = 3(6n’+12n+5)+2.
Z4dné z téchto &isel neni délitelné tiemi.

Pozndmka. Staci ovétit, Ze p neni délitelné tfemi pro m = 0, m = 1
a m = 2 [navodnd tloha 1.

B-1-4

Necht napriklad |AC| < |BC|. Predpoklddejme nejprve, ze trojihel-
nik ABC je ostrouhly. Oznaéme D stfed strany BC a P patu vysky
z vrcholu B na stranu AC (obr. 9). Plati |CP| = |BC|-cos 60° = 1|BC| =
= |CD|, |xCPV| = |xCDS| = 90°, |xCVP| = |xCAB| = |xCSD|
(obvodovy thel a polovina stfedového). Ze shodnosti trojahelniki CPV
a CDS vyplyva |CV| = |CS|, |xPCV| = |xDCS|. Trojahelnik V.SC je
tedy rovnoramenny, a osa uhlu ACB je tak i osou thlu VCS a soucasné
osou strany V'S. .

Je-li trojuhelnik ABC pravouhly (obr. 10), je trojihelnik V.SC' rov-
nostranny a osa thlu VCS je i osou strany V'S.

Je-1i trojuhelnik ABC' tupothly, dokdZeme tvrzeni tlohy stejné jako
v pfipadé ostrouhlého trojihelniku s tim rozdilem, ze bude |xCV P| =
= |xCSD| =180° — |xCAB|.

c

Obr. 9 Obr. 10
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B-1-5

Kazdé realné éislo z miZeme zapsat ve tvaru z = |z|+{z}, kde | z| je celd
éast a {z} tzv. zlomkovd ¢dst &isla x. Z¥ejmé plati 0 £ {z} < 1, pFi¢emz
{z} = 0, pravé kdyZ z je celé. Odtud vyplyva, ze |z| £ =z < |z] + 1,
pfiemz rovnost |z| = z plati, pravé kdyz x je celé; tyto nerovnosti éasto
pouzivdme pii FeSeni tloh s celou ¢asti. Oznacime-li |z] = k, dostaneme
z dané rovnice po odstranéni zlomku a roznasobeni

Tkx — 5z = bkx + 20k — 72 — 28

a odtud S0kt
= 1
kE+1 W)
Protoze k = | x|, musi platit
10k — 14
kS —— <k+1.
=T <k+1

KaZdou z nerovnic vyfesime samostatné:

03 MEHD - (0k—19) _ (k-DE=2) .

k+1 k+1
(k+1)> — (10k —14) (k- 3)(k—5) B
0< o =T ke(=1,3)U(5,00).

Protoze k je celé, mame k € {2,6,7}. Rovnice mé tedy tfi feSeni, ktera
dostaneme dosazenim do vztahu (1): 21 =2, 20 = 8, 25 = 7.

B-1-6

Oznacme S, A, B, C, D stfedy kruznic k, kq, ko, [, m a z, y poloméry
kruznic [ a m. Bod C lezi na pfimce, kterd prochazi bodem S a je kolma na
AB (obr. 11). Z pravouhlého trojihelniku BC'S mame podle Pythagorovy

véty , ,
(oo = () vy

aodtud z = %r. Oznaéme P, Q paty kolmic z bodu D na pfimky AB a SC
au=|SP|, v=|5Q)| Jestlize u # %r, je BPD pravotuhly trojahelnik
a podle Pythagorovy véty

(Gos) = (e-3) g
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Tato rovnice plati i v pfipadé u = 3r.

Obr. 11

Podobné z pravouhlého trojihelniku QCD (jestlize Q # C) anebo
porovnanim protilehlych stran obdélniku (jestlize Q@ = C) dostaneme

r G 2 2r\2
(5+9) =+ (-3)- @
Navic z pravouhlého trojahelniku SPD méame
(r—y)? = u? + 2 (3)

Odeétenim rovnic (3) a (2) dostaneme 372 — 8ry = 2ur, tedy v =1 —
— 2y. Podobné odeétenim rovnic (3) a (1) vyjde r2 — 3ry = ur a odtud

u =7 — 3y. Dosazenim do (3) a Gpravou postupné dostaneme

(r—y)?=(r-3y)*+(r—2y)?
r? — 8ry +12y% = 0,
(r—6y)(r—2y) =0.

Odtud plyne, Ze y = %r neboy = %r. Polomér %r ma kruznice ky, polomér
%r kruznice m znazornéna na obr.11. Kazda z téchto dvou kruznic se

dotyka kruznic k, ko a |l poZadovanym zptisobem.
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B-S-1

Pokud v kazdém kroku zvolime hromadku s nejvétsim pocétem kame-
ni, budeme postupné odebirat hromadky s 54, 53, 52, ... kameny a po
53. kroku zustane na stole jedind hromadka s jednim kamenem.

Dokéazeme, ze pii libovolném postupu zustane v posledni hromadce
jediny kamen. UkaZeme totiz, ze po kazdém kroku, po némz na stole zbyva
aspon jedna hromadka, tvori poéty kament v jednotlivych hroméadkach
vzdy celou mnozinu {1,2,...,n} pro vhodné pfirozené n (nevylucujeme
ovsem, zZe k nékterym ¢islum existuje vice hromadek s tymz poctem ka-
mentl). To tedy znamend, Ze je vzdy na stole asponi jedna hromadka
s pravé jednim kamenem.

Na za¢atku tvofi poéty kament v hromadkéch mnoZinu {1,2,...,54}.
Predpoklddejme, ze po urcitém poctu kroku tvori poéty kamena v jed-
notlivych hromadkach mnozinu {1,2,...,n} (n = 2). Zvolime-li nyni
hromadku s n kameny nebo hroméadku s jednim kamenem, budou v dal-
§im kroku poéty kament v hromadkéch tvofit mnozinu {1,2,...,n—1}.
Pokud zvolime hromddku s m kameny, kde m ¢ {1,n}, budou poéty
kament v dalsim kroku tvorit mnozinu {1,2,...,m — 1} U {1,2,...,
n—m} = {1,2,...,p}, kde p = max{m — 1,n — m}. Tim je tvrzeni
o poc¢tu kament v jednotlivych hromadkach dokazano.

Odpovéd. Posledni hromadka bude bez ohledu na zvoleny postup vzdy
obsahovat jediny kamen.

B-S-2
2

Podle Pythagorovy véty je v pravotihlém trojuhelniku rovnost a2 : b% =
=1: 2 splnéna, pravé kdyz b? : ¢2 = 2 : 3. Stadi tedy dokazat pozadova-
nou ekvivalenci jen pro jednu z rovnosti a? : b2 =1:2,b%: ¢> =2: 3.

Trojuhelniky ASR a ACB (obr. 12) maji spole¢ny tihel pfi vrcholu A
a shoduji se v pravych thlech ASR a ACB, takze jsou podobné (uu).
Odtud vyplyva rovnost

|AR|  |AB]
|AS|  |AC)’
neboli | )
B __|AB|-]AS| ¢
z=|AR| = Ac] .~ o (1)

Podle Pythagorovy véty je |RS|? = |AR|? — |AS|?> = 2% — 1c? a |RQ|? =
= |QC]*+|CR|? = La?+(b—2)? = ;a®+b2—2bx+2?, takZe |[RQ| = |RS)|,
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1

pravé kdyz 1a® + L2 4+ b? = 2ba, coz po dosazeni z (1) a a® = ¢* — b*
po tpravé davé 3b? = 1%, neboli b : ¢* = 2 : 3. Tim je pozadovand
ekvivalence dokazana.

B

O

(S
]

Obr. 12
Jiné FeSeni. Podle Pythagorovy véty je (obr.12) |BR|?> = |BC|? +
- %027 |RQ|2 =

+|CR? = a® + 42, |RS|? = |BR|?* — |BS|? = a® +4*
= |QC|?>+|CR|? = 1a®+y2. Rovnost |[RQ| = |RS| tedy plati, pravé kdyz
%c2 = %az + 92, neboli 3a? = ¢%. V pravouhlém trojihelniku

a’ + y2 -
je tato rovnost ekvivalentni s rovnosti 3b% = 2¢?, neboli a? : b% : ¢ = 1:
:2:3.

Jiné FeSeni. Oznalme T stied strany AC (obr.13). Protoze |QC| =

= |ST| a |xQCR| = |xSTR| = 90°, jsou trojuhelniky QCR a STR
shodné, pravé kdyz |RQ| = |RS| a zéaroven pravé kdyz |[RC| = |RT)|.

B

Obr. 13

Rovnost |RQ| = |RS| je tedy ekvivalentni s tim, Ze bod R je stfed
usecky CT, tj. x = |RA| = %b. 7 podobnosti trojuhelnikit ABC ~ ARS

méame (stejné jako v prvnim feseni)
2



takze |RQ| = |RS|, pravé kdyz

— = ;_b’ neboli  3b% = 2¢2.

V pravotihlém trojihelniku je to dle Pythagorovy véty ekvivalentni s rov-
nosti 3a® = ¢2, neboli a? : b2 : 2 =1:2:3.

B-S-3

1
Vyraz [l—%J je celé cislo, proto i : Ezﬂzj ol - 2l

znamena, ze 1 — |z| € {—1,1}, neboli |z] € {0,2}.
Necht |z| = 0. Potom 0 £ z < 1 a dand rovnice ma tvar

)=

takZe je splnéna, pravé kdyz 0 < 1L < 1, coz je s ohledem na predpo-
-z

— 1 je celé, coz

klad 1 — z > 0 ekvivalentni s nerovnostmi 0 £ = < % V tomto pripadé
dané rovnici vyhovuji vSechna z z intervalu (0, %)
Necht |z| = 2. Potom 2 £ z < 3 a dand rovnice mé tvar

=

x
takZe je splnéna, pravé kdyz —2 < T < —1, coz je s ohledem na
-z

predpoklad 2 £ z (takZe 1 — z < 0) ekvivalentni s nerovnostmi —2 +
+2z 2 x> —1+z, neboli z 2 2. V tomto pfipadé dané rovnici vyhovuji
vSechna z z intervalu (2, 3).

Zdvér. Viechna feSeni dané rovnice tvoff mnozinu (0, 1) U (2,3).

B-1l-1

ProtoZe se soudet priméru kruznic k; a ko rovna pruméru kruznice ks,
lezi jejich stfedy S7, Se a S3 v pfimce. Existuji dvé shodné kruznice, které
spliiuji podminky ulohy, a jsou soumérné sdruzené podle piimky S.55.
Ozna¢me k jednu z nich (obr. 14), S jeji stfed a r odpovidajici polomér.
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Obr. 14

Pro velikosti stran trojihelniku 57555 plati: |S1S| =14, |S2S| =
= 2+7,|5152| = 3a|S3S5| = 3—7. Pro bod S5 zérover plati, Ze |S3.51| = 2
a |S352| = 1. Oznadéime-li P pravoahly primét bodu S na pfimku S1.5;
(obr.15) a z = |S, P|, y = |SP|, miZeme podle Pythagorovy véty psat

(1+7r)? =2+
2+7)?=(B-2)°+4*
B-r)?=2-2)°+y"

Odeétenim prvni rovnice od druhé dostaneme 3 + 2r = 9 — 62 neboli
2r = 6 — 6z, odectenim prvni od tfeti 8 — 8 = 4 — 4z neboli 2r = 1+ z.
Porovnanim obou dusledki vyjde rovnice 6 — 62 = 1 4+ z, odkud =z = %,
r=3-3zx=2§.

7

S
1+7r Yy 247
3—r
/]
S T P 2—x Sy 1 Sy
Obr. 15
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Poznamka. Se znalosti kosinové véty se obejdeme bez pomocného
bodu P: sta¢i napsat kosinové véty pro trojihelniky S;535 a S715,S.
Dostaneme tak dvé rovnice

B-=r)2=4+1+7)?%-2-2147)cosw,

2+7r)2=94+1+7)?%-2-3(1+7)cosw,
kde w = |xS52515]. Po tpravé a vyjadreni (1 + 7)cosw z obou rovnic
dostaneme pro r rovnici 2r — 1 =1 — %r, z niz plyne r = g
B-1l-2

Oznalme p pocet ulastnikii ankety véetné Mirka a j pocet hlastt pro
Jagra. Na celych 7% se zaokrouhli ¢isla z intervalu (6,5 %; 7,5 %) neboli
(0,065; 0,075). Pfed Mirkovym hlasovanim mél Jagr j — 1 hlasti a po ném
7 hlasid. Musi proto platit

0,065 < 3—-3 < 0,075, 0,065< 2 <0,075.
p- P

1 :
Protoze z nerovnosti 0 < j < p plyne : 1 < l, staci fesit dvé nerovnice
p— P
9 .
0065 <2 - a L <0075 (1)
p—1 p

Prvni z nich je ekvivalentni s nerovnici 0,065p —0,065+1 < j a druha
s nerovnicl j < 0,075p, proto musi platit 0,065p + 0,935 < 0,075p, odkud
plyne p > 93,5. ProtoZe p je celé ¢islo, dostavame p = 94. Musime oviem
jesté zjistit, pro které nejmensi p 2 94 existuje celé ¢islo j, jez vyhovuje
nerovnicim (1). Z podminky p 2 94 dostaneme j = 0,065 - 94 + 0,935 =
= 7,045, a tudiz j = 8. Z nerovnice j < 0,075p pak mame p > %9, neboli
p 2 107. ProtoZe 0,065-107+0,935 < 8, je dvojice j = 8, p = 107 feSenim
soustavy (1), takze p = 107 je nejmensi mozny pocet lidi, ktefi v anketé
hlasovali.

Jiné FeSeni. Nerovnice 0,065p + 0,935 < 7 < 0,075p, ekvivalentni ne-
rovnicim (1), upravime na tvar

j j—0935
— < p< —_—
0,075 ~ 7= "0.065
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coz déva podminku 0,0655 < 0,0755—0,075-0,935, neboli j > 7,5-0,935 >
> 7, takZze 7 = 8. Z nerovnosti p > j/0,075 tak dostdvdme nerovnost
p 2 107. Nyni staci ovéfit, Ze p = 107 vyhovuje pro j = 8 i druhé
8 — 0,935
dmi tj. ze plati 107 £ ————
podmince, tj. Ze plati = 5,068

B-11-3

Oznaéme S stfed tsecky CV (obr.16). Body K a L lezi na Thaletové
kruznici s pramérem AB, takze |M L| = [M K|. Body K a L zaroveri lezi
i na Thaletové kruznici s pramérem CV, takze |SL| = |SK|. Trojihelniky
SLM a SKM jsou tudiz shodné (sss), takze |xSML| = |xSM K|, neboli
osa thlu LM K prochéazi sttedem S tsecky VC. ‘

B-I1l-4

Danou soustavu rovnic pfepiSseme ekvivalentné do tvaru

y=lz] - o
z=2\y] — o, (1)
r=3|z] —a,
kde jsme jako o oznadili ¢islo 200% z intervalu (0,1). Ze soustavy (1)
plynou postupné rovnosti

lv] = l=z] - 1,
lz] =2|y] —1=2|z] — 3,
lz] =3|z] =1 =6|z] — 10.
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Z posledni rovnice dostdvame |z| = 2 a ze zbylych dvou rovnic dile

dopoéitdme |y| = |z| = 1. Dosazenim do (1) tak mame z = 3 — 2204 —

2005
_ 1 o _ 2004 _ 1 _ o _ 2004 _ 1 . .
= 2+ 5505+ Y = 2~ 5005 = 1+ 3008 @ 2 = 2~ 5505 = 1+ 3005 Vy5la neceld
Cisla z, y a z, kterd maji pravé takové celé Gasti, jaké jsme dosazovali do
pravych stran rovnosti (1). Tak jsme zaroven provedli zkousku (kterou
lze ovSem provést i pfimym dosazenim do puvodni soustavy). Uvedend

trojice je (jedinym) FeSenim dané tlohy.
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