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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

Neprazdnou mnozinu pfirozenych &isel nazveme malou, kdyZz ma méné
prvki, neZ je jeji nejmensi prvek. Urdete pocet vSech malych mnozin M,

které jsou podmnoZinami mnoziny {1,2,3,...,100} a maji tuto vlast-
nost: patii-li do M dvé riizna &isla = a y, patii do M rovnéz &islo |z — y|.
(J. Féldes)

A-1-2

Necht M je libovolny vnitfni bod kratsiho oblouku C'D kruZnice opsané
étverci ABCD. Oznaéme P, R pruseéiky pfimky AM po fadé s tseckami
BD, CD a podobné Q, S pruseciky ptimky BM s useckami AC, DC.
Dokazte, Ze pfimky PS a QR jsou navzijem kolmé. (J. Svrcek)

A-1-3

Necht k je libovolné pfirozené éislo. Uvazujme dvojice (a,b) celych éisel,
pro néz maji kvadratické rovnice

2?2 —2az+b=0, y2+2ay+b=0

reélné kofeny (ne nutné rtizné), které lze oznadit x; o, resp. y; 2 v takovém

poradi, Ze plati rovnost 1y, — xoys = 4k.

a) Pro dané k urcete nejvétsi moznou hodnotu b ze viech takovych dvojic
(a,b).

b) Pro k = 2004 urlete pocet viech takovych dvojic (a,b).

c) Pro dané k vypodététe soudet &isel b ze vsech takovych dvojic (a,b),
pricemz kazdé ¢islo b se pri¢ita tolikrat, v kolika dvojicich (a,b) vy-
stupuje. (E. Kovac)
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A-1-4

Dané aritmetické posloupnosti (z;)$2; a (v;)$2, maji stejny prvni ¢len
a nasledujici vlastnost: existuje index k (k > 1), pro ktery plati rovnosti

:vﬁ - yi =53, :Ei—l - y%-l = T8, $Z+1 - yl2c+l = 27.

Najdéte vSechny takové indexy k. (V. Balint)

A-1-5

V lichob&zniku ABCD (AB || CD) plati |AB| = 2|CD|. Ozna¢me E
stfed ramene BC. Dokazte, ze rovnost |AB| = |BC| plati, pravé kdyz
étyiuhelnik AECD je te¢novy. (R. Horensky)

A-1-6

Najdéte vsechny funkce f: (0, +00) — (0, +00), které vyhovuji soucasné
nasledujicim tfem podminkam:
a) Pro libovolnd nezdpornd redlna éisla z, y takovd, ze z + v > 0, plati

rovnost
z1
@) ) =155 )
b) f(1) =0;
c) f(z) > 0 pro libovolné z > 1. (P. Caldbek)

A-S-1

Urcete pocet vSech nekonecnych aritmetickych posloupnosti celych ¢isel,
které maji mezi svymi prvnimi deseti ¢leny obé ¢isla 1 a 2005.
(V. Bdlint, J. Sims$a)

A-S-2

V rovnobézniku ABCD plati |AB| > |BC|. Ozna¢me K, L, M a N po
radé body dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim ACD, BCD, ABC
a ABD s piislusnou uhloptickou AC, resp. BD. Dokazte, ze KLMN je
obdélnik. (R. Horensky)
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A-S-3

Zjistéte, pro kterd prirozend ¢isla k ma soustava nerovnic
1
k(k —2) < (k+ E)x < K2(k +3)

s neznadmou z a parametrem k pravé (k4 1)? feseni v oboru celych &isel.

(J. Simsa)

A-1l-1

Je-1i soucin kladnych redlnych ¢isel a, b, ¢ roven 1, plati nerovnost

a b c 3
+ + 2 -.
(a+1)(b+1)  (b+1)(c+1) (c+1)(a+1) ~ 4
DokaZte a zjistéte, kdy nastane rovnost. (J. Simsa)
A-11-2
V oboru celych ¢isel feSte soustavu rovnic
r(y+z4+1) =92 +22-5,
y(z4+z+1) =22 +2% -5,
zlz+y+1) =22 +y%-5.
(J. Simsa)

A-11-3

V roviné je ddn rovnoramenny trojihelnik K LM se zakladnou K L. Uva-
zujme libovolné dvé kruznice k a [, které maji vnéjsi dotyk a které se
dotykaji pfimek KM a LM po fadé v bodech K a L. Uréete mnoZinu
dotykovych boda T vSech takovych kruznic k a . (J. Svrcek)

A-Il-4

Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel, jejichz soudet ma posledni é&is-
lici 3, rozdil je prvoéislo a souéin je druhou mocninou pfirozeného é&isla.
(J. Féldes)
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A-1ll-1

Uvazujme libovolné aritmetické posloupnosti redlnych &isel (z;)$2,
a (y:)$2;, které maji stejny prvni ¢len a spliiuji pro nékteré k > 1 rovnosti

Tr_1Yk-1 =42, zpyr =30 a Tpip1Yk41 = 16.

Najdéte vSechny takové posloupnosti, pro které je index k nejvétsi mozny.

(J. Simsa)

A-1ll-2

Zjistéte, pro kterd m existuje pravé 2'° podmnoZin X mnoziny {1,2,
3,...,47} s vlastnosti: &islo m je nejmensi prvek mnoziny X a pro kazdé
z € X plati bud z + m € X, nebo z + m > 47. (R. Kucera)

A-1lIl1-3

V lichobézniku ABCD (AB || CD) ozna¢me E stfed ramene BC. Jsou-li
oba ¢tyftahelniky ABED a AECD tecnové, spliiuji délky stran lichobé&z-
niku ABCD oznacené obvyklym zptisobem rovnosti

b
a+c:§+d a +

ol

il
-

ISR

Dokazte. (R. Horensky)

A-1ll-4
V roviné je dan ostrouhly trojuhelnik AK L. Uvazujme libovolny pravo-
thelnik ABCD, ktery je trojuhelniku AKL opsan tak, ze bod K lezi
na strané BC' a bod L lezi na strané CD. Urcete mnozinu priseéika S
tihlopticek AC, BD vsech takovych pravothelnikit ABCD. (J. Simsa)
A-1lI1-5

Dokazte, Ze pro libovolnd redlné ¢isla p, q, r, s za podminek ¢ # —1
a s # —1 plati: Kvadratické rovnice

22 +pr+q=0, 22 +rr+s=0
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maji v oboru realnych &isel spoleény kofen a jejich dalsi kofeny jsou na-
vzéajem prevricend ¢isla, pravé kdyz koeficienty p, g, r, s spliiuji rovnosti

pr=(q+1)(s+1) a p(g+1)s=r(s+1)g.

(Dvojnéasobny kofen kvadratické rovnice po¢itdme dvakrat.)

(J. Simsa)

A-Ill-6

Rozhodnéte, zda pro kazdé poradi ¢isel 1,2, 3, ..., 15 lze tato éisla zapsat
nejvyse ¢tyfmi riznymi barvami tak, aby vSechna ¢isla stejné barvy tvo-
fila v daném pofadi monotonni (tj. rostouci nebo klesajici) posloupnost.
(Jednoé¢lenné posloupnost je monotonni.) (J. Simsa)
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ReZeni tloh

A-1-1

Zjistime nejprve, jak vypadaji vSechny koneéné neprazdné mmnoZiny M
pfirozenych cisel s (klicovou) vlastnosti ze zdvéru zadani. Teprve poté
posoudime, které z téchto mnozin jsou malé, a uréime podcet téch z nich,
které jsou sestaveny z ¢isel od 1 do 100.

Necht M je tedy libovolna koneénd neprdzdnd mnozina pfirozenych
Cisel s vlastnosti: je-li z,y € M ax # y, paki|z—y| € M. Pfedpoklddejme,
ze M ma pravé k prvki, a usporadejme je podle velikosti od nejmensiho
éisla po nejvetsi:

T <Ty <3 <...<UTk.

V piipadé k = 1 spliiuje mnozina M = {z;} danou vlastnost trividlné,
predpokladejme proto déle, ze k > 1. Pak ¢&islo g — 21 = |29 — x| podle
posuzované vlastnosti patii do M a je mensi nez x5, takzZe se musi rovnat
Cislu z7. Z rovnosti g — x7 = z; dostavame zo = 2x7. Analogicky plati:
Gisla 3 — x9, 3 — x; jsou dvé &isla z M, jeZ jsou mensi nez z3, pfitom
T3 —x9 < x3—x1, takZe musi platit 3 —zo = 1 a x3— 1 = x5, coZ spolu
s dokdzanou rovnosti o = 2z; vede k zavéru, Ze x3 = x1 + z2 = 3z;.
Ve stejnych ivahidch miZzeme pokracovat a ziskat rovnosti 4 = 421, ...,
zp = kxy. Formalné lze tyto rovnosti dokézat indukci: plati-li rovnost
x, = nzy pro nékteré n, 1 < n < k, pak tvahou o n &islech

Tntl —Tn < Tpyl — Tp-1 < ... < Tpy1 — 21,

ktera podle posuzované vlastnosti patii do M a jsou mensi nez z,41,
dochazime k zavéru, ze x,+1 — x, = x1, odkud 2,11 = 2, + 1 = nz1 +
+ 21 = (n + 1)z;. Dikaz indukci je hotov. Oznaéime-li z; = m, plyne
z nasich uvah, ze zkoumana k-prvkova mnozina M mé nutné tvar

M ={m,2m,3m,...,km}. (1)

Na druhou stranu je zfejmé, Ze takova mnoZzina M mé pozadovanou vlast-
nost, at jsou pfirozena ¢isla m a k vybrana jakkoliv.

Mnozina M zapsand v (1) mé k prvkd, pfi¢emZ nejmensi z nich je
¢islo m. Podle zadani tlohy je takovd mnoZina mald, pravé kdyz plati
nerovnost k < m. Zaroven je jasné, ze takovd mnozina M je podmno-
Zinou mnozZiny {1,2,3,...,100}, pravé kdyz plati nerovnost km < 100.
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Nasi tlohou je tedy najit pocet vSech dvojic pfirozenych cisel k, m, pro
néz plati k < m a km < 100. Jak je pti feSeni obdobnych kombinatoric-
kych tloh obvyklé, hledany pocet uréime, kdyz vyhovujici dvojice (k, m)
vhodné rozdélime do mensich skupin a uréime pocty dvojic v jednotli-
vych skupinach. V nai tloze se nabizi jednak rozdéleni do skupin dvojic
(k,m) se stejnou hodnotou k, jednak rozdéleni do skupin dvojic (k,m) se
stejnou hodnotou m. (To odpovidd tomu, Ze ptavodni objekty (mnoZiny
M vyhovujici tloze) rozdélime do skupin bud podle poctu jejich prvki,
nebo podle velikosti jejich nejmensich prvki.)

Uvedme zde oba vypoéty. K tomu ozna¢me p(k), g(m) pocty vyho-
vujicich dvojic (k,m) s danym k, resp. danym m. Uvédomme si, Ze z ne-
rovnosti k < m a km < 100 plynou odhady 1 £k <9 a2 < m <100,
které signalizuji, Ze vypocet pomoci hodnot p(k) bude méné pracny nez
vypocet pomoci hodnot g(m).

Pii pevném k jsou vyhovujici ¢isla m uréena nerovnostmi k + 1 <
< m £ 100/k. Dosazenim jednotlivych hodnot & zjistime, ze p(1) = 99,
p(2) = 48, ])(3) = 30, P(4) =21, p(5) =15, p(G) = 10, p(7) =1, ])(8) =d
a p(9) = 2. Hledany celkovy pocet je tedy roven

99 +48 +30+ 214+ 154+ 10+ 7+ 4+ 2 = 236.

Naopak pfi pevném m je &islo & omezeno takto: 1 < k£ < min{m — 1,
100/m}. Odtud vypocteme, ze q(2) = 1, ¢(3) = 2, ¢(4) = 3,..., q(9) = 8,
a(10) = q(11) = 9, q(12) = §, q(13) = q(14) = 7, q(15) = ¢(16) = 6,
q(17) = ... =¢q(20) =5, ¢(21) = ... = q(25) = 4, ¢(26) = ... = ¢(33) =
=3,q(34) = ... = q(50) = 2, q(51) = ... = ¢(100) = 1. Hledany podcet
je tedy roven

14+24+...4+84+2-94+8+2-74+2-64+4-5+5-4+8-3+417-2+450= 236.

Pii vypocétu jednotlivych hodnot g(m) je vyhodné si uvédomit, Ze
pro kazdé pfirozené m < 10 plati nerovnost m — 1 < 100/m, zatimco pro
kazdé m = 11 plati opaéna nerovnost m — 1 > 100/m.

A-1-2

Ozna¢me O stfed daného ¢tverce ABDC' (obr.17). Protoze bod M lezi
na zminéném oblouku, ma thel AM B velikost rovnou poloviné velikosti
stfedového (pravého) tthlu AOB, tedy 45°. ProtoZe stejnou velikost ma
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Obr. 17

ve ¢tverci ABCD thel BDC, je pod uhlem 45° z bodu D, M vidét
tutéz tsecku PS. ProtoZe navic oba body D, M lezi ve stejné poloroviné
s hranici PS, je PSM D tétivovy ¢tyfahelnik. Jeho vnitini tthel DM S
je pravy (bod M totiz lezi na Thaletové kruznici nad primérem BD),
takZe je pravy i vnitini thel DPS. Tak jsme dokézali, Ze PS 1 BD. Zcela
obdobné se ukaze, ze QR L AC. Z poslednich dvou vztaht jiz plyne, ze
PS 1 QR (nebot AC L BD).

A-1-3
Upravou rovnic ,doplnénim na Gtverce®
(x—a)? =a% -, (y+a)=a*-b (1)
(nebo pfimym uZitim zndmého vzorce s diskriminantem) zjistujeme, Ze

dané rovnice maji v oboru R kofeny, pravé kdyz celd Cisla a, b splnuji
podminku a? — b 2 0; tyto kofeny pak tvoii dvojice

{z1,22} = {a+ Va2 —b,a— \/a2——b},
{y1,92} = {—a+ Va? —b,—a— Va2 — b}.

Nyni stojime pfed otdzkou, jak efektivné (tj. bez stereotypniho
opakovani obdobnych vypoéti) urdit vSechny ¢tyfi hodnoty vyrazu
V = z1y1 — 2oy, ktery lze zapsat ponékud neurcité jako

(a+ Va2 -b)(—a+ Va2 —b) - (a+Va®—-b)(—at Va%-b),
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kde pfi prvnim a tfetim vyskytu znaku =+, stejné jako pfi druhém a ctvr-
tém, vybirdme navzajem opaéna znaménka. Naznacime tii mozné piistu-
py. (Celé diskuse bude sice delsi, nez kdybychom vypsali vypocet vSech
¢yt raznych vyrazi, ale o to ndm v komentafi nejde.)

(i) Zvolime-li pevné oznadeni x1, 2, y1, Y2, staci vypocitat dvé hod-
noty Vi = x1y1 — xays, Vo = 21y — x2y1, ostatni dvé hodnoty jsou k nim
opacnd &isla V3 = zoys—z1y; = — V1 a Vi = zoy1 —z1y2 = — V5. Oddéleny
vypocet obou hodnot Vi, V5 v8ak neni nezbytny, jak hned uvidime.

(ii) Vybér znamének pro &isla z; a y; lze zapsat ve tvaru z; = a +
+eva? —bay; = —a+d6va? — b, kde koeficienty € a J jsou éisla z mno-
ziny {—1,1}. Pak 23 = a —eVa? — b, y2 = —a — §Va? — b a stali pro-
vést jediny vypocet s obecnymi €, § (pro strucnost zapisu oznacime jesté
c=+a?-b):

T1y1 — Toy2 = (a + ec)(—a+ dc) — (a —ec)(—a — bc) =
= (—a® — eac + dac + edc?) — (—a® + eac — dac + edc?) =
= —2a(e — d)c.

ProtozZe € — § nabyva hodnot —2, 0 a 2, hodnoty vyrazu V = z1y; — z2ys
jsou pravé &isla 4av/a? — b, 0 a —4a+/a? — b.

(iii) Vybér znamének pro ¢isla 271 a y; miZeme vyfesit zapisy z; =
=a+uay = —a+v, kde u a v jsou redlnd ¢isla spliiujici rovnosti
u? = v? = a? — b. (Dodejme, Ze &isla u,v jsou vlastné zdklady druhych
mocnin v rovnicich (1), nebo téZ ¢isla ev/a? — b, 6v/a? — b z predchoziho

odstavce.) Potom plati 2z =a—u, yo = —a—v a
V=z1y1 —z2y2 = (a + u)(—a+v) — (a — u)(—a —v) = —2a(u —v).

ProtoZe hodnoty u — v za podminky u? = v? = a? — b jsou —2v/a2 — b, 0
a 2v/a? — b, dochazime ke stejnému zavéru jako v (ii).

Po vypoétu hodnot vyrazu V zjistujeme, Ze rovnost z1y; — Toys =
= 4k nastane, pravé kdyz 4k € {—4ava? — b,0,4av/a? — b}. Protoze k je
prirozené &islo, je a # 0 a posledni podminka je ekvivalentn{ s rovnosti

k =la|Va? - b, (2)

ktera je rozkladem cisla k£ na soudin dvou éinitelt, jez museji byt rovnéz
pfirozend ¢&isla. (Cislo v/a2 — b je rovno zlomku k/|al, takZe je to &islo
racionalni, a tudiz ¢islo celé.) Proto miiZzeme vSechna celoéiselnd FeSeni
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(a,b) rovnice (2) snadno popsat: vezmeme libovolny rozklad k = m -
- n daného &isla k na dva (kladné) éinitele m, n a z rovnosti |a| = m
a va? — b =n snadno uréime obé& vyhovujici dvojice (a, b):

a=4m, b=m?—-n? (3)

Nyni jiz mame vSechno pfipraveno k feseni otdzek ptvodni ulohy.

Cdst a). ProtoZe pro &initele m, n z libovolného rozkladu k = m - n
plati m < k an = 1, plyne ze vzorce (3) odhad b £ m? — 1, pfitom
rovnost nastane, kdyz zvolime m = k a n = 1. Pro dané k je tedy
nejvétsi hodnota b rovna bypax = k2 — 1.

Cdst b). Pro k = 2004 existuje pravé 12 uspoiadanych dvojic (m,n),
pro néz 2004 = m - n, nebot vSech rozkladu ¢éisla 2004 na dva cinitele
(nehledime-li na jejich pofadi) je pravé Sest: 1-2004 = 2-1002 = 3 -
- 668 = 4-551 = 6-334 = 12 - 167. ProtoZe mizeme dvéma zpusoby
volit znaménko ¢isla a ve vzorci (3), hledany pocet dvojic (a,b) je roven
dvojnasobku poétu dvojic (m,n), tedy ¢éislu 2 - 12 = 24.

Cdst c). Nasim tikolem je urcit soucet &isel b z dvojic (a, b) uréenych
vzorci (3), probihaji-li dvojice (m,n) v8echny rozklady k = m-n daného
Cisla k. Je-li m = n, plati podle (3) b = 0, proto miZeme uvazovat jen
takové dvojice €initeltt (m,n), ve kterych m # n, a sdruzit je do part
(m,n) a (n,m). Protoze v kazdém paru pro soucet prislusnych hodnot b
plati (m? — n?) + (n? — m?) = 0 (jak pro jednu, tak pro druhou volbu
znaménka ¢&isla a), je hledany soucet ¢isel b ze vSech uvazovanych dvojic
(a,b) roven nule (pro kazdé pevné k).

A-1-4
Oznaéme ¢, d diference prvni, resp. druhé z danych aritmetickych po-
sloupnosti. Protoze podle zadani plati y; = z1, maji ¢leny obou posloup-
nosti obecné vyjadreni

zi=x1+(—1)c a yi=a1+ (G —1)d

pro kazdy index i. Rozdil 22 — y? lze proto upravit do tvaru

2 2
Ty —Y;

(a2 + 221(i — 1)c+ (6 — 1)2c?) -
_ (:c% + 2x1(i — 1)d+ (l _ 1)2612) _
221 (i — 1)(c — d) + (i — 1)*(c* - d?).
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Pro index k podle zadani tlohy plati soustava rovnic

53 = 2z1(k — 1)(c — d) + (k — 1)3(* — d?), (1)
78 = 221 (k — 2)(c — d) + (k — 2)%(c? — d?), (2)
27 = 2z k(c — d) + k*(c% — d%). (3)

Tyto rovnice & jejich nasobky ted vhodné navzajem seéteme. Abychom
se zbavili ¢lentt s 1, odecteme od dvojnasobku rovnice (1) souéet rovnic
(2) a (3), nebot u ¢lenu 2z, (c — d) pak zistane koeficient 2(k — 1) — (k —
—24k) = 0. Protoze 2-53— (784-27) = 1 a 2(k—1)?— (k—2)2 k% = -
dostaneme zminénou kombinaci jednoduchou rovnici 1 = —2(c? — d?), ze
které uréime ¢? — d* = —1. To dosadime do rovnic (2) a (3), které¢ tak
prejdou do tvaru

1
78 = 22(k — 2)(c — d) — §(k—2)2. (2"
1
27 = 221 k(c — d) — §k2. (3")
Clent s z; se opét zbavime, kdyZ od k-nasobku rovnice (2') odecteme
(k—2)-nasobek rovnice (3); ziskanou rovnici s nezndmou k pak vyfesime:

8k — 27(k —2) = —%(k -2)%.k+ %1& (k-2),

1

SUk 454 = 2 (K — 47 + k) + 2 (K — 247),

N |

0 = k% — 53k — 54,
0= (k +1)(k — 54).

Protoze index k je pfirozené ¢&islo, plati nutné k£ = 54. Tim je uloha
vyresena.

Dodejme, Ze zadani ulohy nevyzaduje zkoumat, zda pro nalezenou
(jedinou) hodnotu indexu k dvojice posloupnosti spliiujicich podminky
tlohy existuje. Pro zajimavost uvedme, Ze takovych dvojic posloupnosti
je dokonce nekone¢né mnoho; je nutné a staéi aby jeji(,h spoleény prvni
¢len z a diference c, d spliiovaly podminky ¢? —d? = —zaz(c—d) = 54—5
Plyne to snadno z kterékoliv z rovnic (1)-(3) po dosazem hodnot £ = 54
ac?—d>= —%, presvédcete se sami.
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A-1-5

Oznaéme obvyklym zptsobem a, b, ¢, d délky stran daného lichobézniku.
Podle zadani plati rovnost a = 2¢, jez znamend, ze zdkladna CD je
stfedni pfickou trojuhelniku ABF', kde F' je prusecik ramen BC a AD
prodlouzZenych za vrchol C resp. D (obr. 18). Proto téz plati |[CF| = b
a |DF|=d.

V prvni &asti FeSeni predpokladejme, ze |AB| = |BC| neboli 2¢ = b
(obr.19). Pak |CF| = b=2ca|EB| = |EC| = 1b = c, takie trojthelniky
ABE a FCD (jez jsou na obr. 19 vybarveny) jsou shodné podle véty sus
(jejich strany délek 2c a c sviraji souhlasné twhly, vytaté primkou BC
mezi rovnobézkami AB a CD). Ze shodnosti tfetich stran AE a F'D pak
plyne rovnost |AE| = d. Tak pfichazime k zavéru, Ze strany ¢tyfahelniku
AECD maji délky d, ¢, ¢, d; jde tudiz o tecnovy étyfahelnik (dokonce
deltoid, ptipadné kosoctverec).

A a=2¢c B A 2c B

Obr. 18 Obr. 19 Obr. 20
V druhé céasti feSeni predpokladejme, Ze ¢tyfuhelnik AECD je teé-
novy, takze podle zndmé véty pro délky jeho stran plati rovnost |[AE| +

+ |CD| = |EC| + |AD|, neboli = + ¢ = $b+d, kde = = |AE| (obr. 20).
Odtud vyjadfime délku z, se kterou budeme dale pracovat, ve tvaru

x:%—c+d. (1)

Vsimnéme si nyni, Zze tsecky CD, AC a AFE déli trojuhelnik ABF na ¢tyti
trojuhelniky téhoz obsahu. (Podrobnéji: z |AD| = |DF|, |BC| = |CF)|
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a |BE| = |EC| plyne fetézec rovnosti Sapc = Scpr = 1Sacr =
e %SABC = Sapr = Sacg.) Proto pro obsahy &tyithelniku AECD
a trojihelniku AEF plati améra Sapcp : Sapr = 2 : 3. Tyto dva
mnohothelniky vSak maji spole¢nou vepsanou kruznici, takze ve stejném
poméru 2 : 3 musi byt i jejich obvody (pfipomerime, Ze obsah mnoho-
thelniku s obvodem o a vepsanou kruznici o poloméru p je roven %o - 0).
Protoze tyto obvody maji vyjadieni

b 3b
OAECD =w+§+c+d, OAEF=$+E+2dv
plati tméra (z + 3b+c+d) : (z + 3b+2d) = 2 : 3, ze které snadno
vyjadfime nezndmou z jako

z:%b—3c+d. (2)

Porovnanim (1) a (2) dostaneme rovnost b = 2¢, neboli b = a. Tim je
rovnost |AB| = |BC| dokazéana.

Jiné feSeni. (Pavel Novotny) Pfipomenme nejdfive vyjadieni délek
téznic trojuhelniku pomoci délek jeho stran: v obecném trojuhelniku
ABC pfi obvyklém oznaceni plati vzorec

4t2 = 2a® + 2b% — 2. (1)
Odvozeni (1) je snadné: stacdi selist rovnosti

1 \2 1 8%
b2 = ('2—0) +t3—ctccosw, a? = (—-2—C> +t§+ctccosw,

které plati podle kosinové véty pro trojuhelniky ACC, a BCCq, kde C
je stfed strany AB a w = |<AC;C| (obr.21).
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V daném lichobézniku ABCD (v némz plati a = 2¢) uvazujme kromé
stfedu E ramene BC' jesté stied S zakladny AB a ozname z = |AF)|
a u = |AC| (obr.22). Protoze |AS| = |SB| = }a = ¢, je ASCD rovno-

D__¢ C

U

b

YA

A ¢ S ¢ B
Obr. 22

béznik, tudiz |CS| = d. Nyni podle vzorcu (1) vyjadiime délky téznic
AFE a CS trojuhelniku ABC:

472 = 20% +2(2¢)2 - b* a 4d® = 2u* + 20 — (2¢)%.
Vzajemnym odeétenim téchto rovnic vylouéime veli¢inu u a dostaneme
4(z% — d?) = 3(4c®> — b?), neboli 4(z — d)(x + d) = 3(2¢ — b)(2¢ + b).

Odtud plyne, Ze znamdénko rozdilu z — d je vzdy stejné jako znaménko
rozdilu 2¢—b. Ukazme, Ze z tohoto poznatku plyne celé feSeni nasi ulohy.
PouzZijeme k tomu zndmé kritérium pro tec¢nové ¢tyrthelniky: ¢tyfahelnik
AECD je teénovy, pravé kdyz se rovnaji oba soucty délek jeho protileh-
Iych stran, tj. pravé kdyZz x4+ ¢ = d + 3b.

Je-li b = 2¢, pak podle naseho poznatku =z = d, a tedy AECD je
deltoid (piipadné kosoctverec). (Rovnost = + ¢ = d + $b tehdy plati
dokonce ,séitanec po séitanci®.)

Je-1i b > 2¢, pak podle naseho poznatku z < d, a tedy v+ ¢ < d+ %b,
takze ¢tyithelnik AEC D neni teénovy.

Je-li b < 2¢, pak podle naseho poznatku z > d, a tedy z +¢ > d+ %b,
takze ¢tyrthelnik AEC D neni te¢novy.

Dalsi FeSeni. V lichob&zniku ABC D, v némz plati a = 2¢, uvazujme
kromé stfedu E ramene BC a pruseciku F' prodlouzenych ramen BC,
AD jesté prusecik G ptimek AE, CD (obr.23). Snadno vysvétlime, ze
tsecky EF a DG jsou téZnice trojihelniku AF'G (a bod C' jeho t&zisté).
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Obr. 23

Plati-li rovnost b = 2¢, jsou tyto téZnice shodné, a proto je trojihelnik
AFG rovnoramenny se zdkladnou FG, tudiz AECD je deltoid (nebo
kosoctverec). Lze-li naopak ¢tyfuhelniku AECD vepsat kruznici, je tato
kruZnice vepsana i ob&éma trojuhelnikim AEF a ADG, jez maji shodné
obsahy (totiZz rovné vzdy poloving obsahu trojihelniku AFG). Pak se
ovSem musi rovnat i jejich obvody, coz pro délku z = |AE| = |EG| dava
rovnici

3b
z+—2—+2d:2z+3c+d,

ze které vychazi vyjadreni nezndmé x ve tvaru (2) z prvniho feSeni. Stejné
jako tam pak dojdeme k rovnosti b = 2c.

Nad obrazkem 23 lze uvazovat i takto: étyfahelnik AEC D bude tec-
novy, pravé kdyz splynou kruznice vepsané trojihelnikiim AEF a ADG.
Tyto trojihelniky maji totozna ramena vnitfnich hlt pfi spoleéném
vrcholu A, takze jejich vepsané kruznice splynou, pravé kdyz budou mit
shodné poloméry. To je v8ak ekvivalentni s tim, Ze oba trojuhelniky maji
stejny obvod (vZdy totiZ maji stejny obsah). Protoze spole¢né ¢ast hranic
trojuhelnikit AEF a ADG je tvofena lomenou arou EAD, rovnaji se je-
jich obvody, pravé kdyz plati rovnost | DF|+|FE| = |DG|+|GE|. Protoze
DE || FG, je z uvahy o elipse s ohnisky D, E jasné, Ze odvozend rovnost
nastane, pravé kdyz tsec¢ky DE a F'G maji spoleénou osu soumdérnosti
(a AECD je pak deltoid, ptfipadné kosoctverec).
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A-1-6

Predpokladejme, ze f: (0, +00) — (0, +00) je libovolna z hledanych funk-
ci. Dosadime-li do dané rovnice hodnotu y = 1 a éislo z 2 0 ponechame
libovolné, dostaneme

ef@)f) = £(=)-

r+1

Vzhledem k tomu, Ze f(1) = 0 podle podminky b), posledni rovnost
znamena, ze

f(zil) =0 prokazdéxz 2 0.

Vidime, Ze funkce f nabyva hodnoty nula ve vSech bodech definiéniho
oboru, které lze vyjadrit ve tvaru zlomku

z TS vhodnym z 2 0. Kazdy

takovy zlomek jisté lezi v intervalu (0, 1),$naopa.k pro kazdé redlné ¢islo
t
1-t
Zjistény poznatek spolu s podminkou c) ze zadani tlohy vede k z4-
véru, Ze rovnost f(t) = 0 plati, pravé kdyz ¢t € (0,1). Abychom uréili
(kladnou) hodnotu f(t) pro pevné ¢t > 1, uvazime dvé rovnice s takovym
parametrem ¢ a neznamou z, totiz rovnice
-0 xt _0
fef@) =0 a f(=)=0
Protoze podle zadani ulohy se levé strany obou rovnic rovnaji (zvolme
y = t v dané funkcionélni rovnici) a f(t) > 0, musi mit obé rovnice
stejné mnoZiny feSeni. Pro prvni z nich je tato mnoZina uréena soustavou

1
nerovnic 0 < z f(t) £ 1, takZe tvoii interval <0, m

. xt C e
ekvivalentni se soustavou nerovnic 0 < P < 1, jejiz feSeni (s ohledem
z

t € (0,1) zfejmé ma rovnice t =

T . Lvoy g
1 nezaporne resenl r =

>; druhd rovnice je

na z + t > 0) tvoii interval <O, E——_E—1>
Z totoznosti obou intervalu plyne rovnost
f—zt)— = Z—t—l’ neboli  f(t) = %
Nasli jsme hodnotu f(t) pro kazdé ¢t > 1. MiZeme tedy shrnout, Ze
hledana funkce f musi mit tvar
0 (0sts),

ft) =
E—%l (t>1).

74



Nyni jesté ukdzeme, Ze funkce f urdend poslednim pfedpisem ma
skute¢né vlastnost a) ze zaddni alohy (vlastnosti b) a c) jsou ziejmé).
Rovnosti obou stran

L=f(zf(y)f(), 13::f($ffy)

dané funkcionalni rovnice dokdZeme v kazdém ze éty¥ pripada rozlisenych

podle moZnych hodnot proménné y a zlomku

T4y
() y=0(@s>0, (i) 0<y<l,
zy . zy
iii >1a <1, iv) y>1la > 1.
(iii) vy e (iv) v Py
vz : Ty v <y
Piipad (i). Z y = 0 plyne f(y) = 0 a vl 0, takze rovnéz
Ty
F(=2£) =0, tudiz L= P =0.
T+y
Ptipad (ii). Z 0 < y < 1 plyne ﬁ_ < 1, takze opét L = P = 0.
z+y
Pfipad (iii). Zy > 1 a x <1plynez < J , takZe s ohledem na
) T+y y—1
hodnotu f(y) = .t plati nerovnost z f(y) < 1, tudiz opét L = P = 0.
)
Ty

Piipad (iv). Zy > 1 a

> 1 plyne = > L, takZe s ohledem
T+Yy y—1

y—1
na hodnotu f(y) = 3’—5—— plati nerovnost z f(y) > 1, tudiz
y—1
x — —
I— y y-1 zy—x-—y
L.yt y ay
Y
Ty
+y Ty -z -y
p=Z = :
Ty zy
T+y

Rovnost L = P je tak dokdzdna ve vSech pripadech.

A-S-1

Posudme otazku, pro které celociselné aritmetické posloupnosti (a;)io,
existuji indexy 7,7 € {1,2,...,10} takové, Ze a; = 1 a a; = 2005. Zdu-
raznéme, ze takova dvojice indexu (3, j), pokud viibec existuje, je jedin4,
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nebot v nekonstantni aritmetické posloupnosti se kazdé ¢islo vyskytuje
nejvyse jednou. ‘

Predpoklddejme, Ze zminéné indexy 7 a j zndme, a pomoci nich vyja-
dfeme prvni ¢len a; a diferenci d dotycéné posloupnosti. Protoze obecny
clen aritmetické posloupnosti ma vyjadreni ax = a; + (k—1)d, dostavame
soustavu rovnic

a=a+(—1)d=1 a aj =a + (j —1)d = 2005,
kterou snadno vyresime vzhledem k neznamym a;, d:

2004 2004(i — 1)
= al = —__—

d —— 23 —
J—1 J—1

Takové hodnoty a1, d jsou celd ¢&isla, pravé kdyz je pfirozené éislo |j — |
délitelem éisla 2004, takze |j — 7| musi byt jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4 nebo 6
(z podminky 4, j € {1,2,...,10} totiZ plyne |j —i| < 10 a ¢islo 2004 jiné
jednomistné délitele nemd). Hledany poéet posloupnosti je proto roven
poctu dvojic indext (i, 7) vybranych z mnoziny {1,2,...,10}, pro které
plati |5 — 4| € {1,2,3,4,6}. Takovych dvojic (,7) je po fadé 2-9, 28,
2-7,2-6 a2-4, takze vSech posloupnosti je 18 + 16 + 14 + 12 + 8 = 68.

A-S-2

Rovnobéznik ABCD je utvar sttedové soumérny podle pruseciku S tthlo-
pricek AC, BD (obr.24). Proto jsou podle stfedu S soumérné sdruzené
trojuhelniky ACD a CAB, tudiz i jejich kruznice vepsané a odpovidajici

D C

Obr. 24

si body dotyku K a M. Totéz plati i o dvojici bodtt L a N. Dochazime
tak k zavéru, ze KLM N je rovnobé&znik. (Moznosti K = M = S nebo
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L = N = S jsou vylou¢eny podminkou |AB| > |BC|, jez zarucuje, ze
zminéné trojihelniky nejsou rovnoramenné se zakladnou AC nebo BD,
takZe se vepsané kruznice nedotykaji téchto stran v jejich stredu.)
Provedena ivaha o stfedové soumérnosti vSak nestaci k ditkazu toho,
Ze rovnob&Zznik K LM N je obdélnik, tj. Ze méa shodné thlopricky KM
a LN. K tomu budeme muset provést vypocet zaloZeny na znadmych
vzorcich, které vyjadiuji vzdélenosti vrcholti obecného trojuhelniku od

bodt dotyku kruZnice vepsané pomoci délek stran tohoto trojihelniku
(obr. 25):

|EF| + |EG| — |FG]|

== |ER| = |BQ| = ; ,
FG|+ |FE| - |EG
GF|+ |GE| - |EF
- = 6P| = jaq| = ISP+ IGB - 1EF

Obr. 25

Pripomertime, Ze tyto vzorce plynou ze soustavy rovnic
c+y=|EF|, y+z=|FG|, z+z=|EG|

Vratme se k nasi tloze a v daném étyfuhelniku ABCD oznaéme jesté
délky a = |AB| = |CD|, b= |BC| = |AD|, e = |AC| a f = |BD|. Podle
vzorcu uvedenych vedle obr. 2 plati rovnosti

]AK[:eH’T_a:p]m 2 |BL|=$

= |DN]|.

Z predpokladu tlohy a > b proto plyne |AK| < %e = |AS]|, takze bod K
lezi mezi body A a S a mé od stfedu S vzdalenost

et+b—a a-0

|KS| =|AS| - |AK| =

e

2 2 2

Obdobné vyjde, ze body L, M, N lezi po fadé na tseckdch BS, CS, DS
a plati rovnosti | LS| = |[MS| = INS| = }(a—b). To dohromady znamené,
ze ¢tyftuhelnik K LM N mé shodné thlopficky, které se navzajem pili; je
to tedy obdélnik. (Kdyby to byl ¢tverec, muselo by platit KM 1 LN,
tedy AC L BD, coz je ve sporu s tim, Ze a # b.)
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Dodejme, Ze v predchozim odstavci jsme podali tplné feseni, které
nevyzaduje uvahy o stfedové soumérnosti z ivodniho odstavce.

A-S-3

1
Po vydéleni (kladnym) éislem k + % a upraveé zlomku dostaneme ekviva-

lentni soustavu nerovnic

k2 (k - 2)
k241

K3(k + 3)
S M

A
A

T

Abychom uréili, mezi kterymi celymi &isly lezi oba zlomky z (1), vydélime
nejprve (se zbytkem) mnohocleny z jejich éitatelt mnohoclenem ze jme-
novatele:

(k* —2k%) : (k* +1) =k — 2, zbytek — k + 2,
(k* +3k%) : (k* +1) =k*+3k — 1, zbytek — 3k+ 1.

Oba vysledky déleni dosadime do (1):

k-2
k241

k-1

k-2 —_—
k241

Sz2Sk+3k-1- (2)

Pokud pro ,zbytkové ¢leny“ z obou krajnich vyrazi budou platit nerov-
nosti

k—2 k-1
< <1 0 <

SRyl . SEr1- (
budou FeSenimi soustavy (1) pravé ta celd z, pro kterd plati k —2 < = <
< k2 + 3k — 2. Takovych z je

3

~

(K2 +3k-2)—(k—2)+1=(k+1)2

coZ je pravé pocet uvedeny v zadani tlohy.

Snadno vysvétlime, Ze nerovnosti (3) plati pro kazdé k = 2. Tehdy
totiz mame 0 < k —2 < k+ 1 < k? + 1, odkud plyne leva &ast (3). Prava
&ast (3) je zfejma pro kazdé k > 3 (nebof tehdy 0 < 3k —1 < k2 - 1<
< k%+41); pro k = 2 plati 3k — 1 = 5 = k? 4 1, takZe v (3) tpln& napravo
nastane rovnost.

Jesté je nutné zjistit, zda pozadovanou vlastnost nema i ,zbylé* pfi-
rozené Cislo k = 1; pro né v8ak mé soustava (1) tvar —% <z £ 2, takZe
mé v celych &slech pravé tii feseni, coz je méné nez (1 + 1)2 = 4.
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Zavér: Hledand k jsou vSechna pfirozend ¢&isla vétsi nez 1.

Poznamka. Presny pocet celych &isel z, jez lezi v intervalu (1), nelze
urcit z pouhé délky tohoto intervalu, nebot ani tato délka, ani Zadny z
krajnich bodt intervalu neni celé éislo. Neni tézké ovérit ekvivalentnimi
upravami, Ze pro délku intervalu (1) pti kazdém k > 2 plati nerovnosti

K(k+3) K (k-2)
k2 +1 k2 +1

(k+1)2-1< < (k+1)>% (4)

Z nich ovsem plyne pouze, Ze pocCet celych éisel v intervalu (1) je roven
bud é&slu (k + 1)2 — 1, nebo é&slu (k + 1)2. K pfesnému uréeni tohoto
podtu se zda byt nezbytné urcit nejmensi celé ¢éislo (k —2) a nejvétsi celé
&slo (k2 4 3k — 2), kterd v daném intervalu lezi.

A-1-1
Po vynésobeni kladnym ¢islem 4(a + 1)(b + 1)(c + 1) postupnymi ekvi-
valentnimi ipravami dostaneme:
4a(c+1)+4b(a+1)+4c(b+1) 2 3(a+1)(b+1)(c+ 1),
4(ac+c) +4(ab+b) +4(bc+c) 2 3(ab+a+b+1)(c+1),

4(ab+ac+bc+a+b+c) 2 3(abc+ab+ac+bc+a+b+c+1),
ab+ac+bc+a+b+c 2 3(abc+1).

Protoze abc = 1, dostaneme po dosazeni do pravé strany posledni nerov-
nosti nerovnost

ab+ac+bc+a+b+c2=6. (1)
y S , 1 1 1
Dosadime-li jesté do levé strany ab = —, ac = 72 bec = —, dostaneme
c a

nerovnost

(o2 () (oD 2

kterd plati, nebof hodnota kazdé zavorky v levé strané je alespon 2.
Pro kazdé t > 0 je totiZ splnéna nerovnost ¢t 4+ t~! > 2, v niZz nastane
rovnost, pravé kdyz ¢t = 1. (Tento zndmy fakt lze zdvodnit napt. pravou
nerovnosti (vt — \/{—‘T)2 > 0, nebo se lze odvolat na nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym priamérem dvou navzijem prevricenych
Cisel.) Zarovei vidime, Ze rovnost v nerovnosti (1), a tedy i v nerovnosti
z textu ulohy nastane, pravé kdyz plati a = b = ¢ = 1. Tim je feSeni celé
ulohy ukonceno.
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Dodejme, Ze za predpokladu abc = 1 nerovnost (1) plyne pfimo z ne-
rovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem Sestice ¢isel ab,
ac, be, a, b, c:

ab+ac+bc+a+b+c
6

> Vab-ac-bc-a-b-c=Vabe=1.

A-1l1-2

Odecteme-li od prvni rovnice rovnici druhou, dostaneme postupnymi
Upravami:

(2y+ 2z +0) = (yz + oy +y) = (42 + 22 = 5) = (2 + 22 — ),
(z-y)z+z-y=(y-2)(y+2),
(z—y)(z+y+2z+1)=0.

Analogicky odvodime rovnosti
(y—2)(z+y+24+41)=0 a (z—2)(z+y+2+1)=0. (1)

Ve vsech tfech odvozenych rovnicich vystupuje éinitel = + v + z + 1.
Rozlisime proto, zda je roven nule, ¢ nikoliv.

A. Necht z + y + z + 1 = 0. Pak mZeme ptivodni soustavu rovnic
zapsat takto:

z-(-z) =y’ +2>=5, y-(-y)=22+2"-5,
z-(—2) =22 +y% 5.

Vidime, Ze celd soustava je ekvivalentni s jedinou rovnici 22 + %+ 22 = 5,
kterd (vzhledem k nezdpornosti druhych mocnin) mé v oboru celych &-
sel pouze takova FeSeni, Ze trojice (z2,4?,2%) je (aZ na potadi) trojice
(4,1,0), takZe (z,y,z) je permutace nékteré z trojic (£2,+1,0). Zna-
ménka Cisel z, y, z snadno uréime z podminky z +y + z + 1 = 0: vy-
hovuje jediné trojice (—2,1,0) a libovolnd jeji permutace. V prlpade A
tedy dostavame pravé Sest feSeni dané soustavy.

B. Necht =z +y + z + 1 # 0. Pak z rovnic odvozenych v tvodu fe-
Seni vyplyvé, Ze plati x = y = z. Tehdy rovnice dané soustavy splyvaji
v jedinou rovnici z(2z + 1) = 222 — 5, které vyhovuje pouze z = —5.
V pripadé B tedy mame jediné feSeni z =y = z = —5.
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Dodejme, Ze v prvni ¢asti fesen{ jsme mohli rovnéz ptvodni soustavu
rovnic upravit do tvaru

224y + 2 -5=z(z+y+z+1)=
=ylztytz+1)= (2)
=z(z+y+z+1).

Odtud opét dostdvame, Ze plati bud x + y + 2+ 1 =0, nebo z = y = 2.
Odpovéd: Soustava mé sedm TFeSeni: trojici (—5,—5,—5), trojici
(—2,1,0) a jeji libovolnou permutaci.

A-11-3

UkéaZeme, 7e hledanou mnozinu tvoi{ body K a L a dale vnitini body
oblouku KL kruznice m(M,|MK]|) a oblouku K'L’ stfedové soumérné
sdruzeného s obloukem KL podle stfedu M (obr. 26).

Obr. 26

Dokazme nejdiive, Ze pfimka MT (obr.27) je (vnitini) spolecnou tec-
nou kruznic k a . Pfipustme, Ze pfimka MT protne kruznici & v bodech
T, T, akruznici | v bodech T, T5. Pro mocnosti bodu M (je to bod teény,
proto lezi ve vné&jsi oblasti kazdé z obou kruznic k a [) k obéma kruznicim
plati

IMT|-|MTy| = |MK|?> = |ML|?> = |MT| - |MTs|,

odkud |MT;| = |MTs|. Protoze oba body T3, T lezi na téze polopfimce
MT, plyne odtud T7 = T5. Obé kruznice k a [ v8ak maji spoleény jediny
bod, takze Ty = T, = T. Proto je MT spoleénd te¢na obou kruZnic
anavic |MT| = |MK| = |ML|,bod T tedy lezi na kruznici m(M, |M K]).
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Obr. 27

Protoze pfimka MT obé& kruZnice oddéluje, nelezi body K a L uvnitf
téze poloroviny uréené pfimkou MT, pfimka MT protind stranu KL
trojuhelniku K LM, a proto bod T lezi na jednom z kratSich obloukt
KL, K'L' kruznice m.

Je-li naopak T libovolny vnitini bod jednoho z téchto obloukt
(obr. 28), lezi sousedni konvexni thly KMT a LMT na opa¢nych stra-
néach spole¢ného ramene MT. Z rovnosti |[M K| = |MT| a |ML|= |MT)|
pak plyne, Ze do zminénych uhla lze vepsat kruznice tak, aby se dotkly
ramen piislusného thlu v bodech K a T, resp. L a T'. To jsou vyhovujici
kruznice k, [ s dotykovym bodem T'.
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Je-li T = K, vyhovuje libovolna kruznice k dotykajici se pfimky M K
v bodé K a lezici v poloroviné M K L’ a kruznice [ dotykajici se ramen
thlu KML v bodech K a L (ta je uréena jednozna¢né). Analogicky
sestrojime vyhovujici kruznice k a [ pro bod T = L.

Bod K’ ani bod L’ do hledané mnoZiny patfit nemohou, protoze K’
leZi na teéné KM k libovolné z kruznic k a analogicky bod L’ lezi na
te¢né LM k libovolné z kruznic [.

A-1l1-4

Oznaéme z a y hledand &isla, pficemZ x > y. ProtoZe p = x—y je prvocislo
a pro nejvétsi spole¢ny délitel d ¢isel z a y plati d | (z — y) neboli d | p,
je bud d = p, nebo d = 1.

Kdyby platilo d = p, méli bychom y = kpaz=y+p=(k+1)p
pro vhodné pfirozené k, takZe souéin zy by se rovnal &islu k(k + 1)p2.
To ale neni druhd mocnina pfirozeného ¢isla (déle struénéji ,Ctverec”)
pro 74dné k, nebot &islo k(k + 1) neni nikdy é&tverec.! Musi proto byt
d =1, takZe ¢isla z a y jsou nesoudélna. Jejich souéin zy je pak étverec
jediné v piipadé, kdy oba &initelé jsou &tverce, tedy = = u? a y = v? pro
vhodné u,v € N, u > v, odkud p = z—y = (u—v)(u+v). Takovy rozklad
prvodisla p na soudin mé jediné mozné Cinitele u —v =1 a u+v = p.
Odtud snadno plynou rovnosti u = 1(p+ 1) a v = (p — 1), z nichZ pro
soucet s = z + y ziskdme vyjadieni

2, 2 (P+1N? p—1\2 p*+1
s=ary=wtad = (Bm)+ () =5
Dekadicky zapis &isla s podle zadani kondi &islici 3, takZe zéapis &isla p? +1
(rovného &islu 2s) koné&i é&islici 6. Zapis ¢&isla p? proto konéi &islici 5, je
tedy nasobkem péti, coz nastane jediné pro prvoéislo p = 5. Dosazenim
této hodnoty do odvozenych vzorct dostaneme v = 3, v = 2, 2z = 9
a y = 4. Zkouska je trivialni: 9 —4=5,9+4=13,9-4 = 62
Odpovéd’: Podminkdm tlohy vyhovuje jedind dvojice ¢isel 9 a 4.

1 Plati totiz k2 < k(k+1) < (k4 1)2, takze &islo k(k+ 1) lezi mezi dvéma sousednimi
¢tverci. Jiné vysvétleni lze zaloZit na tom, Ze &isla k, k+1 jsou navzajem nesoudélna,
takze by ob& musela byt ¢tverci lisicimi se o 1. Takové &tverce vsak neexistuji.
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A-1l1-1

Oznaéme c, resp. d diference hledanych posloupnosti, takze z vyjadreni
z; =z1+ (i —1)c ay; = x1 + (i — 1)d pak dostaneme pro kazdé i rovnost

Ty = 22 + (i — Day(c+ d) + (G — 1)%cd.

Budeme se tedy zabyvat otdzkou, kdy pro néktery index k > 1 plati
soustava rovnic

22 4+ (k — 2)x1(c + d) + (k — 2)%cd = 42, (1)
2?4 (k= D)z1(c+d) + (k — 1)%cd = 30, (2)
z} + kz1(c + d) + k%cd = 16. (3)

Odeéteme-li od dvojndsobku rovnice (2) soucet rovnic (1) a (3), dosta-
neme po Gpravé rovnost cd = —1. Odecteme-li od rovnice (3) rovnici (2),
obdrzime vztah

z1(c+d) + (2k — 1)cd = —14,

z néhoz po dosazeni hodnoty ¢d = —1 dojdeme k rovnosti
z1(c+d) = 2k — 15. (4)
Dosazenim tohoto vysledku do rovnice (3) dostaneme vztah
z2 + k(2k — 15) — k% = 16,
ze kterého vyjadiime z? jako kvadratickou funkeci indexu k:

12 =16 — k(2k — 15) + k> = 16 + 15k — k*> = (k + 1)(16 — k).
Protoze 22 = 0 a k > 1, plyne z posledniho vzorce odhad k < 16.
V pfipadé k = 16 ovSem vychdzi 1 = 0 a rovnost (4) pak pfejde do
tvaru O(c + d) = 2, coZ neni mo7né. Pro k = 15 dostaneme z? = 16,
takZe 21 = +4. Prox; =4 (a k = 15) z (4) plyne c+d = 14—5, coz spolu
s rovnosti cd = —1 vede k zévéru, ze {c,d} = {4, —1}. To znamens, Ze
obé& posloupnosti jsou (az na poradi) uréeny vzorci:

1—1

z, =44+ (G@—-1)4 a y;,=4-

pro kazdé 4. (5)
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Pro takovou dvojici posloupnosti skute¢né plati
Tiayia =56 - § =42, 215y15 =605 =30 a ziey16 = 64- 1 = 16.

Podobné pro druhou moznou hodnotu z; = —4 dostaneme posloupnosti,
jejichz ¢leny jsou opaéné ke élentim posloupnosti (5), tedy posloupnosti

L — 1
z,=—4—-(i—1)4 a yi=—4+z—z— pro kazdé i. (6)

Odpovéd. Nejvétsi hodnota indexu k je 15 a vSechny vyhovujici po-
sloupnosti jsou (az na moZnou zaménu poradi ve dvojici) uréeny vztahy

(5) a (6).

Jiné FeSeni. (Podle Zbyrika Koneéného.) Uvazujme posloupnost z; =
= z;y;. Protoze je to kvadratickd posloupnost, je prislusnd diferencni
posloupnost 7; = z;41 — z; aritmetickd, pfi¢emz z rovnosti

Zk—1 = 42, Zp = 30, Zk+1 = 16

plyne ri_; = —12 a rp = —14. Aritmetickd posloupnost (r;) mé proto
diferenci —2, takze 741 = —16 a z42 = 0. Vyuzijeme-li opakované vztah
Tk_; = Tk + 21, dostaneme

Zkg1 =Tk + 2k =Tk +Tk—1 + 2k41 = ... =
=Tk +Thk—1+ ... +Tk—14 + 2k—14 =
=—-14-12—-...—24+04+2+ ... +124+ 14+ 2414 =

= Zk—14,

takze je zp—_14 = zk41 = 16 a také zx_15 = zk_14 — Tk_15 = 16 — 16 = 0.
Pron > 15 je tedy rx—n > 0 a z5_,, < 0. Vidime, Ze ¢leny posloupnosti
(z;) jsou nezdporné pravé jen pro indexy i € {k — 15,k — 14,... k — 1},
a protoZe z; = z1y; = 23 2 0, musi byt 1 = k — 15, neboli k < 16.

Pro & = 16 je ovSem podle pfedchozich vypoctt z; = z,_15 = O,
takze také x; = y; = 0. Zéaroven je z15 = zxy2 = 0, coZ znamena, Ze
jedna z aritmetickych posloupnosti (z;), (v;) je nulova. To neni mozné,
protoze pak by byla nulové i posloupnost (z;).

Pro k = 15 je z; = 16, takZe 1 = +4. ProtoZe z17 = zx4o = 0, je
217 = 0 nebo y;7 = 0. Vzhledem k symetrii danych podminck mtZeme
predpokladat, ze je x;7 = 0. Oznadéime-li ¢, resp. d diference hledanych
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posloupnosti, pak pro z; = —4 vyjde ¢ = %, pro z; = 4 vyjde ¢ =
= —%. Z rovnosti z15y15 = 30 pak v prvnim pripadé dostaneme d = —4,
v druhém d = 4. Je tedy

1
$¢:—4+Z(i—1) a y;=-4—4(i—1) pro kazdé i

nebo
1, . v is s
z; =4— Z(z—l) a y; =4+4+4(:—1) pro kazdé i.
Snadno ovéfime, Ze ob& dvojice posloupnosti spliiuji podminky tlohy.
Nejvétsi hodnota indexu k je tedy k = 15 a krkomé uvedenych posloup-
nosti mu odpovidaji i dalsi dvé dvojice vzniklé zaménou (z;) a (y;).

A-1Il1-2

Nejprve v zavislosti na daném éisle m (1 £ m £ 47) vyjadiime, kolik
mnozin X popsané vlastnosti ma nejmensi prvek rovny zvolenému ¢éislu m.
K tomu vydélime ¢&islo 47 ¢&islem m se zbytkem,

4T=gm+r (q21, 0<r<m),

a ukaZeme, ze existuje pravé (¢+1)"¢™ =" vyhovujicich mnoZin X s nej-
mensim prvkem m. Protoze kazd4 takovd mnozina X je podmnozZina mno-
ziny
T ={mm+1,...,47},
rozdélime mnozinu T,, na nejvySe m skupin cisel tak, aby se dcisla
v téze skupiné navzajem lisila o nasobky ¢isla m: dostaneme tak predné
g-prvkovou skupinu
Po = {m,2m,...,gm},

v pfipadé r > 0 dalsich r skupin o ¢ prvcich
Pi={m+i2m+i,....gm+i} (1=<iS7),
v ptipadé r < m — 1 a g > 1 pak jesté m — r — 1 skupin o ¢ — 1 prvcich
Pi={m+i2m+i,....,(¢—1)m+i} (r+1ZiSm-1).

Obecné lze Tici, ze kazda skupina P; je tvofena pravé témi Cisly z T,,,
ktera pti déleni éislem m déavaji zbytek ¢; jak jsme uvedli, nékteré z téchto
m skupin Py, ..., P, _1 mohou byt prazdné.
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Mnozina X € T,, = PpUPyU...UP,,_1 s nejmensim prvkem m
ziejmé mé pozadovanou vlastnost, pravé kdyz obsahuje celou skupinu Py
a zaroveri pro kazdé i € {1,2,...,m — 1} bud neobsahuje Zadny prvek
z Pi, nebo obsahuje vSechny prvky z P; od jistého prvku pocinaje. Tak
pro kazdou z r skupin Py,...,P,. mdme ¢ + 1 moZnosti, zatimco pro
kazdou z m —r — 1 skupin P,41,...,P,;,—1 mame ¢ mozZnosti, jak vybrat
prvky pro X. Protoze tyto vybéry muzeme kombinovat nezavisle, je pocet
mnozin X skuteéné roven &islu (¢ + 1)"¢™ 1", (Plat{ to i pro piipady
r=0,7=m— 1 nebo ¢ = 1, kdy nékteré ze skupin P; jsou prazdné.)

Nyni zjistime, kdy pro netplny podil ¢ a zbytek r z rovnosti 47 =
= gm + r plati

(q+1)7g™ 17" =2, ()

V piipadé ¢ = 1 dostdvame z (%) rovnici 2" = 2!° odkud r = 15,
a z rovnosti 47 = m + r pak vychazi m = 32.

V ptipadé ¢ > 1 musi byt v rovnici (x) jedna z mocnin (¢ + 1),
g™ 17" rovna 2'° a druha rovna jedné, tedy musi mit nulovy exponent.
Proberme nyni mozné hodnoty ¢ > 1 v rostoucim poradi a u kazdé z nich
otestujme, zda ptislusné feseni rovnice () spliiuje podminku 47 = gm+-r:

ayg=2', m—-1—-r=15ar=0.Pakm=16aqgm+r = 32 —
nevyhovuje.

b)g=2-1,r=5am—-1—-r=0.Pakm=6aqm+r =47 —
vyhovuje.

c)g=2), m—1-r=5ar=0Pakm=6aqm+r =48 —
nevyhovuje.

Z podminky 47 = gm + r plyne, Ze nejvétsi mozné hodnoty ¢ jsou
47 (pro m = 1) a 23 (pro m = 2). Zbylé moznosti (¢ = 25 — 1, ¢ = 25,
q = 2% — 1, ¢ = 2'%) uZ proto neni nutné detailné rozebirat.

Odpovéd. Hledané hodnoty m jsou dvé: m = 6 a m = 32.

A-1l1-3

Oznacme z = |AE|, y = |DE| a dopliime lichob&Znik ABCD na rovno-
béznik AXY D tak, aby bod E byl pruseéikem jeho thlopficek AY a DX
(obr.29). Zfejmé plati |AX| = |DY| =a+c¢, |AY| =2z a |DX| = 2y.
Oznacme p; (resp. p2) polomér kruznice vepsané te¢novému étyithel-
niku ABED (resp. AECD), jez je zaroven vepsana i trojihelniku AX D
(resp. AY D). Pro délky stran téchto ¢tyftuhelnikii podle zndmého kritéria
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plati rovnosti

b
a+y:§+d:c+m,

neboli
a+y=c+z, (1)

takZe oba Ctyftahelniky maji tyz obvod. Trojuhelniky AX D a AY D mayji
zase tyZ obsah (rovny %SAXYD, tedy rovny Sapcp). Pomér o1 : oo se
proto rovna jak poméru obsahtt Spogep : Sagcp, tak poméru obvodi
oayp : oaxp (ty jsme zapsali v opa¢ném poradi nez piislusné polo-
méry). Oba tyto poméry nyn{ vyjadfime a pak porovname (v zna&i vysku
lichobé&zniku ABCD):

c-3v  2a+c

v a+2¢

SaBep _ SaBcp — ScpE s(a+c)v —
Sagcp  Sapcp —Sape  (a+c)v—
0AYD 2x+(a+c)+d

oaxp 2y+(atc)+d
Spolu s (1) tak pro nezndmé z, y dostdvame soustavu linearnich rovnic

2a+c¢c 2x+a+4c+d o
= X — =a-—2cC
a+2c 2y+a+c+d 4 ’
jez mé za podminky a # ¢ (zarucené tim, Ze ABCD je lichobé&Znik) jediné
feSeni

(S =
INIER ST

a -

3 — 3c—d
:_+2,_§ N J:+T @)

Dosazenim (2) do rovnosti (1) dostaneme prvni dokazovany vztah 3(a +
+¢) = b+ 3d. S jeho pomoci lze (2) pfepsat do tvaru

42 40
x = . a =c+ —.
“T% y 6
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S timto vyjadifenim délek z, y vyuZijeme kosinové véty pro trojahelniky
ABE, CDE k vypoétu kosinu ihlu ABFE resp. DCE:

a?+ (302 —(a+gb)* 20 1
cos |XABE| = 2 b ===

A+ (3b)2—(c+3b)? 2b 1
cos|xDCE| = 2 Ib =

Protoze se thly ABE a DCFE dopliiuji do 180°, je soucet jejich kosint

roven nule: _— 95 1
(Ga-3)+(5-3)=¢

Odtud jiz snadnou upravou dostaneme druhy dokazovany vztah

LT
a ¢ b
A-Illl-4

Oznaéme K stied strany AL a L; stfed strany AK. UkéaZeme, Ze hle-
danou mnozinou bodu S je oblouk M N, ktery je ¢asti polokruznice se-
strojené nad priamérem K;L; v poloroviné opa¢né k poloroviné K;L{ A,
pritom krajni body M, N zminéného oblouku jsou uréeny podminkami
ML, 1 AK a NK; 1 AL (obr. 30).

T _\P

D C

S
K i 0

N K
Ly

A B

Obr. 30
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Protoze prisecik S thlopficek AC, BD je stfedem tsecky AC, mno-
zinu v8ech boda S dostaneme, kdyZ nejprve uréime mnoZinu vrchola C
a tu pak zobrazime ve stejnolehlosti se stfedem A a koeficientem % Pro-
toze je thel KCL pravy (nemize byt ani C = K, ani C = L) a piimka
KL body A a C oddéluje, lezi bod C na polokruZnici 7 sestrojené nad
prumérem K L v poloroviné opacné k polorovingé K LA. Které body C € 7
jsou skute¢né vrcholy vyhovujicich pravothelnikit ABC D? Ziejmé praveé
ty, pro néz poloptimky C'K a CL protnou analogicky sestrojené polo-
kruznice nad pruméry AK resp. AL (v bodech, které budou vrcholy B
resp. D). Jsou to body oblouku PQ C 7, jehoz krajni body P, @ jsou
uréeny podminkami PK 1 AK a QL | AL. Hledan&d mnozina boda S je
proto obrazem oblouku P ve zminéné stejnolehlosti, takze to je skuteéné
oblouk M N popsany v uvodu feSeni (body M, N jsou obrazy bodu P
a @, nebot bod L; je obrazem bodu K a bod K; je obrazem bodu L).

A-1ll-5

V prvni ¢asti feSeni pfedpokladejme, Ze prvni z danych kvadratickych
rovnic mé kofeny u, v a druh4 z nich ma kofeny u, v~!. Pak plati vzorce

1 1
p=—(u+v), q=uv, r:—(u—i—;), s=u- . (1)
Po jejich dosazeni do jednotlivych stran rovnosti, jez mame dokazat,

dostaneme

pr= (u+v)(u+%) :er)q()ﬂ’
(g+1)(s+1) = (uv+1)<%+1) =M,
p(g+1)s = —(u+v)(uv+1).% =__(“+U)(Zw+1)u,
r(8+1)q:—(u+—11;)<%+1)_uv=_(uv+1)1fu+v)u’

takze vidime, Ze skutecné plati rovnosti

pr=(q+1)(s+1) a p(g+1)s=r(s+1)q. (2)

s s viw

u
(U-}-'U)",;_ P —_u+v—
=Uu a = S T v

S+1——E+1~
v

ps
s+1 E+1
v

I

které nam napovidaji, jak postupovat pfi dikazu obracené implikace.
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V druhé ¢asti feSeni predpokladejme, ze ¢isla p, q, r, s spliiuji rovnosti
(2) a navic plati ¢ # —1 a s # —1. Z prvni rovnosti (2) pak plyne p # 0
a r # 0, takZe rovnosti (2) lze upravit do tvaru

p__at+tl _ ps _ Tq 3)
s+1 r s+1 q+1

Definujme realna cisla u, v pomoci vzorct

Y - (4)
s+1 s+1

Pak plati v # 0 a podle (4) lze rovnéz psét

rq qg+1

= =— . 5
B qg+1 & r (5)

Ovéfime-li, Ze tato ¢isla u, v splituji vSechny ¢tyfi vztahy (1), bude to
znamenat, Ze (u,v) a (u,v™!) jsou dvojice kofenti kvadratickych rovnic
z textu Glohy a FeSeni tilohy bude u konce. Podle (4) a (5) je ale provérka
vztaht (1) snadné:

s
p + p

—(utv) = s+1 s+1 D
_—re =(g+1 _
Uy = ——  ———— =,
qg+1 r
1 rq T
D)= P o
v qg+1 q+1
1 —ps —(s+1)
U - =t — =8
v  s+1 P
A-1ll-6

Ukéazeme, Ze pozadovanym zpusobem nelze obarvit patnéctici ¢isel

5,4,3,2,1,9,8,7,6,12,11,10, 14,13, 15 ,
e — e S e N N~
I 11 11 v Vv
pod niz jsme vyznadili rozdéleni na pét skupin sousednich ¢isel (tvoricich
klesajici posloupnosti).
Pfipustme, Ze uvedenou patnéctici jsme zapsali ¢tyfmi barvami tak,
Ze Cisla se stejnou barvou tvofi monotonni posloupnosti. Ve skupiné I
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je pét &isel, dvé z nich proto maji stejnou barvu; protoze tvori klesajici
posloupnost, barvu téchto dvou ¢isel neméa Zadné z éisel skupin II az V.
V nich jsou tedy pouze ¢&isla t¥i barev; barvu dvou &isel ze skupiny II
nemad zadné z Cisel skupin III az V, ve kterych jsou tedy pouze ¢isla dvou
barev. Jes$té jednim opakovanim ptredchozi uvahy zjistime, ¢isla 14, 13
a 15 ze skupin IV a V jsou jedné barvy, a to je spor.

Pozndmka. Pfiklad v uvedeném feSeni lze snadnym zpisobem zobec-
nit a dokédzat tak nasledujici negativni tvrzeni: Spliiuji-li pfirozena cisla
k a N rovnost

N=1+2+3+...+k+(k+1),

pak k barev nestaci k tomu, abychom jimi zapsali ¢leny jakékoliv po-
sloupnosti sestavené z N ruznych celych éisel, maji-li ¢isla kterékoliv
barvy tvofit monotonni posloupnost. Bez dikazu dodejme, Ze k barev
k pozadovanému tkolu staci, plati-li nerovnost

N<14+2+3+...+k+(k+1).
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