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Pfipravna soustfedéni pred 46. MMO

V pribéhu 54. roéniku se konalo vybérové soustfedéni pro pfipravu na
mezindrodni matematickou olympiddu bezprostfedné po skonceném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 18. do 22. dubna 2005 v Bilovci. Na
soustfedéni bylo pozvano vSech 10 vitézu III. kola kategorie A. Soustte-
déni bylo zaméfeno na pripravu reprezentanti a ke kone¢né nominaci
Sesticlenného druzstva.

Uspésnost jednotlivych studentt ukazuje néasledujici tabulka:

Frantisek Konopecky 8/8, GLJ Holesov 82
Ondrej Bilka 3/4, G Zlin, Lesni &tvrt 56,5
Marek Pechal 7/8, G Zlin, Lesni ¢tvrt 72,5
Jakub Oprsal 3/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose 58
Marek Scholle 6/8, G Pardubice 49
Jaroslav Hancl 3/4, GMK Bilovec 60
Jaromir Kuben 3/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose 75,5
Michal Svagerka 4/4, GJKT Hradec Kralové 47
Pavel Kocourek 4/4, SPSST Praha 1, Panska 63
Martin Kfivanek 3/4, G Brno, tt. Kpt. Jarose 47

Na zékladé uvedenych vysledki, v nichz jsou zapocCitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
ta¢niho druzstva a sedmy byl uréen jako ndhradnik. Toto druzstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradi¢nim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminafe vedli a tlohy pfipravili:
dr. Jaroslav Zhouf (18.4.),

dr. Pavel Caldbek (20.4.),

dr. Jaroslav Svréek (19.4. a 21.4.)

a doc. Jaromir Simsa (22.4.).
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Ulohy zadané na p¥ipravném soust¥edéni

1. Funkce f z oboru celych ¢isel do oboru celych éisel spliiuje zaroven
tyto podminky:

1) f(f(n)) = n pro vSechna cela éisla n,

2) f(f(n+2)+2) =n pro viechna cela ¢isla n,

3) f(0) =1.
Urdete f(2005).

2. Dokazte, Ze pro kazda ¢ty¥i kladna reédlna &isla a, b, ¢, d plati

Vab+ Ved < {fla+tb+0)(b+c+d).

3. V sazkové kancelafi se pfijimaji sdzky na Sest zapastd, v nichz mize
dojit bud k vyhie domécich, nebo k vyhie hostti, nebo k nerozhodnému
vysledku. Kazda sazka je na vSech Sest zdpasii. Jaky nejmensi pocet sdzek
je mozné zvolit, aby mezi nimi jisté byla sdzka, v niz jsou vysledky vsech
Sesti zdpasu nespravné?

4. Je déan trojuhelnik ABC, ktery neni rovnoramenny. Stfedy kruznic
mu vepsané a opsané ozna¢me po fadé I a O. Vné pripsana kruZnice se
stfedem I, se dotyka strany BC' v bodé A; a polopfimek AB a AC po
fadé v bodech Ay a Az. Bod I/ je soumérny s bodem I, podle pfimky
A As. Dokazte, ze piimka OI, déli tsecku A; I} na dvé poloviny.

5. Mnozina pfirozenych &isel 1,2,...,5n je disjunktnim zptsobem roz-
délena na dvé podmnoziny. Dokazte, Ze v téchto podmnoZinach existuje
asponi n dvojic (z,y), kde = > vy, tak, Ze ¢islo z —y patii téZe podmnoZiné
jako ¢isla x a y.

6. Stfed I kruznice vepsané teénovému ¢tyithelniku ABCD a stiedy
jeho thloptiéek AC a BD lezi na téze pfimce. Dokazte.

7. V roviné je dan pravidelny n-thelnik A; Ay ... A, (n 2 3). Urlete po-
Cet vSech navzajem neshodnych trojiahelniki, jejichz vrcholy jsou totozné
s nékterymi tfemi vrcholy daného n-thelniku.

8. Na kruznici o jsou dény ¢tyfi body, které po fadé oznacime A, B, C, D
(tj. ABCD je konvexni tétivovy étyftuhelnik). Uvnitf kruhu ohrani¢eného
kruznici o je ddn bod S tak, ze

|XSAD| = |xSCB| a  |xSDA|=|xSBC|.

Osa thlu ASB protina kruznici o v bodech P a Q. Dokazte, Ze S je stied
usecky PQ.
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9. Necht n je pfirozené &islo. Do &tvercové tabulky 2n x 2n je vepsano
4n? realnych ¢&isel jejichz soudet je 0 (na kaZdém poli tabulky je pravé
jedno é&islo). Absolutni hodnota kaZdého z téchto ¢isel neni vétsi nez 1.
Dokazte, Ze existuje fada tabulky (tj. fddek nebo sloupec) takova, Ze
absolutni hodnota sou¢tu jejich prvki neni vétsi nez n.

10. Necht R, je mnoZina kladnych realnych éisel. Ukazte, Ze existuje
pravé jedna funkce f: Ry — Ry takové, Ze pro vSechna z € Ry plati

f(f(@) = 6z — f(2).

11. Najdéte alespon jeden mnohoc¢len f s redlnymi koeficienty takovy,
7e f(0) = 1 a pro vSechna pfirozend Cisla n je soucet druhych mocnin
vSech koeficienttt mnohoélenu f"(z) roven sou¢tu druhych mocnin vsech
koeficient®t mnohoélenu (3z2 + 7z + 2)".

12. Necht n je pfirozené éislo, n = 3. DokaZte, Ze soucet tietich mocnin
vSech pfirozenych ¢isel menSich neZ n a nesoudélnych s n je délitelny
éislem n.

13. Necht D znadi stied strany BC v trojuhelniku ABC'. Uréete velikost
vnitfniho thlu pfi vrcholu C' v tomto trojuhelniku, vite-li, Ze plati

|xBAD| = |xACB| a |xDAC|=15°.

14. Dokazte, Ze pro libovolna kladna realna cisla plati nerovnost

1 1 1 3
o % 2 ,
a(l+b) b(l+c) c¢(l+a) ™ 1+ abe

Zjistéte, kdy plati rovnost.

15. Strandm AC a BC ostrouhlého trojahelniku ABC jsou zvnéjsku pfi-
psany pravouhelniky ACPQ a BKLC, které maji shodné obsahy. Do-
kaZte, Ze stfed tisecky PL, vrchol C a stfed kruZnice opsané trojuhelniku
ABC lezi na téZe primce.

16. Funkce f a g z R do R spliuji pro libovolna z,y € R rovnici
flz+g9(y) =2z+y+5.

Vyjadfete hodnotu vyrazu g(z + f(y)) bez nezndmych hodnot f a g.

134



17. Rozhodnéte, zda existuje osm prirozenych ¢isel ay takovych, Ze

Z \/&_k_—\/ak—lzz

k=1

18. Na tabuli je v jedné fadé zapsidno 54 znakd ,minus“. Dva hraci A
a B se stfidaji v tazich (prvni tah mé hra¢ A). V kazdém tahu vybere
hrag¢ jeden nebo dva sousedni znaky ,minus® a zméni ho, resp. je na
»plus“. (Znaky ,minus“ naptiklad v trojici — + — nejsou sousedni.) Vitézi
ten hrac, ktery zméni posledni ,minus“ na ,plus“. Navrhnéte jednomu
z hracu vitéznou strategii.

19. Na policéce je v jedné fadé vSech 100 dilt sebranych spistt Lva Tolsté-
ho. V libovolném kroku smime vybrat dva dily, jeden s lichym ¢islem
a druhy se sudym ¢islem, a navzdjem vyménit jejich mista v dané radé.
Urcete nejmensi pocet takovych kroku, které staci k tomu, abychom li-
bovolné puvodni pofadi dili zménili na ,spravné“ rostouci poradi dilu
od &isla 1 po &islo 100 (zleva doprava).
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