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46. mezinarodni matematicka olympiada

se rozkladd na
nce 2005 ucast-
niky kazdorocmh,p lam neJle mezi studenty
stfednich skol. Sjgl e'tam v rekordnim poct,u 513 souf tézicich z 91 zemi
celého svéta. e

Piipravu a zdarny pribéh celé akce zajiStovali organizatori z fad
élentt Mexické matematické spolecnosti za podpory mexického minister-
stva Skolstvi, vlady stdtu Yucatan, tamnich univerzit a desitek sponzort.
Nashroméazdéné financ¢ni prostfedky umoznily ubytovat vSechny soutézi-
ci, vedouci druzstev i ¢leny vyboru a hodnoticich komisi v arealu luxus-
nich hotelt nedaleko centra yucatanské metropole, zalozené $panélskymi
dobyvateli roku 1542 na misté mayského mésta Tihd. Mexicti hostitelé
pripravili vyborné podminky pro vlastni soutéz i zajimavy doprovodny

program, jehoz vrcholem byl celodenni vylet ke zficenindm mayského
mésta Chichén Itzd. Zavér olympiddy mirné narusil pfichod hurikdnu
Emily, ktery v8ak nakonec Méridu minul zhruba o 80km a v samotném
mésté se projevil jen silngjsim vétrem.

Vedoucim ¢éeského druzstva byl RNDr. Karel Hordk, CSc., z Matema-
tického ustavu Akademie véd v Praze. Soutézni druzstvo, které dopro-
vézel pedagogicky vedouci doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., z P¥irodo-
védecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, bylo jmenovéno na za-
kladé vysledku tstfedniho kola 54. roéniku MO v BeneSové a néasledného
tydenniho soustfedéni v Bilovci. Tvofili je Jaroslav Hancl z 3. rocéniku
Gymnézia Mikulase Kopernika v Bilovci, Pavel Kocourek ze 4. ro¢niku
SPS ST v Panské ulici v Praze, Frantisek Konopecky z 8. ro¢niku Gym-
nazia HoleSov, Jaromir Kuben a Jakub Oprsal z 3. roéniku Gymnézia na
tf. Kpt. JaroSe v Brné a Marek Pechal ze 7. roéniku Gymnézia v Lesni
étvrti ve Zling.

Soutézici jako obvykle Fesili ve dvou ptildnech vzdy tii soutézni tilohy
po dobu 4,5 hodiny; za kazdou ze Sesti loh mohli ziskat nejvyse 7 bo-
du. Po néslednych opravich a koordinacich vyslo najevo, Ze letos Zadna

~~ s

soutézni uloha nebyla extrémné obtiznd — 16 soutéZicich totiz dosahlo
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maxima 42 bodu. Dostali pochopitelné zlaté medaile spolu s dal$imi
26 soutézicimi, ktefi ziskali alesponn 35 bodu. Mezi nimi ovSem vynikl
moldavsky reprezentant Iurie Boreico, ktery ziskal zvlastni cenu za origi-
nalni feseni t¥eti tlohy (viz ddle). Kromé 42 zlatych medaili bylo udéleno
79 stiibrnych medaili (za zisk 23-34 bodt) a 127 bronzovych medaili
(za zisk 12-22 bodu). Nasi reprezentanti podali necekané dobry vykon
a vybojovali pét medaili, pficemz FrantiSek Konopecky ziskal zlatou. Bez
ocenéni se tak vratil domt pouze Jaroslav Handl.

Je to bezesporu nejlepsi vykon eského druzstva na mezinarodni ma-
tematické olympiddé za poslednich osm let, nebot pfedchozi zlatou me-
daili jsme ziskali na 38. MMO (tehdy jsme dosahli i stejného poctu bodu):

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 45 6
340.-354. Jaroslav Hancl 200120 5
72.-88. Pavel Kocourek 7T 70770 28 II.
29.-34. Frantisek Konopecky TT T 7T T 1 36 I
57.—64. Jaromir Kuben 7T7T 077 2 30 II.
156.-174. Jakub Oprsal 7702 20 18 I
122.-130. Marek Pechal 77T 0170 22 III.
Celkem 3735 72532 3 139

Pro srovnani uvedme i vysledky slovenskych reprezentantii, ktefi ziskali
jen o par bodi méné:

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4 5 6

114.-121. Jozef Bodnar 7T 7T 07 0 2 23 II.

108.-113. Ondrej Budac 71077 2 24 II.
65.-71. Michal Burger 1707 77T 29 1L

191.-206. Peter Cerno 6 1 07 2 0 16 III

108.-113. Frantisek Simancik 071772 24 II.

207.-224. Jakub Zavodny 710700 15 III

Celkem 2824 1422313 131

Tvrzeni o Ceském tuspéchu doklddd naSe umisténi v niZze uvedeném
neoficidlnim poradi druzstev, ve kterém nam v poslednich letech obvykle
patfilo misto ve treti, a nékdy i ve ¢tvrté desitce. V mexické Méridé jsme
vsak obsadili 16. misto pfed takovymi staty, jako jsou Hong-Kong, Ka-
nada, Polsko ¢i Austrélie, ve kterych se vychové matematickych talentt
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vénuji — ve srovnani s Ceskou republikou — s vétsi intenzitou, danou
predevsim objemem institucionalnich prostfedkt, které jsou na tuto péci
vyéletiovany. (Pfipadnd &isla v zévorce upozortiuji na niz§i pocet repre-

zentantu.)

I II IIT body I II III body
CLR 5 1 0 235  Lotyssko 0 0 2 62
USA 4 2 0 213  Nizozemsko 0 0 2 62
Rusko 4 2 0 212  Azerbajdzan 0 0 2 59
Iran 2 4 0 201 Recko 0 0 2 58
Korea 3 3 0 200  Irsko 01 0 55
Rumunsko 4 11 191  Kuba (4) 0 0 3 54
Tchaj-wan 3 2 1 190 Litva 0 0 1 53
Japonsko 31 2 188  Makedonie 0 0 2 50
Madarsko 2 31 181 Bosna a Hercegovina 0 0 2 49
Ukrajina 2 2 2 181  Finsko 0 0 2 49
Bulharsko 2 31 173 Slovinsko 010 49
Némecko 1 3 2 163  Kirgizie 0 0 2 46
Velka Britanie 1 3 2 159  Spanélsko 0 0 1 46
Singapur 0 4 2 145  Albénie 01 0 44
Vietnam 0 3 3 143 Svédsko 0 0 0 42
Ceskd republika 1 2 2 139  Jihoafricka republika 0 0 0 39
Hongkong 1 3 1 138  Macao 0 0 1 38
Bélorusko 1 3 1 136 Norsko 0 0 0 38
Kanada 1 2 2 132 Kostarika 0 0 0 37
Slovensko 0 4 2 131 Uruguay (5) 0 0 1 37
Moldavsko 1 2 2 130  Sri Lanka 0 0 1 32
Turecko 0 4 1 130  Filipiny 0 0 O 30
Thajsko 0 4 2 128  Portugalsko 0 0 0 27
Italie 0 2 4 120  Salvador 0 0 0 25
Austrélie 0 0 6 117  Island 0 0 1 23
Izrael 0 2 3 113 Maroko 0 0 0 18
Kazachstan 0 2 3 112 Turkmenistén (3) 0 01 18
Kolumbie 0 2 2 105  Ekvador 0 0 1 17
Polsko 01 5 105 Malajsie 0 0 0 15
Peru 0 0 6 104  Venezuela (2) 0 0 0 15
Mexiko 0 0 4 91 Kypr 0 0 O 14
Francie 0 0 4 83  Trinidad a Tobago 0 0 O 13
Arménie 0 0 5 82  Paraguay 0 0 O 12
Brazilie 1 01 82  Pakistan 0 0 O 11
Chorvatsko 0 1 2 82  Tunisko (3) 0 0 O 9
Indie 01 1 81  Portoriko 0 0 O 8
Gruzie 0 0 4 80  Guatemala (3) 0 0 0 6
Novy Zéland 01 2 77  Lichtenstejnsko (3) 0 0 0 4
Srbsko a Cernd Hora 0 0 3 75  Bangladés 0 0 0 3
Belgie 0 1 1 74  Kuvajt (5) 0 0 0 3
Rakousko 0 0 2 74  Lucembursko (2) 0 0O 3
Indonézie 0 0 3 70  Saudska Arabie (5) 0 0 0 3
Svycarsko 01 1 70  Tadzikistan (3) 0 0 0 3
Dansko 0 0 4 69  Mozambik (5) 0 00 2
Estonsko 0 0 3 68  Bolivie (2) 0 0 0 0
Argentina 01 2 65

Hostitelskymi zemémi p

~Iv

T'1S

tich olympidd budou Slovinsko a Vietnam.
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Texty soutéZnich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Na stranach rovnostranného trojihelniku ABC je zvoleno Sest bod:
body Aj, As na strané BC, body Bj, By na strané CA a body Cy, Cs
na strané AB, pficemz tyto body tvofi vrcholy konvexniho Sestitthelniku
Ay As B BoC1 Cy se stranami téze délky. Dokazte, Zze pfimky Ay Bo, B1Co
a C1 A, maji spolec¢ny bod. (Rumunsko)

2. Nechf ay, as,. .. je posloupnost celych &isel s nekoneénym poctem klad-
nych ¢lent a s nekoneénym poctem zapornych ¢leni. Pfedpokladejme, Ze

pro kazdé prirozené éislo n éisla ay,as,...,a, po déleni ¢islem n davaji
n ruznych zbytka. Dokazte, Ze kazdé celé ¢islo se v posloupnosti vyskytuje
pravé jednou. (Nizozemsko)

3. Necht z, y a z jsou kladnd redlna &isla takova, Ze zyz = 1. Dokazte,
ze
25 = 2 Y5 — 2 B0 = 2

5 2 3 T3 2 2 T 2 2g
2+ Yy +z Y? +z¢+x z2+xt+y

(Korea)

4. Uvazujme posloupnost aq,as, ... definovanou vztahem
an, =2"4+3"+6"-1 (n=1,2,...).

Urcete vSechna kladnéa celé ¢isla, kterd jsou nesoudélné s kazdym ¢lenem
uvazované posloupnosti. (Polsko)

5. Je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABCD se stejné dlouhymi a raznobéz-
nymi stranami BC' a AD. Nechf bod E lezi uvniti strany BC' a bod F
uvnitt strany AD, pficemz |BE| = |DF|. Piimky AC a BD se protinaji
v bodé P, pfimky BD a EF v bodé @, pfimky FF a AC v bodé R.
Uvazujme v8echny trojuhelniky PQR uréené ménicimi se body E a F.
Ukazte, Ze kruznice opsané témto trojuhelniktim maji spole¢ny bod razny
od P. (Polsko)

6. V matematické soutézi dostali soutézici 6 uloh. Kazdou dvojici tloh
vyftesilo vice nez % soutézicich. Vsech 6 tloh nevytesil nikdo. Dokazte, Ze

pravé 5 tloh vyfesili aspoii dva soutézici. (Rumunsko)
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Regeni soutéznich tloh
1. Oznaéme P vnitini bod trojuhelniku ABC takovy, Ze trojihel-
nik A;A2P je rovnostranny (obr.54). Zfejmé pak je AP || C1Cqy
a|A; P| = |C1Cy, takZze A1 PC1C5 je kosoétverec. Podobnéi Ay PBo By je

Obr. 54

kosoctverec. Ozna¢me « velikost ihlu By By Ag, B velikost ihlu By A3 A
a 7 velikost tthlu C1C5A;. Protoze velikost thlu pfi vrcholu C v troj-
thelniku A2CB; je 60°, je o + B = 240°, navic je také |xBoPAs| = «
a |xC1PA;| =7. Je tedy

a+ 7 =360° — (|XC1PBy| + |x A1 PAy|) = 240°,

takze B = «y. Podobné |xC; ByB;| = . Trojuhelniky A; A3 By, By B2Ch
a C1C3A; jsou tudiz shodné a trojuhelnik A; B;C; je rovnostranny. To
znamenad, ze primky A; Bs, B1Cs a Cj As jsou osy jeho stran B1Cy, C1 Aq
a A1 B;. Tim je tvrzeni dokdzano.

Jiné feSeni. (Podle Jakuba Zdvodného, Slovensko.) Oznaéme vnitini
uhly pfi zdkladnich rovnoramennych trojthelniktt C;ByBg, A1C;Cs,
B A1 Ay postupné «, §, v (obr.55). Dopoéitdnim thlt do 180° pii
vrcholu Cy, v trojthelniku CoBA; a v rovnoramenném trojihelniku
AyCyA; postupné dostaneme

I‘):BCQAll =20, |‘)(CQA1B! =120° — 20, |<)102A2A1| = 60° — s.
Podobné
|xCA2By| =27, [XA2B1C|=120°~2y, |xB1AsBy|=60°—17.
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Proto

|xB1A;Cy| = 180° — (120° — 28) — B — y = 60° + 8 — 7,
|xB2A2Cs| = 180° — 2y — (60° — ) — (60° — ) = 60° + 5 — 7,

takze |xB1A1C| = | B2A2Cs|. Stejnym zptisobem odvodime i rovnosti
|{01B1A1| e |<)(CQB2A2] a |<A101B1| = l{A’QCQBQL

Trojahelniky A1 B1Cy a A2 B2Cy jsou tedy podobné. Uvazujme (jedno-
znalné urené) podobné zobrazeni, které zobrazi prvni z trojuhelnik na
druhy. Uvedenou podobnost lze dostat sloZzenim otoéeni kolem stfedu S
o thel ¢ a stejnolehlosti s tymZ stfedem S a koeficientem k (pouzivime
znadmé tvrzeni, Ze takovy rozklad podobnosti existuje).

Obr. 55 Obr. 56

Trojuhelniky SA; As, SB1 By, SC1Cs jsou navzajem podobné, protoze
pti vrcholu S maji stejny thel (obr.56) a navic |[SAs| : |SA1| = |SBs| :
: |SBy| = |SCs| : |SCy| = k. Podle zadani je vSak |A1As| = |B1Ba| =
= |C1Cy|, takZze uvedené trojihelniky jsou shodné a maji shodné vysky
z vrcholu S. Odtud plyne, Ze bod S ma stejnou vzdalenost od vSech stran
trojahelniku ABC, takZe to musi byt stfed jeho vepsané kruznice (stfedy
pfipsanych kruznic snadno vylou¢ime). Z odvozené shodnosti plyne rov-
néz |SA;| = |SB;| = |SC4|, a protoze trojihelnik ABC' je rovnostranny
(se stfedem S), je diky symetrii rovnostranny i trojahelnik A; B;C;.

Nyni uz dokaZeme pozadované tvrzeni. Ctyiuhelnik C; A; By B; je del-
toid (lCIAll — |A1.Bl| a IB1B2| = iBZClD; takze jeho L’lhlopf‘iéka A1B2
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je zaroveni osou tsecky B;Ci. Podobné je B1Cy osou tsecky C1A; a C1 A
osou tsecky A; B;. Vidime, Ze dané tii primky jsou osami stran trojuhel-
niku A; B;C, proto se protinaji v jednom bodé.

Jiné FeSeni. (Podle Ondreje Buddde, Slovensko.) Oznac¢me a délku
strany Sestitthelniku A; A2 B; BoC1Cy a polozme |AB| — a = m. Déle
piSme |AC)| = z, |BA;| =y, |CBy| = z, takze |BCy| =m — z, |CAz| =
=m —vy, |AB2| = m — z (obr. 57).

A T C Cy m—z B
Obr. 57

Z kosinové véty pro trojuhelniky AC)Bs a BA1C5 (je cos60° =
dostaneme

D=
NG

a?=224+(m—-2)2—z(m-2)=y’+ (m—2)? —y(m—z)

a po jednoduché upravé
m(=2z+z+y) = (y—2)(y+z+2)

Zcela analogicky (z kosinové véty pro trojihelniky AC, By a C B A, nebo
vyuzijeme cyklickou zdménu) dostaneme i rovnost

(z—-y)(z+y+2z)=m(-2y+z+a).

Po vynasobeni obou rovnosti, zkraceni nenulovych ¢initeld m a (z+y+2z),
roznasobeni a dalsich tpravach obdrzime

(@-y) (=22 +2+y) = (y - 2)(~2y + 2 + ),
xz—yz——2zm+2yz:—2y2—22+zy+3y2—2’l‘,
:1:2+y2+z2=a:y+yz+z1:,
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pricemz posledni rovnost je ekvivalentni rovnosti
(z-9)2+y-2)2+(-2)2=0.

Nutné tedy z = y = z, takze trojuhelnik A; B;C) je rovnostranny (diky
symetrii). Dikaz tvrzeni tlohy dokonéime stejné jako v pfedchozim fe-
Seni.

Jiné feSeni. Uvazujme Sest vektori
u=BCi, ' =CC, v==CAy, v =AlAy, w=AB;, w = BB,

jez maji vSechny stejnou délku a v souctu davaji nulovy vektor. Protoze
ziejmé i soucet vektort u’, v/, w’ je nulovy vektor, plati totéz i pro vektory
u, v, w, takze u+v = —w.

Ovsem dva vektory stejné délky davaji v souctu vektor téze délky
jediné tehdy, kdyz sviraji uhel 120°. To znamend, Ze primky ByCj,
CyA;, A3 By urcuji rovnostranny trojuhelnik. Jak snadno nahlédneme,
znamend to, Ze strany tohoto trojihelniku protinaji odpovidajici dvé
strany daného trojuhelniku pod stejnymi ahly, takze ,rohové“ trojuhel-
niky ACy By, BA;Cs a CBj As jsou podobné, ba dokonce vzhledem k rov-
nostem |B3C1| = |CoA1| = |A2B;| shodné. Dany trojuhelnik i Sestitihel-
nik jsou tedy invariantni vici otoéeni o 120° kolem stfedu O trojuhelniku
ABC'. Odtud mimo jiné plyne i rovnost thlt

|xB2C1Cy| = [xC2A142|, |XA1A2B:| = |xB1B2C1|,

tudiz B1C5 je osou Sestitthelniku A; Ay By BoC1Cy a prochézi stfedem O.
Podobné prochézeji sttedem O i dalsi dvé pfimky A; By a Cy As.

2. Z4dné &islo se v uvazované posloupnosti nemtize vyskytnout dvakrat.
Kdyby totiz pro i < j bylo a; = aj, pro kazdé n = j by mezi &isly
ay,asz,...,a, byla Cisla a;, aj, kterd davaji pfi déleni n stejny zbytek.
Navic pro kazdé pfirozené ¢islo n je rozdil libovolnych dvou éisel mezi
Cisly ay,asq,...,a, nejvySe n — 1: jinak bychom totiz nasli dvé ¢isla a;,
a; takova, ze i < j £ n < |a; — aj| = m, coZ znamend, Ze mezi &isly
ai,as,...,a, by byla dvé se stejnym zbytkem pri déleni cislem m.
Uvazujme mnozinu M = {aj,as,...,a,} pro libovolné pfirozené n.
Je-li ¢ nejmensi a d nejvétsi ¢islo z M, z predeslého odstavce vyplyva, ze
d—c 2 n—1 (vSechny prvky mnoZiny M jsou riizné) a zaroven d—c < n—1
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(protoze ¢,d € M). Je tedy nutné d—c = n—1 a mnozinu M tvofi vSechna
celd ¢isla mezi ¢ a d.

Necht z je libovolné celé éislo. Protoze uvazovand posloupnost ma
nekoneéné mnoho kladnych i zdpornych ¢lentt a vSechny jeji cleny jsou
navzajem ruzné, existuje index i, pro ktery a; < z, a zaroven index j,
pro ktery z < a;. Pro n = max{%,j} jsou tak mezi ¢isly a,as,...,an
kromé jinych i vSechna celd ¢isla mezi a; a aj, tudiz i ¢islo .

3. Odectenim jednicky od kazdého ze zlomkt dané nerovnosti dostaneme
ekvivalentni nerovnost
24222 2242422 a2 4yP4 a2 _
DDyl 22 Pt 242 P taltyl s

(1)

7 Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti pro trojice (z5/2,y, z) a (y*/221/2,
y,2) a podminky zyz 2 1 dostaneme

(2%2(y=) "2 + 47 + 2%)° 2
(z% + y? + 2%)2,

(® + v+ 2H)(yz + 92 +2%) 2
>

takze pro zlomky z (1) médme odhad

z2+y2+22 <yz+y2+z2
.’L'5+’y2+22 s $2+y2+22'

Analogické nerovnosti plati i pro dalsi dva zlomky, proto

yz+y?+ 22 zx+ 2% + 22 xy+z2+y2<
.’E2+y2+22 9:2+y2+z2 $2+y2+z2:
<9 yz + zx + 2y

= 22 Fy2 + 22 —

)

coz jsme chtéli dokazat. (Podobné jako v jednom z feSeni prvni tlohy
jsme vyuzili zndmou nerovnost yz + 2z + xy < 22 4 y? + 22, ktera plati
pro libovolna realna ¢isla.)

Jiné feSeni. (Podle Iurie Boreica, Moldavsko, na 46. MMO ocenéno
zvlastni cenou.) Protoze

x5 — 22 x5 — 12 z2(2? + 22)(2® - 1)?

o5+ y2 + 22 2322 +y2 4 22)  23(aP + 2 + 22) (22 + o2 + 22)




(a podobna nerovnost plati i pro zlomky, jeZ dostaneme cyklickou zadmé-
nou proménnych), staéi misto dané nerovnosti dokazat siln&jsi nerovnost

5 — 2 5 — 42 25 _ 5

BEIP+2) PR+ @ AP

2

v

0, (@)

ktera je ekvivalentni s nerovnosti
1 , 1, 1, 1
—_— - - —-=]20.
a:2+y2+z2(l w+y y+z ol I
Z podminky zyz 2 1 plyne 1/z S yz, 1/y £ 2z, 1/z < 2y, pro vyraz

v zévorce proto plati

1 1 1
- - -2ty —ay—yz— 2 =
x y z

=1ilz-y)?+@y-2>+(z-2)% 20
Tim je nerovnost (1) dokazana.
Jiné feSeni. (Podle Frantiska Konopeckého.)
1. Redukce pfipadu zyz > 1 na pfipad zyz = 1. Je-li zyz > 1, je
x=kxy, y=kyi, z=kz;, kdek>1laziy120 = 1.

Pro zlomky z dokazované nerovnosti

5 2

- 5 2

15— 2 zT—Zz
+ g s 2
25+ y2 422 Y+ 22422 25 a4 y?

plati
25 — 22 _ k3z% — 2 - z2 — 12
2 +y? +22 ket oy 2 T 2y 42

nebot pro kladna ¢&isla A, B, C, D

A ~B A-B (¥*-1)(AD+ BC)
Ck3+D C+D _ (Ck*+D)(C+D)

> 0.

Staci tedy danou nerovnost dokéazat pro ¢isla z1, y1, 21, jez splituji rovnost
z1y121 = L.
2. Predpokladejme, Ze zyz = 1, a dokazovanou nerovnost
5 — 22 ¥5 — 42 25 _ 5

>
m5+y2+z2+y5+22+z2+z5+$2+y2 -

5 2
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vynésobme souéinem (kladnych) jmenovatelt. Pak pro funkci
F(z,y,2) = (2% — 2?)(2? + y° + 22)(2? + y* + 2°)
méame dokazat nerovnost
F(z,y,2) + F(y,z,z) + F(z,2,y) 2 0.

Po pracném rozndsobeni a tpravé (vyjde 54 ¢lend, po seCteni se
Lzrusi“ 12 &lenn typu z7y2, leny se zapornym znaménkem pievedeme
z levé strany na pravou) dostaneme:

z° + 217y5 +2272° + 2ac5y7 + 315y5z5 -+

+ 28222 4 20527 + 229522 + 229220 +
+° 42725 4+ 2457 202

28 + 259522 + 25yt + 259225 + 2520 + 25 + (1)
Faty? 4 2t 4 22 4 2255 eyt
+3M+z2z4+y6+y524+
sS4 yte? 4yt 4 2

Podtrzené ¢leny jsou rovny 1. Déle na levé strané mame
¥ + 259222 = 2% + 23 2 2V2% - 23 = 225

a na pravé strané podle uv + uw + vw < u? 4+ v? + w?
259522 4 25y225 4+ 22y525 = 234% + 1323 4 4328 <
< 2® 448 4 25
Proto staéi dokdzat nerovnost
2(z7y® + 25y + .. )2
2 @yt + 2t 4+ )+ (@ 4 2%yt ).

Homogenizujme ¢leny na spole¢ny stupen 12:

| 4
Syt = 28y zyz = 282,

£L‘4y2 — x4y2 i (xyz)Z — $6y4z2'
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Dostaneme tak homogenni nerovnost
20"y 4+ ..) 2 (%P2 + .. ) + (2822 + ).

Ta uz plyne z toho, Ze pro libovolna z,y,z > 0 médme dle tzv. Muirhea-
dovy nerovnosti

(" +..) 2 2%z +..) 2 (%22 + ).

Vysvétlime jesté, pro¢ plati pfedchozi nerovnost, pomoci rozkladu
rozdilt zastoupenych vyrazi:

By +2T -ty +. =2 -y -2)+... 20,

coz dokazuje levou nerovnost, pravou nerovnost nejdrive zkratime vyra-
zem zyz do tvaru

(Pyt+..) 2 (@532 +..)

a pak podobné rozlozime:

3

Pttt -yt -y +. =2 - )y —2) +... 20,

Pozndmka. V souvislosti s pravé uvedenym feSenim pripometfime dvé
uziteéné nerovnosti. Pro n-tici @ = (a1,...,a,) kladnych redlnych cisel
a nezdporna &isla x4, . . ., z, zavedme oznaceni

Ta(z1,...,20) = Dyt ... ya",

kde s¢itame pres vSechny permutace (y1,...,yn) ¢isel z1,...,z,. O dvou

n-ticich a = (a1,...,a,) a B = (b1,...,by) navic fekneme, Ze o majori-

zuje (3, jestlize a; + ...+ a, = by + ...+ b, a zdroven vSechny ¢astecné

souCty spliiuji nerovnosti a; +...+a; 2 by +...+b; 1< j<n—1).
Jestlize o majorizuje 3, pak plati

To(z1,. . zn) 2 Ta(x1, .., Tn)

s rovnosti, pravé kdyz z; = 22 = ... = z,, (Muirheadova nerovnost).
Jestlize A a p jsou nezdpornd redlnd éisla, pak plati

Tat2u,0,0(21, 22, ©3) + Th (21, 22, 3) 2 2T 04 p,p,0(21, T2, 23)
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s rovnosti, pravé kdyz 21 = x9 = 23 nebo 1 = 29 a z3 = 0 nebo z; = 23
a z9 = 0 nebo x5 = z3 a x; = 0 (Schurova nerovnost).

Dokazovanou nerovnost (1) v pfedchozim feSeni tak miizeme zapsat
(pro jednoduchost vynechdme v8ude trojice proménnych (z,v, z)) jako

Too0+2T750+T522 2 Te00+ Ts52 4+ Ts40+ Ta20

a jeji platnost ted plyne z nasledujicich (zfejmych) nerovnosti (vyuzivame
rovnost zyz = 1):
Too0 +T522 2 2T720 (Schur),
Tr20 2 Tr1,1 = T6,0,0,
Tr90 2 Ts5 31 =T420,
Trs0 2 Ts 5,2,
Tr50 2 Te51 = T54,0-

4. Ukéazeme, ze kazdé prvocislo p ma v dané posloupnosti sviij nasobek.
Protoze as = 48 je ndsobkem dvou i tii, staci uvazovat p > 3. V takovém
pripadé dostavame z malé véty Fermatovy (modulo p)

2Pl =1 37 l=1 atedy 6/°!=1.
Odtud

6a,_2=16-2P"24+6-37"24+6.6"%—6=
=3.2°"142.3°"1 1 6771 _6=3+2+1-6=0.

Cislo 6a,—» je tedy délitelné p, a protoze p > 3, je i ¢islo ap—o nasobkem
prvodisla p.

Jediné kladné ¢islo, které je nesoudélné se vSemi ¢leny dané posloup-
nosti, je tedy 1.

Jiné feSeni. ProtoZe a,, = 2" + 3™ + 6™ — 1™, m4 dana posloupnost
charakteristicky mnohod¢len ¢ s kofeny 2, 3, 6 a 1, tj.

aqA) = (A =2)(A=3)(A = 6)(A—1) = A — 1223 44702 — 72X + 36.
To znamend, ze dand posloupnost spliiuje nasledujici rekurentni vztah
Qnta = 120543 — 47ap 42 + 720,41 — 36a, (1)
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pro libovolné pfirozené n. Dana posloupnost je tudiz pro libovolné prvo-
¢islo p od jistého ¢lenu pocinaje periodickd modulo p. Je-li p prvodislo
nesoudélné s koeficientem 36 (p ¢ {2,3}) u ¢lenu a,, mizeme rekurenci
,obratit® a pocitat ¢leny posloupnosti ,zpét“. Posloupnost ¢isel modulo
takové prvocislo p je tedy periodicka celd. Snadno ovSem nahlédneme, Ze
rekurentnimu vztahu (1) vyhovuji i celoéiselné ¢leny ag =2 a a_1 = 0,
takze mezi Cleny dané posloupnosti musi existovat ¢isla délitelna prvo-
Cislem p.

Protoze as = 48, je 1 jediné kladné ¢islo, které je nesoudélné se vSemi
¢leny dané posloupnosti.

5. (Podle Frantiska Simancika, Slovensko.) Uvazujme kruZnice opsané
trojuhelnikim BCP a ADP. Pfedpokladejme, Ze se v bodé P dotykaji
a ze jejich spole¢nd te¢na v tomto bodé protind stranu C'D v bodé X
(obr.58). Z rovnosti obvodovych a usekovych thla piislusnych tétivam

Obr. 58

DP a CP plynou rovnosti [ XDAP| = |xDPX| a |xCBP| = |xCPX]|.
Protoze vedlejsi thel CPD trojuhelniku APD je roven souétu jeho uhlt
pii vrcholech A a D, vidime, Ze |xADP| = |xCPX| = |xCBP]|. To
znamend, ze strany BC' a AD jsou rovnobézné, coz odporuje zadani ulohy.
Uvazované kruznice se proto nedotykaji, a maji tak kromé bodu P jesté
dalsi prusecik, ktery oznacime O.

Protoze |BC| = |AD| a |x BPC| = |<APD|, maji obé& kruznice stejné
poloméry a obvodové uhly pfislusné spoleéné tétivé PO maji stejnou
velikost (obr.59). Odtud vyplyvé, Ze trojthelniky CAO a BDO jsou
rovnoramenné, takze |OA| = |OC|, |OB| = |OD|. Trojahelniky OAD
a OCB jsou proto shodné podle véty sss, a protoze |[EC| = |AF|, jsou
shodné i trojihelniky OAF a OCE. Odtud |xAOF| = |xCOE], takze
|xFOE| = |xAOC| a rovnoramenné trojihelniky FOE a AOC jsou
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Obr. 59 Obr. 60

podobné. Proto |XOFE| = |xOAC| = |xOAR]| a ¢tyfiahelnik AORF je
tétivovy (obr. 60). :

Oznalme |XADB| = «, |XDFE| = B. V tétivovém ctyfuhelniku
AORF mame |xAOR| = 180° — |[xAFR| = (. V tétivovém ¢tyiuhelniku
AOPD zase |xAOP| = 180° — q, tj.

[¥* ROP| =180° — a — f3.
Zéaroven vsak z trojuhelniku FQD méame
|xRQP| = 180° — a — 3.
Odtud |¥ROP| = |xRQP| a &tyithelnik PROQ je tétivovy (obr.61).

Bod O proto lezi na kruznici opsané trojuhelniku PQR. Protoze poloha
bodu O na volbé& boda E, F' nezavisi, je Gloha vyfesena.
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6. Ozna¢me n pocet soutézicich a N pocet vSech vyresenych dvojic iloh

r

(pokud soutézici vyiesil 7 uloh, zapocitdme do N &islo (3)). Kazdou
z 15 dvojic vytesilo vice nez % soutézicich, tj. aspon %(2n+ 1) soutézicich,
proto

Mm+1
N>15. 2 F

= 6n + 3. (1)

Predpokladejme, ze pravé 5 uloh vyfesilo k tidastnika. Kazdy z nich
vyftesil 10 dvojic tloh, zatimco kazdy z ostatnich n — k ucastnikt vyfesil
nejvyse 6 dvojic uloh, takze

N £ 10k + 6(n — k) = 6n + 4k.

7, uvedenych dvou odhadt je zfejmé, Zze k = 1. Kdyby navic nebylo
%(271 + 1) celé &islo, vyfesilo by kazdou dvojici uloh aspon %(Zn + 2)
ucastnikd a prvni odhad by mél tvar N = 6n + 6, coz dava nerovnost
k =2 2, takze bychom byli hotovi. Podobné pokud by néktery z ucastnikii
vyresil méné nez 4 ulohy, tj. vyfesil by nejvyse 3 dvojice Gloh, mél by
druhy odhad tvar N < 6n+ 4k — 3, a to spolu s (1) opét davéa nerovnost
k22.

Zbyvéa tedy vyloudit ptipad, kdy je 2n+1 délitelné péti, jeden ucastnik
(nazvéme ho wvitéz) vytesil 5 tloh a kazdy jiny vyfesil pravé 4 ulohy.
Piedpokladejme, Ze takova situace nastala. Je tedy N =10+ 6(n—1) =
= 6n + 4 (vitéz vyfesil 10 dvojic a zbyli Gcastnici po 6 dvojicich uloh).
Vzhledem k pfedpoklddané hodnoté N a odhadu (1) existuje pravé jedna
dvojice uloh (nazvéme ji specidlni), kterou vytesilo pravé %(271 +1)+1
ucastnikt, zatimco kazdou ze zbylych 14 dvojic vytesilo pravé %(271 +1)
Gcastniki.

Nazvéme tlohu, kterou vitéz nevytesil, tézkou. Oznaéme M podcet vy-
feSenych dvojic 0loh, z nichz jedna je téZkd. Pro kazdou z péti dvojic
obsahujicich té%kou tGlohu méme bud i(2n + 1), nebo (2n + 1) + 1
ucastniku, ktefi obé ulohy z dvojice vyfesili. Takze M = 2n + 1 nebo
M = 2n + 2 (druhd mozZnost nastane, pokud specidini dvojice obsahuje
tézkou ilohu). Na druhé strané, pokud tézkou tlohu vytesilo m ticastnik,
je M = 3m, protoze kazdy z nich vyftesil kromé tézke ilohy pravé 3 dalsi.
Dohromady tak dostavame, Ze 2n + 1 nebo 2n + 2 je délitelné tfemi,
neboli Ze (modulo 3) 2n + 1 =0 nebo 2n+ 1 = 2.

Zvolme nyni libovolnou tlohu w, kterd neni tézkd a neni ani ve spe-
cidlni dvojici (takové tlohy jsou aspon ti1). Ozna¢me L pocet vyFeSenych
dvojic tloh, z nichZ jedna je w. Zfejmé L = 2n + 1 (kazdou z péti dvo-

1

jic tloh obsahujicich u vyfesilo pravé £(2n + 1) acastnikd). Na druhé
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strané pokud tlohu u kromé vitéze vyfesilo jesté [ dalsich ucastniku, je
L = 3l + 4 (vitéz kromé u vyftesil 4 dalsi ulohy, tj. vyfesil 4 dvojice
obsahujici u, ostatnich [ vyfesilo 3 dvojice obsahujici u). Dostavame tak
2n+1 =1 (mod 3), coz odporuje piedchozim dvéma moznostem. Tim
je tvrzeni ulohy dokazano.
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