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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1

Najdéte vSechny dvojice (a,b) celych &isel, jez vyhovuji rovnici
a® + 7ab + 6b* + 5a +4b+ 3 = 0.
(Pavel Novotny)

B-1-2

Je ddna kruznice k s praimérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice &,
Y # A, sestrojme na polopfimce AY bod X, pro ktery plati |AX| = |Y B|.
Urcete mnozinu vSech takovych bodu X. (Pavel Leischner)

B-1-3

Najdéte nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze kazda k-prvkova mnozina
trojmistnych po dvou nesoudélnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvodislo.
(Pavel Novotny)

B-1-4
V libovolném trojuhelniku ABC ozna¢me T t&zisté, D stied strany AC
a FE stred strany BC'. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC's pre-
ponou AB, pro néz je ¢tyruhelnik C DTE tec¢novy. (Jan Mazak)
B-1-5
Najdéte viechny dvojice (p, q) realnych &isel takové, Ze mnohoclen 22 +
+ px + ¢ je délitelem mnohoélenu z* + pa? + q. (Jozef Moravéik)
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B-1-6

Je dana tisecka AAj a pfimka p. Sestrojte trojihelnik s vrcholem A a vys-

Vv

(Eva Ridkd)

B-S-1
Uréete vSechny dvojice realnych ¢isel a a b, pro néz je mnohoéclen z# +
+ ax? + b délitelny mnohoélenem z2 + bz + a. (Jaromir Simsa)
B-S-2

V trojthelniku ABC ozna¢me D stred strany BC, F stied strany AC a T

vy

thelniku BDT mensi polomér nez kruznice vepsana trojihelniku ATFE.

Dokazte. (Pavel Novotny)
B-S-3
Najdéte nejmensi prirozené Cislo n, pro které je podil
n® + 15n
33000
pfirozené &islo. (Jaromir Simsa)
B-I1l-1

Urcete realna &isla a, b, ¢ tak, aby mnohodclen % 4az? +bx+-c byl délitelny
mnoho¢lenem z? + x + 1 a pfitom soucet a? + b% + ¢ byl co nejmensi.
(Jaromir Simsa)

B-11-2

Je dan trojuhelnik ABC se stranou BC' délky 22 cm a stranou AC' délky
19 cm, jehoz téznice t,, tp jsou navzajem kolmé. Vypoditejte délku strany
AB. (Pavel Novotny)

B-11-3

Pfirozené ¢islo nazveme wilnitym, pokud pro kazdé t¥i po sobé jdouci
cislice a, b, c jeho desitkového zapisu plati (a — b)(b — ¢) < 0. Dokazte,
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ze z Cislic 0,1,...,9 je mozno sestavit vice nez 25000 desetimistnych
vlnitych ¢isel, kterd obsahuji vSechny ¢islice od nuly do devitky (éislice 0
nemuze byt na prvnim misté). (Jaromir Simsa)

B-1l1-4

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC. Pro libovolny bod L jeho strany AB
ozna¢me K, M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC'. Zjistéte, pro
kterou polohu bodu L je tsecka K M nejkratsi. (Jaroslav Svréek)
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Reseni tloh

B-1-1

Rovnici feSime jako kvadratickou s nezndmou a a parametrem b. Jeji
diskriminant je

D = (7b +5)% — 4(6b% + 4b + 3) = 25b° + 54b + 13

a koreny
—7b—-5++D

apz =
2

Jsou-li a i b cela ¢isla, musi byt i v/D = +(2a+7b+5) celé Eislo. Miizeme

tedy psat
D = 25b% + 54b + 13 = ¢2,

kde ¢ je celé nezaporné. Rovnici
25b° +54b+ 13— * =0

opét feSime jako kvadratickou. Jeji kofeny jsou

—27 4+ /272 — 25 - 13 + 25¢2
25 ’

bio =

Jsou-li b a ¢ celd ¢isla, musi byt /404 + 25¢2 druhou mocninou né&jakého
celého nezaporného ¢isla d. Pro celd nezaporna ¢isla ¢, d tedy plati d? —
— 25¢% = 404 ¢ili

(d + 5¢)(d — 5¢) = 404.

Rozdil (d + 5¢) — (d — 5¢) = 10c¢ je sudy, takze ¢isla d + 5¢ a d — 5¢ maji
stejnou paritu. Navic pro nezdporné ¢ je d +5¢ =2 d — 5¢ a d + 5¢ 2 0,
takze z rozkladu ¢isla 404 na souc¢in dvou celych ¢isel vyhovuje jediny,
a to

d+5c=202, d—b5c=2.

Odtud d = 102, ¢ = 20. Z kofenu

—27+d

bio =
1,2 25
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je celym cislem jenom b = 3. Potom

~-Th-5+c¢

a12 = 2 )

tedy a; = —3 a ay = —23.
Dané rovnici vyhovuji dvé dvojice ¢isel (a,b), a to (—3,3) a (=23, 3).

Jiné Feseni. Trojclen a? +7ab+ 6b> = (a+b)(a +6b) se d4 rozlozit na
soudin. Pokusme se na souéin rozlozit i vyraz a? + 7ab+6b? + 5a +4b+c,
kde ¢ je vhodna konstanta. Rozklad bude mit tvar

a® +7ab +6b? + 5a +4b+c = (a+ b+ 2)(a + 6b +y).
Po roznasobeni pravé strany a porovnani koeficienti u a a b dostaneme

r+y=295 6zx+4+y=4,

neboli
1 26
rT = —— = —
57 y 5 b
takze vyjde
26
= T = m——
R AT
Danou rovnici tak mizeme postupné upravit na tvar
26 26
2 2
Tab+6b° +5a +4b— — = —3 — —
a” + fab + +oa + 2% 25
1 26 101
b —)< 6b —) -
(a+ 5 a+ 60+ 5 2%

(5a 4 5b — 1)(5a + 30b 4 26) = — 101.

Protoze 5a +5b —1 = —1 (mod 5) a 5a + 30b 4+ 26 = 1 (mod 5), vyho-
vuji ze Ctyt vyjadieni ¢isla —101 ve tvaru soucinu dvou celych ¢isel jen
nasledujici dvé:

5a+5b—1= —1, 5a+ 30b+ 26 = 101, a tedy a = —3, b = 3;

5a +5b—1= —101, 5a +30b+ 26 = 1, a tedy a = —23, b = 3.

B-1-2

Jestlize Y = B, potom X = A. Necht Y # B. Ozna¢me p piimku
prochéazejici bodem A a kolmou na AB a C ten bod piimky p le-
zicl v poloroviné ABY, pro né&z plati |[AC| = |AB| (obr.8). Po-
dle zadani plati |[AX| = |BY|. Uhel AYB je podle Thaletovy véty
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pravy, proto |[XABY| = 90° — |xYAB| = |[xCAX|. Trojihelniky
ABY a CAX jsou tedy shodné podle véty sus. Odtud vyplyva, Ze
|[xCXA| = |xAY B| = 90°. Bod X proto lezi na Thaletové ptilkruznici
nad prumeérem AC.

Necht naopak X je libovolny vnitini bod této pilkruznice a'Y prii-
seCik primky AX s kruznici k (Y # A). Trojihelniky CAX a ABY jsou
shodné podle véty usu, a proto |[AX| = |BY|. Bod X tedy patii do
hledané mnoziny.

Hledanou mnozinou vsech bodu X je sjednoceni dvou pilkruznic nad
prameéry AC, a AC, lezicich v téze poloroviné jako bod B; C; a Cy jsou
body lezici na kolmici vedené bodem A k pfimce AB, pficemz |AC,| =
= |AC,y| = |AB| (obr.9). Bod A do hledané mnoziny patii, body C; a Cy
nikoliv.

Cy
C Y
X
p
A B
Y
X k
A B
k e
Obr. 8 Obr. 9
B-1-3

Ke konstrukci mnoziny po dvou nesoudélnych trojmistnych sloZenych ¢i-
sel s velkym poctem prvka miZeme vyuzit toho, Ze mocniny dvou rfiznych
prvocisel jsou nesoudélné. MnozZina

{27,3%, 5%, 7%,112,132,17% 192, 232, 29,312}
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obsahuje 11 po dvou nesoudélnych trojmistnych ¢éisel a neni v ni zadné
prvodéislo. Pro dalsi prvocislo 37 uz plati 372 > 1000, takZe kazdé slozené
trojmistné cislo je délitelné aspon jednim prvocislem mensim nez 37.
Dokéazeme, Ze kazda aspon dvanéctiprvkova mnozina po dvou nesou-
délnych trojmistnych Cisel uz obsahuje prvodcislo. Mnozinu vsech sloze-
nych trojmistnych ¢isel 1ze rozdélit na 11 podmnozin Ay, As, As, A7, A1,
A1z, A7, Avg, Ass, Aag, As1, kde A; obsahuje ta cisla, jejichZ nejmensim
prvocinitelem je ¢islo 7. Kazda dvé rizna cisla z téZe mnoziny A; jsou
soudélna. Necht mnozina B trojmistnych po dvou nesoudélnych ¢isel ma
aspon 12 prvkia. Kdyby v B byla pouze slozend ¢isla, podle Dirichletova
principu by B obsahovala dvé ¢isla z téZze mnoziny A;; tato ¢isla by ale
byla soudélna. Proto mnozina B musi obsahovat aspoii jedno prvocislo.
Hledané nejmensi ¢islo k je tedy 12.

B-1-4

Konvexni étytthelnik je te¢novy, pravé kdyz soucty délek jeho protileh-
lych stran jsou stejné.

A

B E C
Obr. 10

V pravouhlém trojihelniku ABC' s pfeponou AB ozna¢me a = |BC/,
b =|AC]| (obr.10). Podle Pythagorovy véty plati

2
1BD| \/|BC’|2+|CD|2—\/a2 ’2’ |AE] b2 + g

N

ITD| = —|BD] a2+(g)2, ITE| = —[AE| % +(g)2.

Ctyithelnik C’DTE je tecnovy, pravé kdyz |CD| + |TE| = |EC| + |TD|,
tedy prave kdyz

ey G g b ()
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Je-li a = b, rovnost zfejmé plati.
Je-lia > b, je a? + 1b? > b2 + 1a?, takie

1 a

4 =4/ b2 Z ¢ /2
3 2 a+
Podobné je-li a < b, je

b 1 1

Z 4z “1/a2 +
2 T3y Tyt

Ctyithelnik CDTE je tedy tecnovy, pravé kdyz je trojuhelnik ABC
rovnoramenny.

Nl@'

Jiné FeSeni. Oznacime-li béZnym zptsobem a, b, ¢ strany daného troj-
thelniku a t,, tp, t. délky jeho téZnic, bude ¢tyithelnik CDTE teénovy,
pravé kdyz

1 1 1 1 1 1
¢ - §tb . §b 4 §t“ neboli é(a —-b) = §(t“ —tp). (1)
Ukéazeme, 7Ze uvedend rovnost plati, pravé kdyz a = b.
V libovolném trojthelniku ABC totiz plati

a <b, pravé kdyz t, > tp. (2)

stejné poloroviné uréené osou strany AB jako vrchol C' (obr. 11), pficemz

ITA| = 2t,, |TB| =

Obr. 11
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Je-li a = b, rovnost (1) plati. Naopak je-li napf. a < b, je podle (1)
a (2)

1 1
0> ~(a—b) = =(ty —ty) >0,
> S(a=b) = 5lta—ts) >

coz nelze. Proto a = b.
Ctytthelnik CDTE je te¢novy, pravé kdy? je (pravouhly) trojuhelnik
ABC rovnoramenny.

B-1-5

Délenim mnohoélenu z* + pz? + ¢ mnoho¢lenem 22 + px + ¢ zjistime, Ze
plati

et +pr? +q= (22 +pr+q)@® —pr+p +p—q)+
+(2pg — p* — p*)z + ¢ — p*q — pg + ¢

Mnohoélen z2 + pz + ¢ je délitelem mnohoélenu z* + pz? + ¢, pravé kdyz
je zbytek (2pq — p* — p*)z + ¢ — p*q — pq + ¢* nulovy mnohoélen, tedy
pravé kdyz plati soucasné

2pq —p* —p* =p(2g—p* —p) =0

q-p’q—pg+¢* =q(l-p*—p+q)=0.

Je-li p = 0, potom ¢ = 0 nebo ¢ = —1.

Je-li ¢ = 0, potom p = 0 nebo p = —1.

Je-lip # 01iq # 0, potom musi platit 2¢g—p>—p =0a 1—p?>—p+q = 0.
7Z druhé rovnice vyjadiime ¢ = p? + p — 1. Po dosazeni do prvni rovnice
méme 2p° +2p—2—-p  —p=p +p—-2=(p+2)(p—1) = 0 a odtud
p=1,¢g=1nebop=-2¢g=1.

Vyhovuje tedy pét dvojic (p,q), a to (0,0), (0,-1), (—1,0), (1,1),
(—2,1).

Jiné FeSeni. Mnohoc¢len 22+ px+q je délitelem mnohoélenu 24 +pz?+q,
pravé kdyz existuji takova realna cisla a a b, Ze

' +pr? +q= (22 +pr+q)(2? +ax + b) =
=2' + (a+p)z® + (b+ap+ q)z” + (bp + ag)z + bg.
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Porovnanim koeficientii dostaneme podminky

a+p=0, (1)
b+ap+q=np, (2)
bp +aq =0, (3)
bg = q. (4)

Jestlize ¢ = 0, potom podle (3) p = 0 nebo b = 0. Dosazenim b = 0
do (2) s vyuzitim (1) dostaneme —p? = p, takze kromé p = 0 vyhovuje
ip=-—1.

Jestlize q¢ # 0, vyplyva ze (4) b = 1. Vztahy (3) a (1) potom dévaji
p—pq =0, tedy p =0 nebo ¢ = 1. V prvnim piipadé musi byt podle (2)
q=—1, ve druhém 1 — p? +1 = p a odtud p = 1 nebo p = —2.

Vyhovuje tedy pét dvojic (p,q), a to (0,0), (0,—1), (—1,0), (1,1),
(—2,1).

B-1-6

Predpokladejme, ze ABC' je hledanym trojuhelnikem. Jeho strana BC
lezi na primce ¢, kterd prochazi bodem Ag a je kolmé na usecku AAg.
ve stejnolehlosti se sttedem A a koeficientem %, lezi proto na pfimce ¢’,
ktera je obrazem pfimky ¢ ve zminéné stejnolehlosti. Stred S opsané
kruznice lezi na ose o strany BC' ¢ili na pfimce, kterd prochazi bodem D
a je rovnobézna s use¢kou AA, (obr. 12).

A

N B

Obr. 12
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Konstrukce: Bodem Ay vedeme pfimku g kolmou na tusecku AA.
Sestrojime obraz ¢’ piimky ¢ ve stejnolehlosti se stfedem A a koefi-
cientem % Oznac¢ime T priseéik pfimky ¢’ s pfimkou p a D prisecik
piimky AT s pfimkou ¢q. Bodem D vedeme rovnobézku o s AA, a jeji
prusedik s piimkou p oznadime S. Priseéiky kruZnice k se stiedem S
a polomérem |SA| s pfimkou ¢ jsou vrcholy B a C hledaného trojthel-
niku.

Diikaz: Usetka AAg je kolméa na stranu BC, je to tedy vyska troj-
uhelniku ABC. Bod S lezici na pfimce p je stiedem kruznice opsané
trojahelniku ABC'. Ze shodnosti trojthelniki BDS a CDS (Ssu) vyply-
vé, ze D je stfed strany BC'. Proto je AD téZznice a T t&7i8té trojuhelniku
ABC (plati totiz |AT| = 2|AD)).

Diskuse: Neni-li pfimka p rovnobézna s tiseckou AA( ani na ni kolma,
jsou body T a S jednoznac¢né urceny. V tom piipadé mé tloha pravé jedno
feSeni (aZ na oznadeni bodu B a C'), pokud kruznice k protina piimku q ve
dvou rtiznych bodech; neprotina-li k& pfimku p ve dvou rtznych bodech,
nemad tloha Feseni.

Je-1i tsecka AAg ¢asti pfimky p, neni bod S jednoznacné urcen; vy-
hovuji v8echny rovnoramenné trojthelniky se zakladnou BC, kterd ma
stfed v bodé Ay. Je-li isecka AAg rovnobézna s pfimkou p, ale nelezi na
ni, nema uloha feseni.

Je-li pfimka p kolma na tsecku AAp, méa tloha feSeni pouze tehdy,
jsou-li pfimky ¢’ a p totozné. To nastane, jestlize pfimka p protind secku
AAp vbodé V| pro néjz plati |AV| = 2|4gV]. V takovém pFipadé miZeme
bod T zvolit na p kdekoliv a tiloha mé nekoneéné mnoho FeSeni.

B-S-1

Vydélenim mnohoélenu z* + az? + b mnohoélenem z2 + bz + a zjistime,
ze

z* +az® + b= (22 + bz + a)(z® — bx + b?) + (ab — b%)z + (b — ab?).

Mnohoélen z*+ax?4-b je délitelny mnohoélenem z2+bz+a, prave kdyz je
zbytek (ab—b%)z+ (b—ab?) nulovy mnohoélen, tedy ab—b = b(a—b?) =0
a soudasné b—ab? = b(1—ab) = 0. Je-li b = 0, jsou obé podminky splnény.
Pro b # 0 musi platit a —b*> =0a 1 —ab=0. Odtud a = b, 1 — b3 = 0,
atedy a=b=1.

Zdgvér: Mnohoé¢len z# + az? + b je délitelny mnohoélenem 22 + bz + a
pravé tehdy, je-li b =0 (a a libovolné) nebo a = b = 1.
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Jiné Fedeni. Mnohoélen z* + az? + b je délitelny mnohoélenem z2 +
+ bz + a, pravé kdyz existuji takova realnd cisla p, q, 7e 4 4+ ax® + b =
= (22 4 bz + a)(z* + pz + q). Rozndsobenim a porovnanim koeficienti
dostaneme soustavu rovnic

p+b=0, q+bp+a=a, ap+bg=0, aqg=h.

Z prvni rovnice vyjadiime p = —b a z druhé ¢ = —bp = b2, dosazenim do
tfeti a étvrté mame —ab+ b = 0, ab? = b. ReSeni dokonéime stejné jako
v predchozim pripadé.

B-S-2

Polomér kruznice vepsané trojuhelniku je podilem jeho obsahu a polo-
vi¢niho obvodu.

Trojiuhelniky ADE a BDE maji zfejmé stejny obsah, protoZe maji
spole¢nou stranu DE a shodnou vysku na ni (AB je rovnobéiné s DE).
Stejny obsah tedy maji i trojihelniky AT E a BDT, protoze obsahy obou
trojihelnik se od obsahu zminénych trojuhelnik 1isi pravé o obsah ,spo-
leéného* trojuhelniku DET (obr. 13).

Oznac¢me p osu usecky AB. Je-li strana BC' delsi nez strana AC, lezi
bod C' v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou p jako bod A. Proto v této

My

mensi nez jeho vzdalenost od bodu B rovné %tb. To znamena, Ze t, < tp.
Trojuhelnik AT E méa obvod o7 = %b - %tb + %ta, trojuhelnik BDT mé
obvod 0y = %a + %ta + %tb. Z nerovnosti b < a a t, < t, proto vyplyva

1 1
02—01:§(a—b)—|—§(tb—ta)>0,

neboli 0; < 0s.
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Trojthelniky AET a BDT maji stejny obsah a prvni z nich ma mensi
obvod, proto mé kruznice vepsana trojuhelniku AET vétsi polomér nez
kruZnice vepsand trojuhelniku BDT.

B-S-3

Cislo n% 4+ 15n = n(n + 15) mé4 byt délitelné &islem 33000 = 23 - 3 -
- 5% . 11. Kdyby nebylo n délitelné tfemi, nebylo by tfemi délitelné ani
Cislo n + 15, a tedy ani soucin n(n + 15). Ze stejného divodu musi byt
n délitelné péti, a tedy i patnacti. PisSme proto n = 15k. Aby bylo ¢islo
n(n+15) = 152k(k+1) délitelné ¢islem 8-3-53-11, musi byt soudin k(k+1)
dvou po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel délitelny osmi, péti a jedenacti.
Jeden z Cinitelu k, k+1 musi byt délitelny aspon dvéma z téchto tii Cisel,
takZe musi byt délitelny nékterym z ¢isel 40, 55, 88. Nejmensim takovym
éislem je 40. Jedendcti vSak neni délitelné ani ¢islo 40, ani zadny z jeho
sousedil 39, 41. Dalsim kandidatem je &islo 55, soucin disel 5 a 11. Je
délitelny osmi néktery z jeho sousedi? Ano, vétsi z nich, takze soucin
55 - 56 je délitelny osmi, péti i jedendcti; mame tedy k& = 55. Hledané
nejmensi Cislo je tudiz n = 15k = 825.

B-I1l-1

Délenim mnohoélenu z + az? + bz + ¢ mnohoé¢lenem 2% + z + 1 zjistime,
Ze plati

ttar? tbztc= (2l 4z +1)(z?—z4+a)+(b-—a+1)z+ (c—a).

Mnohoélen z# + az? + bz + ¢ je délitelny mnohoélenem 22 + = + 1,
praveé kdyz je zbytek pfi déleni nulovy mnohoclen, tedy b —a +1 = 0
asoutasné c—a=0;odtudb=a—1,c=a.

Potom

2
a2+62+02:a2+(a—1)2+a2:3a2—2a+1:B(a—%) +§'

Tento vyraz ma nejmensi hodnotu pro a = %; snadno dopocitame

—g—]1=-2 c=qg=21
b=a-1=-3,c=a=3.

Jiné FeSeni. Mnohoclen z* + az? + bz + ¢ je délitelny mnoho¢lenem
z2 + z + 1, pravé kdy? existuji realné ¢sla p, ¢, pro néz

z* +az’ 4+ bx+c= (22 + z +1)(2® + pz + ¢).
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Roznéasobenim pravé strany a porovnanim odpovidajicich koeficienti do-
staneme ¢tyti rovnice p+1=0,g+p+1=a, ¢+ p=0>b, ¢ =c. Z nich
vyjadiime p = —1, ¢ = a, ¢ = a, b = a — 1 a pokracujeme jako v prvnim
feseni.

B-1l1-2

Oznac¢me D stied strany AC, E stfed strany BC a T tézisté trojuhel-
niku ABC (obr. 14). Oznacime-li dale 3z a 3y délky téznic t, a t,, mame

c

Obr. 14

|AT| = 2z, |ET| = z, |BT| = 2y, |DT| = y. Ze zadani plyne, Ze trojihel-
niky AT D, BET, ABT jsou pravouhlé, takze podle Pythagorovy véty
plati

b

2
(21‘)2 +y2 = (5) )
a2
2+ (2)" = (5)
2
(20)? + (2)° = 2.
Sectenim prvnich dvou rovnic dostaneme 5(z* + y?) = 1(a® 4 b%) a po

dosazeni do tieti rovnice mame ¢? = 4(z? +y?) = $(a® +b%). Numericky
pak vzhledem k tomu, Ze %(222 +19%) = 169, vychazi ¢ = 13 cm.

54



B-1l-3

Cislice 0, 1, 2, 3 a 4 nazvéme malé (zkracené m), ¢islice 5, 6, 7, 8 a 9 naopak
velké (zkracené v). Pravidelnym stifidanim maljch a velkych ¢islic vzdy
vznikne vlnité cislo.

Cisel tvaru vmvmvmumom je (5!)%, &sel tvaru mumvmomomo je
4-4!.5!. Téch vinitych ¢isel, kterd vzniknou pravidelnym stfiddnim malych
a velkych d&islic, je tedy 5!(5! +4-4!) = 5!-41. (5 +4) =120-24-9 =
= 25920 > 25000.

Pozndmka. Viech desetimistnych vinitych ¢isel s vesmés ruznymi ¢is-
licemi je 93 106.

B-1l-4

Protoze jsou thly LKC a LMC pravé, lezi body K a M na Thaletove
kruznici nad pramérem CL (obr. 15). Podle véty o obvodovém uhlu pfi-

Obr. 15

slusi tétive KM stifedovy thel velikosti 2, proto |[KM| = |CL|siny
(v pravothlém trojuhelniku KPS, kde P je stfed tisetky KM a S stfed
tsecky CL, je totiz |[KS| = 1|CL|,|xKSP| = 7). Usetka KM je tedy
nejkratsi, pravé kdyz je nejkratsi tisecka C'L; to nastava pravé tehdy, je-li
L pata vysky z vrcholu C na stranu AB.
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