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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

V oboru redlnych ¢isel feste rovnici
4zt — 1222 — 72® + 222+ 14 = 0,

vite-li, Ze ma &tyfi riizné realné koteny, pricemz soucet dvou z nich je
roven &islu 1. (Jaromir Simsa)

A-1-2

Kruznice vepsana danému trojuhelniku ABC se dotyka stran BC, C'A,
AB po fadé v bodech K, L, M. Ozna¢me P prisecik osy vnitiniho thlu
pii vrcholu C' s pfimkou M K. Dokazte, ze ptimky AP a LK jsou rovno-
bézné. (Peter Novotny)

A-1-3

Jsou-li z, y, z realnd &isla z intervalu (—1,1) spliujici podminku zy +
+yz + zx = 1, pak plati

63/ (T—20)(1 - )1 -2) S 1+ (z+y+2)>

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaroslav Svréek)
A-1-4
Urcete, pro kterd ptirozend ¢isla n je mozno mnozinu M = {1,2,...,n}

rozdélit a) na dvé, b) na tfi navzajem disjunktni podmnoziny o stejném
poctu prvku tak, aby kazda z nich obsahovala také aritmeticky prameér
vSech svych prvki. (Peter Novotny)
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A-1-5
V roviné je dana kruZnice k se stfedem S a bod A # S. Uréete mnozinu

stiedil kruZnic opsanych viem trojuhelnikim ABC, jejichz strana BC je
primérem kruZnice k. (Jirt Dula)

A-1-6

Urdete vSechny funkce f: Z — 7 takové, Ze pro vsechna cela ¢isla x, y
plati

F(f(@) +y) =+ f(y +2006).
(Petr Karouvsky)

A-S-1

Uréete vSechna realnd ¢isla s, pro néz ma rovnice
4z —202° + 522 + 222 -2=0

Gty¥i riizné realné koteny, pficemz soucin dvou z nich je roven ¢islu —2.
(Jaromir Simsa)

A-S-2

Uvazujme mnozinu {1,2,4,5,8,10, 16,20, 32,40, 80,160} a vSechny jeji
t¥iprvkové podmnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin
svych prvku vétsi nez 2006, nebo téch, které maji soucin svych prvki
mensi nez 2 006. (Peter Novotny)

A-S-3

Je déan lichobéznik ABCD s pravym thlem pfi vrcholu A a zakladnou

AB, v némz plati |AB| > |CD| = |DA|. Ozna¢me S priisecik os jeho

vnitinich ahla pfi vrcholech A, B a T prusecik os vnitfnich thla pfi

vrcholech C,; D. Podobné ozna¢me U, V pruseciky os vnitinich ahli pfi

vrcholech A, D, resp. B, C.

a) Ukazte, ze pfimky UV a AB jsou rovnobézné.

b) Dokazte, ze priseéik E polopfimky DT s ptimkou AB a body S, T, B
lezi na téze kruznici. (Jaroslav Svréek, Pavel Caldbek)
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A-1l1-1

Zjistéte, jaky je nejmensi mozny obsah trojuhelniku ABC, jehoz vysky
vyhovuji nerovnostem v, = 3cm, v, = 4cm, v, = 5cm.
(Pavel Novotny)

A-11-2

Necht a, b jsou realna ¢isla. Ma-1li rovnice
et -4 + 42 +az +b=0

dva ruzné realné kofeny takové, ze jejich soucet se rovna jejich soucinu,
pak plati a +b > 0 a pfitom dand rovnice nemé zadné jiné realné koteny.
Dokazte. (Jaromir Simsa)

A-11-3

Necht M je libovolny vnitini bod pfepony AB pravothlého trojthelniku

ABC'. Oznaéme S, S1, Sy stfedy kruznic opsanych po fadé trojiuhelniktim

ABC, AMC, BMC.

a) Dokazte, Ze body M, C, Sy, Sy a S lezi na téze kruZnici.

b) Pro kterou polohu bodu M ma4 tato kruznice nejmensi polomér?
(Jaroslav Svréek)

A-I1l1-4

Necht p, ¢ (p < q) jsou dana pfirozena ¢isla. Urcete nejmensi piirozené
¢islo m s vlastnosti: Soucet vSech zlomku v zakladnim tvaru, které maji
jmenovatel m a jejichz hodnoty lezi v otevieném intervalu (p, ¢), je aspon
56(q? — p?). ’ (Vogtech Balint)

A-1lI1-1

Na nékteré pole ¢tvercové Sachovnice n x n (n 2 2) postavime figurku
a pak s ni tdhneme stiidavé ,$ikmo“ a ,p¥imo“. ,Sikmo“ znamend na
pole, které ma s predchozim spole¢ny pravé jeden bod. ,,P¥imo“ znamena
na sousedni pole, které ma s predchozim spoleénou stranu. Urcete vSechna
n, pro néz existuje vychozi pole a posloupnost taht zacinajici ,Sikmo*
tak, ze figurka projde celou Sachovnici a na kazdém poli se octne prave
jednou. (Peter Novotny)
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A-1Il1-2

V tétivovém ¢tyiuhelniku ABCD oznaéme L, M stfedy kruznic vepsa-
nych po fadé trojihelnikim BC A, BCD. Dale oznaéme R pruseéik kol-
mic vedenych z bodi L a M po fadé na pfimky AC a BD. Dokazte, ze
trojuhelnik LM R je rovnoramenny. (Pavel Leischner)

Oznaéme N mnoZzinu vSech pfirozenych éisel a uvazujme vsechny funkce

f: N — N takové, ze pro libovolna x,y € N plati

f&f() = yf(x).
Uréete nejmensi moznou hodnotu f(2007). (Pavel Caldbek)

A-1lIl-4

Mnozina M obsahuje vSechna prirozend c¢isla od 1 do 2007 véetné a ma
nésledujici vlastnost: Je-li ¢islo n prvkem mnoziny M, lezi v M v8echny
¢leny aritmetické posloupnosti s prvnim ¢élenem n a diferenci n + 1. Roz-
hodnéte, zda mnozina M musi obsahovat vSechna pfirozena cisla vétsi
nez urdité cislo m. (Jaromir Simsa)

A-Ill-5

Je dan ostrotihly trojihelnik ABC takovy, ze |AC| # |BC|. Uvnitt jeho
stran BC' a AC uvaZujme body D a E, pro néz je ABDE tétivovy &tyt-
thelnik. Priasecik jeho uhlopiicek AD a BE ozna¢me P. Jsou-li pfimky
CP a AB navzajem kolmé, pak P je prusecikem vysek trojuhelniku ABC.
Dokazte. (Jdn Mazdk)

A-1ll-6

Urcete vSechny uspofadané trojice (z,y, z) navzajem riznych realnych
Cisel, které vyhovuji mnozinové rovnici

{x’y,z}:{x—y y—z z—z}.

y—2 z—xz' T—19y

(Jaromir Simsa)

59



Reseni tloh

A-1-1

Ozna¢me hledané koreny 1, xo, x3, x4 tak, aby platilo 7 + zo = 1.
Potom

4zt — 1223 — T2 + 222 4+ 14 = 4(z — z1)(z — z2)(z — z3) (T — z4).

Porovnanim koeficienttt u odpovidajicich mocnin = dostaneme znamé
Vietovy vztahy

Ty 4 22 + T3+ T4 = 3, (1)
7
T1To + T123 + T124 + T2x3 + LTy + T3T4 = - (2)
11
T1ToT3 + T1T9T4 + T1T3T4 + ToT3T4 = —5 (3)
7
T1T2T3T4 = 5 (4)

Protoze z1 + x5 = 1,z (1) plyne x3+z4 = 2. Rovnice (2) a (3) prepiSeme
do tvaru

7
(1121 +‘T2)($3 + CC4) +T129 + 2374 = —-Z,
11
(z1 4+ z2)zsza + (3 + T4)T122 = 5
coZ po dosazeni hodnot z1 + x5 = 1 a 3 + 24 = 2 dava
15
T1Xo + T3T4 = -
11
21120 + T3x4 = —5

7 této soustavy dvou linearnich rovnic jiz snadno dostaneme

7
19 = ——

, = —2.
Pl T34

Vsimnéme si, ze pro tyto hodnoty soudinti ziz9 a x3z4 je splnéna
i rovnice (4), kterou jsme dosud nevyuzili. Z podminek z; + 25 = 1,
T1Ty = —% vyplyva, Ze x; a x5 jsou kofeny kvadratické rovnice

7 1
m2—x—2:0, tedya:m:i:t\/i.
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Podobné z podminek x3 + x4 = 2 a 324 = —2 dostaneme
T34 = 1+ \/§

Zkousku nalezenych kofenti neni tfeba provadét, protoze je splnéna,
jak jsme zdtraznili, celd soustava rovnic (1) az (4).
Zavér. Dané rovnice mé kofeny % +/2, % —v2,14+3,1-+3.

Jiné feSeni. Z podminek tulohy plyne, Ze leva strana rovnice je souci-
nem mnohodélent

$2~x+p a 4:1:2+q1:+1",

kde p, ¢ a r jsou realn disla. Po jejich vyndsobeni a porovnani koeficientt
u odpovidajicich mocnin =z dostaneme soustavu ¢tyr rovnic o tfech ne-
znamych

q—4=-12,
dp—q+r=-T7,
pqg—r =22,
pr = 14.
Prvni tfi rovnice maji jediné feSeni r = —8, p = —% a g = —8, které

vyhovuje i ¢tvrté rovnici. Plati tedy rozklad
4 3 2 2 7 2
4 —122° — Tx* + 222 + 14 = (:c —x—z)(4z — 8z — 8).

Rovnice 22 — x — % = 0 ma koreny % + /2, rovnice 422 — 8z — 8 = 0 m4
kofeny 1 + /3.

A-1-2

Ozna¢me k kruznici vepsanou trojihelniku ABC a S jeji stfed. Velikosti
vnitinich Ghld trojuhelniku ABC ozna¢me obvyklym zpisobem «, 3, v.
Protoze body K, L jsou soumérné sdruzeny podle osy vnitifniho thlu
pii vrcholu O, jsou piimky KL a C'P na sebe kolmé a plati [xLPC| =
= |xKPC]| (obr. 16).
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Obr. 16

Vyjadiime-li velikosti vnitnich thla pfi zékladndch KM a LK v rov-
noramennych trojthelnicich KMB a LKC, dostaneme |[xMKB| =
= 90° — 13, |XLKC| = 90° — %'y. 7 ptimosti thlu BKC tak plyne
|« MKL| = 90°—Ja. Analogicky vyjde |x K LM| = 90°—13, |¥xLMK| =
=90° — 1.

Protoze | K PC|+1~ = |xBK P| = 90° — 3, dostaneme pro velikost
soumérné sdruzenych uhlt LPC a K PC rovnost

|¥xLPC| = |xKPC| = 90° — 5—;1 =2

KruZnice k vepsana trojihelniku ABC' je soucasné kruznici opsanou
trojuhelniku K LM, ktery je, jak jsme zjistili vypoétem jeho thli, ostro-
uhly. Jeji stied S je proto vnitinim bodem tohoto trojihelniku, a tedy
i vnitfnim bodem tusecky CP. Protoze

|XxLPC| = |xLPS| = |xLAS| = %

je APSL tétivovy c¢tyfuhelnik. Vzhledem k tomu, ze ithel ALS je pravy,
je iuhel APS pravy (pfimky AP a CP jsou na sebe kolmé), a proto jsou
primky KL a AP rovnobézné. Tim je diikaz hotov.

Pozndmka. ProtoZe kruznice k je opsané trojihelniku K LM, mu-
zeme jeho vnitini thly snadno vyjadrit z prislusnych stfedovych hli:
|%<KSL| = 180° — v, takze |x K ML| = 90° — 1v atd.

A-1-3

Pro libovoln4 realna é&isla z,y,z € (—1,1) plati 1 — 22 > 0, 1 —y? >
>0, 1 — 22 2 0. Uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
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primérem pro trojici nezapornych redlnych &isel 1 — 22, 1 — % 1 — 22

tak dostaneme
(1-2®)+(1-y>)+(1-2%
3/(1 — 2V(1 — 22\(1 — -2 _
YA A -1 -2 < .

3 )

N

takze

63/ — 21— )1 - 2) <6 - 2a” +3* + 22). (1)

Vyhovuji-li reélnd &isla z,y, z € (—1,1) podmince zy + yz + zz = 1,
ukaZeme, zZe spliuji také nerovnost

6—2(z" +9y° +2°) S1+(z+y+2)° (2)
Pravou stranu této nerovnosti upravime na tvar
1+ 22 +92 + 22+ 20y +yz + 22) =3 + (22 + % + 22),
coz po dosazeni do (2) vede k ekvivalentni nerovnosti
?+yP 42221

Jeji platnost ovéfime snadno. Stadi totiz dokazat, Ze pro redlna éisla z,
Y, z, kterd vyhovuji podminkam tlohy, plati nerovnost

2?2 +y* + 22 2 zy + yz + 2z,
coz je vSak ekvivalentni nerovnosti
-y’ +@~-2)?+(z-2)* 20,

ktera plati pro vSechna redlna éisla z, vy, z.

Zaveér. Nerovnost, kterou jsme méli dokazat, vyplyva z dokdzanych
nerovnosti (1) a (2). Rovnost v ni pfitom nastane, pravé kdyz nastane
soucasné v obou zminénych nerovnostech. To nastane, pravé kdyz = =
= y = z, coz s ohledem na podminku zy + yz + zz = 1 davd pouze
dvé moznosti z =y = z = j:%\/g, pro néz v dokdzané nerovnosti plati
rovnost.
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A-1-4

a) Ozna¢me A a B hledané podmnoziny. Protoze obé maji stejny pocet
prvki, je pocet prvkt mnoziny M nutné sudy. Je tedy n = 2k, kde k je
vhodné prirozené ¢islo.

Pro n = 4 neexistuje rozklad mnoziny M = {1,2,3,4} na dvé pod-
mnoziny danych vlastnosti, protoze aritmeticky priamér libovolnych dvou
riznych ¢isel z mnoZiny M se nemuze rovnat zadnému z téchto ¢isel. Se-
strojme vyhovujici rozklad mnoziny M pro nékolik prvnich sudych ¢isel n
(aritmeticky pramér prvka podmnozin vyznac¢ime polotuéné):

n=2: A={1} B = {2}

n=4: rozklad neexistuje

n==6: A={1,2,3} B ={4,5,6}

n=_8: A=1{23,47} B={1,5,6,8}

n = 10: A={1,2,3,4,5} B = {6,7,8,9,10}
n=12: A=1{1,2,3,4,6,8} B={5,7,9,10,11,12}

Nyni ukaZeme, ze hledany rozklad mnoziny M existuje pro libovolné
n = 2k takové, ze k # 2.
Pro licha ¢isla k£ vyhovuje napfiklad rozklad mnoziny M na podmno-
Ziny
A={1,2,...,k}, B={k+1,k+2,...,2k}.

Soucet viech prvki mnoziny A je -zl—k(k + 1), jejich aritmeticky prumér je
%(k + 1), coz je pfirozené &islo. Jelikoz 1 < %(k + 1) < k, je aritmeticky
prumeér vsech prvka mnoziny A prvkem mnoziny A. Podobné aritmeticky
prameér %(Bk + 1) vSech prvki mnoziny B je prvkem mnoziny B.

Pro k = 4 jsme existenci rozkladu ukéazali v tabulce, pro sudé éisla
k = 6 vyhovuje naptiklad rozklad mnoZiny M na podmnoziny

A={1,2,....k—2k, 3(3k —2)}, B=M\A.
Plati k < (3k —2) < 2k a 1(3k — 2) je pfirozené &slo. MnoZina A tedy
obsahuje k p¥irozenych ¢isel z mnoziny M. Soudet vSech prvki mnoZiny
A je
142+, . +(k—2)+k+3(3k—2) = 1(k—2)(k—1)+k+1(3k—2) = 1k(k+2).

Jejich aritmeticky primeér je %(k + 2), coZ je pFirozené &islo. Jelikoz 1 <
< %(k +2) £ k — 2, je aritmeticky priimér vSech prvké mnoziny A
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prvkem mnoziny A. Obdobné ukazeme, Ze aritmeticky prameér %k vsech
prvki mnoziny B je prvkem mnoziny B.

Pozndmka. Pro k sudé nevyhovuje napiiklad rozklad mnoziny M na
podmnoziny

A={12,...k-1,3k} B=M\A,

protoZe prumeér %k vSech prvki mnoziny B je prvkem mnoziny A. Vyho-
vuje v8ak rozklad jiného druhu

A={1,3,....k—1}U{k,k+4}U{k+5k+7,...,2k -1},
B=1{2,4,....,k—2}U{k+1,k+2,k+3}U{k+6,k+8,...,2k},

a to dokonce i pro hodnotu k = 4, kdy v pravych stranach téchto rovnosti
,chyb&ji“ tfeti skupiny prvkil, jez maji obecné po %(k —4) prvcich. Pocet
prvku takové mnoziny A je roven %k +2+ %(k —4) = k, jejich soucet je

roven
K (k—4)(3k +4)

T HCE+9+ = k°

4 )
takze jejich pramér je ¢islo k € A. Soucet vSech k prvki mnoziny B je
roven
(k—2)k
4
takze jejich prumér je ¢islo k — 2 € B.

= k* — 2k,

+(3k+6)+£k—:—4—)7(13—]ii@

b) Oznaéme A, B a C hledané podmnoziny mnoziny M. Protoze
vSechny maji stejny pocet prvki, je ¢islo n nutné délitelné tfemi, je tedy
tvaru n = 3k, kde k je vhodné pfirozené ¢islo. Pro soudet s vSech prvki
mnoziny M plati s = %3k(3k+ 1). Souéet t¥i aritmetickych pramért viech
prvki jednotlivych mnozin A, B a C je pak roven s/k, tedy %(3]6 +1).
Tento soudet musi byt podle podminek tlohy p¥irozené &islo, proto je k
nutné liché.

Pro ¢islan = 3k, kde & je liché, ukdZeme, Ze zadani vyhovuje naptiklad
rozklad mnoziny M na podmnoZiny

A={1,2,...,k}, B={k+1,k+2,...,2k}
a C={2k+1,2k+2,...,3k}.

Soucet vSech prvki A je %k‘(k + 1), jejich aritmeticky priimér je roven
2(k +1), coi je piirozené &islo. Jelikoz 1 < 2(k 4+ 1) £ k, je aritmeticky
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prumér vSech prvkd mnoziny A prvkem mnoziny A. Podobné ukazeme,
Ze aritmeticky priumér %(Sk +1) vsech prvki mnoziny B je prvkem mno-
ziny B a aritmeticky primeér %(Sk +1) v8ech prvk mnoziny C je prvkem
mnoziny C.

Zaveér. Podminkdm ulohy v pfipadé a) vyhovuji véechna suda cisla n
ruzna od 4, v pfipadé b) vSechna licha c¢isla n délitelnd tfemi.

A-1-5

Polomér dané kruznice k ozna¢me r. Lezi-li bod A na kruznici k, je bod S
stfedem kruznice opsané kazdého z uvazovanych trojuhelnikit ABC' a hle-
danou mnozinou je jednobodovd mnozina {S}. Déle rozlisime dva pfi-
pady:

a) Necht |AS]| > r. Uvazujme nejprve rovnoramenny trojithelnik ABC
se zéakladnou BC, ktery vyhovuje podminkdm tlohy. Stfed O kruZnice
jemu opsané je vnitfnim bodem usecky AS a pritom plati |[AO| = |BO| =
= |CO|.

Nyni ukazeme, Ze hledanou mnozinou O stfedi kruznic opsanych
vSsem trojihelnikim ABC, které vyhovuji podminkam tlohy, je primka p,
kterd je kolma k AS a prochazi bodem O (obr. 17).

Obr. 17

Uvazujme libovolny trojihelnik AB'C’, kde B’C’ je primér kruz-
nice k, a ozna¢me O’ prisecik osy jeho strany B’C’ s piimkou p, takze
|O'B’| = |0'C’"| (bod O’ lezi na ose B’C’). Podle Pythagorovy véty
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v pravothlém trojuhelniku C'O’S plati

|O'B'| = |0'C"| = /|O'S|2 + r2 = /|OO'|2 + |OS|? + r2.

Pro velikost tisecky O’A pfitom mame

|0'A| = V/|AO? +]00']2 = \/|BOR + 002 =
= /|0S|2 + 72 +]00'2.

Odtud |O’A| = |O'B’| = |0'C"|, tudiz bod O’ je stfedem kruznice opsané
trojuhelniku AB’C” a podle konstrukce lezi na pfimce p.

Naopak, pro libovolny bod O’ pfimky p lze sestrojit prumér B’C’
kruznice k, ktery je kolmy k primce O’S. Z predchozich tvah vyplyva,
ze |O'A| = |O'B'| = |0'C"|, takze jsme nasli trojuhelnik AB'C’ pozado-
vanych vlastnosti, jehoz kruznice opsand ma stred O’'.

b) Necht |AS| < r. V tomto piipadé lze postupovat analogicky.
Stied O je zde vnitinim bodem polopfimky opac¢né k poloptimce SA.
Dojdeme pritom ke stejnému vysledku jako v pfipadé a).

Zavér. Neni-li A bodem kruznice k, je hledanou mnozinou O piimka p,
ktera je kolma k AS a soucasné prochazi stfedem O kruznice opsané rov-

noramennému trojuhelniku ABC se zakladnou BC, ktera je priumérem
kruznice k£ kolmym na AS. Je-li A je bodem kruznice k, je O = {S}.

Jiné feSeni. Pro dany bod A, ktery neleZi na kruznici k, uvazujme
trojuhelnik ABC danych vlastnosti. Oznacme [ kruZnici opsanou troj-
uhelniku ABC' (obr. 18). Protoze bod S je stfedem spolecné tétivy BC
kruznic k a [, protne kruznice [ polopfimku opa¢nou k polopfimce SA
ve vnitinim bodé, ktery oznacime A’. Pro mocnost m;(S) bodu S ke
kruznici [ pfitom plati

my(8) = ~|BS|-|CS| = —r® = ~|AS| - |A'S], (1)

kde r je polomér kruznice k. Odtud plyne, ze vzdalenost |A’S|, a tedy
i poloha bodu A’ na polopfimce opacné k SA jsou jednoznaéné urceny
polohou bodu A. Pro vechny trojihelniky ABC' vyhovujici podminkam
ulohy je tedy AA’ pevna tsecka. Kruznice opsané véem uvaZovanym troj-
uhelnikim ABC proto maji spoleénou tétivu AA’, takZe jejich stfedy lezi
na ose p usecky AA’. V piipadé, kdy ABC je rovnoramenny trojihelnik
se zékladnou BC, je tisecka AA’ pramérem kruZnice [ a jeji stied O je
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soucasné stiedem tisecky AA’. Pfimka p prochéazi timto bodem O kolmo
k pfimce AS.

Obr. 18

Naopak, ke kazdému bodu O’ pfimky p najdeme trojuhelnik ABC
pozadovanych vlastnosti, ktery ma stfed opsané kruznice v bodé O’. Staci
sestrojit priimér BC kruznice k, ktery je kolmy k pfimce O’S. Pro pevné
uvazované body A, A’ a S jsme tak sestrojili body B, C, pro n&z plati
vztah (1). To znamend, Ze body A, B, C a A’ lezi na téze kruznici [.
Vzhledem k tomu, Ze bod O’ je priise¢ikem os tétiv AA’” a BC této
kruznice, které nejsou rovnobézné, je bod O’ stfedem kruznice [, tedy
stfedem kruZnice opsané trojuhelniku ABC'.

A-1-6

Necht f je libovolnd funkce pozadovanych vlastnosti. Dosadime-li do da-
ného vztahu postupné y = 0 a y = 1, dostaneme rovnosti

F(f(z)) = © + £(2006), 1esp. f(f(x)+1) =+ f(2007) (1)
a jejich odectenim
f(f(@) +1) = f(f(=2)) = f(2007) — f(2006).

Posledni vztah 1ze zjednodusené zapsat jako
F(z 4+ 1) = £(2) = £(2007) — £(2006) (2)
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pro kazdé takové z € Z, které patii do oboru hodnot funkce f. Timto obo-
rem je ovSem celd mnozina 7, jak hned vidime z kterékoli z rovnosti (1).
Rovnost (2) platnd pro kazdé z € 7 znamena, Ze funkce f na 7 je
(oboustranné nekonec¢na) aritmetickd posloupnost, takze jeji predpis musi
byt tvaru f(z) = az + b s vhodnymi konstantami a,b € R. Jejich mozné

hodnoty zjistime, kdyz dosadime do obou stran rovnosti ze zadani:

f(f@)+y) =a(flz)+y)+b= a’z +ay + ab + b,

z+ f(y+2006) =z + a(y +2006) + b =z + ay + 2006a + b.

Takové dva vyrazy maji tutéz hodnotu pro vSechna z,y € Z, pravé kdyz

zéroveri plati a? = 1 a 2006a = ab, neboli a = +1 a b = 2006. Resenim
ulohy jsou tedy jediné dvé funkce urcené predpisy

fi(z) =2 +2006 a fg(z):—x—|—2v006.

A-S-1

Predpoklddejme, Ze ¢islo s vyhovuje zadani tilohy, a ozna¢me kofeny x1,
T9, x3, T4 dané rovnice tak, aby platilo

1y = —2. (O)
7 rozkladu na kofenové Cinitele
4z — 2023 + 522 + 222 — 2 = 4(z — ) (z — 29)(x — z3)(z — 4)

po roznasobeni a porovnani koeficientii u stejnych mocnin x dostaneme
Vietovy vztahy

T1 + Ty + 23+ T4 = 5, (1)
S
T1T + T123 + T124 + T3 + ToTy + T3Ty = 1 (2)
11
T1ToT3 + T1ToTq + T1T3T4 + ToTaTy = —5 (3)
1
T1ToX3Ty = —5 (4)

7 rovnosti (0) a (4) ihned plyne
T3y =
3 4 1 =
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Z rovnosti (3) upravené do tvaru

11
(-/El + I2)13x4 + (l‘g + .'L'4).I’1x2 — —?

vychézi po dosazeni hodnot zix9 a x3x4 rovnice

1 11
Z(-’El +x9) — 2(x3 +24) = 5

ktera spolu s rovnici (1) tvofi soustavu dvou linearnich rovnic pro ne-
znamé soucty xy + x4 a x3 + x4. Snadnym vypoctem zjistime, ze feSenim
této soustavy je dvojice hodnot

T +r9=2 a x3+x4=3.

Dosadime-li vSe zjisténé do rovnosti (2) upravené do tvaru
s
2122 + (21 +22) (23 + 24) + 2324 = 7,

zjistime, Ze nutné s = 17.
Nyni musime provést zkousku: z rovnosti

T1+x9=2 a x1T9=—2
vyplyva, Ze ¢isla x1 2 jsou kofeny kvadratické rovnice
2 -2 -2=0, tedy z;0=1++3; (5)

7 rovnosti :
.1,'3+IE4:3 a 9331174ZZ

zase plyne, ze Cisla 234 jsou kofeny kvadratické rovnice
5 1 3
z° —3x + i 0, tedy z34= 3 + V2. (6)

Vidime, Ze ;234 jsou skutecné ¢tyii navzajem riizna realnd cisla,
ktera spliiuji soustavu rovnic (1)—(4) pro hodnotu s = 17, takze to jsou
kofeny rovnice ze zadani. Zduraznéme, ze zadanim tulohy nebylo tyto
koreny vypocitat. Nestacilo by ovsem jen ovérit, ze kazdé z kvadratickych
rovnic v (5) a (6) ma dva rtzné redlné kofeny (to nastane, pravé kdyz
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jejich diskriminanty jsou kladna ¢isla), kromé toho by bylo nutné jesté
ukézat, Ze tyto dvé rovnice nemaji spolecny koren.
Hledané ¢islo s je jediné a ma hodnotu s = 17.

Jiné FeSeni. Oznacme x5 ty kofeny dané rovnice, pro néz ma platit
129 = —2. Mnohoclen z levé strany rovnice je délitelny mnohoclenem
(z —21)(z—x3), tedy mnoho¢lenem tvaru 22 +pz —2 (kde p = —a1 —x3),
plati tudiz rozklad

4zt — 2023 + s2? + 222 — 2 = (2? 4 pz — 2)(42® + gz + 7).

Roznasobenim a porovnanim koeficient u stejnych mocnin = dostaneme
soustavu

—20=4p+¢q, s=-8+pqg+r, 22=-2q+pr, —2=-2r

Ze Ctvrté rovnice mame r = 1, po dosazeni do tfeti 22 = —2q¢ + p, coz
spolu s prvni rovnici davd p = —2 a ¢ = —12. Ze zbylé (druhé) rovnice
pak uré¢ime hodnotu s = 17. Vime, Ze pro ni ma mnohoclen ze zadané
rovnice rozklad

4zt — 2023 + 1722 + 222 — 2 = (2% — 22 — 2)(42® — 122 + 1),
zbyva provést zkousku (stejné jako pfi prvnim postupu).

A-S-2

Uvazovand mnoZina je mnoZinou pravé vsech (pfirozenych) déliteld
gisla 160 = 25 - 5. Jeji prvky mizeme sdruzit do dvojic tak, aby souéin
¢isel v kazdé dvojici byl roven ¢islu 160:

1-160=2-80=4-40=5-32=28-20=10-16.
To znamena, Ze je-li A = {a,b,c} trojice navzdjem ruznych délitel
¢isla 160, je i A’ = {160/a,160/b,160/c} trojice navzajem riiznych déli-
telu ¢isla 160.
Soucin abe prvki trojice A se da vyjadrit ve tvaru

2k5! kde k € {0,1,2,...,14}, 1 € {0,1,2,3} (1)

(&islo 160 m4 jen dva délitele, jeZ jsou nasobkem 2°, proto se v rozkladu
soucinu abc nemtiZe objevit 2'°). Neni t&zké zjistit, ze nejvétsi pfirozené
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&islo tvaru (1), které je mensi nez 2 006, je ¢islo 2000 = 2% 5% a nejmensi
piirozené &islo, které je tvaru (1) a je vétsi nez 2006, je &islo 2048 = 211
(samo ¢islo 2006 tvaru (1) neni). P¥itom 2000 - 2048 = 160°.

Je-li tedy soudin prvkii trojice A mensi neZz 2006, je nutné abe <
< 2000 a souéin 1603/(abe) prvki odpovidajici trojice A’ je nejméné
160%/2000 = 2048. Naopak, je-li soudin prvki trojice A vétsi nez ¢islo
2006, je abc = 2048 a soudin prvki trojice A’ je nejvyse 160%/2048 =
= 2000. Jinymi slovy triprvkovych podmnoZin se souc¢inem prvki mensim
nez 2006 je praveé tolik jako triprvkovych podmnozin se soucinem prvki
vetsim nez 2 006.

A-S-3

Bod U jako prusecik os vnitinich uhlt pfi vrcholech A a D daného li-
chobé&zniku ma stejnou vzdalenost od stran AB, AD a zéarover i od stran
AD, DC. To znamena, ze mé stejnou vzdalenost od obou zékladen AB,
CD lichobézniku ABCD. Podobné i bod V, ktery je priise¢ikem os uhlt
pfi vrcholech B a C, mé od obou zdkladen stejnou vzdalenost. Jsou tedy
ptimky UV a AB rovnobézné. Tim je vyfeSena Cast a).

Protoze soucet vnitinich thla jak pfi vrcholech A a D, tak pfi vr-
cholech B a C je 180°, je soucet thlu prilehlych strané AD trojuhelniku
ADU roven 90° stejné jako soucet tthlu prilehlych strané BC trojuhel-
niku BCV. To znamend, Ze oba uvedené trojuhelniky jsou pravothlé
(s pravym thlem pii vrcholu U, resp. V, obr. 19). Ctyithelnik UTV S
je tedy tétivovy (z ptredpokladu ulohy |AB| > |CD| 2 |DA| plyne, Ze
poloptimky AU a CV se neprotinaji, body S a T proto lezi v opa¢nych
polorovinach uréenych pfimkou UV a body U, T, V, S lezi na kruZnici
v uvedeném poradi).

D C

Obr. 19
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Jak uz vime, jsou piimky UV, AB a CD rovnobéiné, je tedy
|xVUT = |xCDT| = 45°. Z rovnosti obvodovych thli nad stranou TV
tétivového étyfthelniku UTV'S tak plyne |xVST| = |xVUT| = 45°.
To je zaroven i velikost obvodového thlu T'SB pfislusného tétive T'B
kruznice opsané trojuhelniku STB (obr.20). Zbyvéa ukazat, ze na téze

D C

Obr. 20

kruznici lezi i bod E. To je zfejmé, pokud F = T. V opa¢ném piipadé
stacl zjistit, ze velikost thlu TEB je 180° — 45° nebo 45° podle toho,
zda pfimka BT body S, E oddéluje ¢i nikoli, coZ okamzité plyne z toho,
ze piimka DT svird se zédkladnou AB tuhel 45° (obr.20 a 21). Tim je
vyfeSena Cést b).

A-1l-1

Oznacme a, b, c velikosti stran trojuhelniku ABC. Pro jeho vysku v, plati
nerovnost

c 2w,
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nebot vy, je délka nejkratsi tsecky spojujici vrchol B s bodem piimky AC.
Pro obsah S trojihelniku ABC' tak plati:
CVe . Uple

Pokud existuje trojuhelnik ABC vyhovujici podminkam tlohy, jehoZ
obsah je pravé 10 cm?, potom v obou nerovnostech S = %cvC 2 %vbvc
> 10 cm? nastava rovnost. Vychazi tedy ¢ = v, = 4cm a soucasné v,
= 5cm. Z prvni rovnosti plyne, Ze takovy trojihelnik musi byt pravouhly
s pravym uhlem pfi vrcholu A. Pro délku jeho odvésny AC pak plati
b = v, = 5cm a délka a jeho prepony BC je rovna v/41cm. Ze vzorce
S = %ava pro jeho vysku v, plyne

v

25 20
D ﬁ cm > 3cm.
Pravouhly trojuhelnik ABC s odvésnami b = 5cm a ¢ = 4cm tedy
vyhovuje podminkam tlohy.

Nejmensi mozny obsah trojihelniku ABC jehoz vysky vyhovuji pod-
minkam tlohy, je 10 cm?.

Va

A-11-2
Predpokladejme, Ze rovnice
ot —42d 442’ fax+b=0 (1)

méa dva rizné realné koteny x1 a xs, pro které plati z; + 29 = z129 = p.
Potom mnoho¢len na jeji levé strané je délitelny kvadratickym trojélenem
(x — z1)(z — x3) = 2% — pr + p, a mé tudiz rozklad

$4—4x3+41'2+aa:+b:($2—px+p)(x2—f—7‘x+s),

kde r a s jsou realna ¢isla. Rozndsobenim vyrazu na pravé strané posledni
rovnosti a porovnanim koeficient u jednotlivych mocnin z mnohoclentt
na obou stranach dostaneme

—4=—-p+r, (2)
4=p+s—pr, (3)
a = —ps+ pr, (4)
b = ps. (5)
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Ze vztahu (2) plyne
r=p-—4. (6)

Dosazenim za r do vztahu (3) dostaneme
s=4-p+pp—-4)=(@-4)@P-1) (7)

Jelikoz kvadraticka rovnice 22 — pz + p = 0 mé dva rfizné realné kofeny
T1 a Tg, je jeji diskriminant kladné ¢islo, takze

p> —4p > 0. (8)

Se¢teme-li rovnice (4) a (5) a dosadime za r podle (6), vyjde podle pied-
choziho vztahu

a+b=pr=plp—4)=p°—4p>0,

coz jsme chtéli dokazat.
Pro diskriminant D rovnice

22+rr+s=0
podle vztaht (6), (7) a (8) plati
D=r’—4s=(p—4)*-4(p—4)(p—1) = -3p(p—4) = —3(p*> —4p) < 0.

Rovnice tudiZ nemé realné kofeny. Dand rovnice (1) proto nemd jiné
realné koreny nez x, a xs.

A-1-3

a) Oznaéme po fadé a a (3 velikosti vnitinich thla pfi vrcholech A a B
uvazovaného pravouhlého trojihelniku ABC'. Ze vztahu mezi obvodovym
a stfedovym thlem pro spole¢nou tétivu CM kruznic k; a ko opsanych

po fadé trojuhelnikim AMC a BMC plyne (obr. 22)

|$xMS1C| + |xMS,C| = 2a + 28 = 180°.
Ctyithelnik CS; M S, je tudiz tétivovy. Protoze body M a C jsou sou-
meérné sdruzené podle osy tsecky C'M | na niz soucasné lezi sttedna S;.55
kruznic ki a ko, plati déle

[{51M52| = ]{SlCSQI = 90°.
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KruZnice opsana ¢tyiiuhelniku C'S; M .S, je tedy Thaletovou kruznici se-
strojenou nad priamérem S;S;. Body S a S vSak soucasné lezi na ose
odvésny AC, podobné body S a S lezi na ose odvésny BC uvazovaného
trojuhelniku. Je tedy [%S515S55] = 90°, a bod S proto lezi rovnéz na
Thaletové kruZznici opsané ¢tyttuhelniku C'S1MS;. (Je-li M = S, plati
toto tvrzeni trividlng.) Tim je dokazéna Cast a) tlohy.

b) Pro polomér r kruznice (s tétivou C'S) nalezené v ¢asti a) ziejmé
plati 2r 2 |C'S| s rovnosti, pravé kdyz je C'S jeji primér. ProtoZe kruznice
s prumérem C'S prochazi stfedy obou odvésen AC, BC| rovnost 2r =
= |CS| nastane, pravé kdyz bod S; je stted AC a S je stied BC' (bod
Sy lezi na ose odvésny AC a bod Sy na ose odvésny BC), coz ziejmé
odpovidé volbé bodu M jako paty vysky z vrcholu C na pieponu AB.

Jiné feSeni. a) Oznaéme P; a P, po fadé stiedy tiseéek AM a BM

(obr.23). Protoze ve stejnolehlosti se stiedem M a koeficientem 1 se

usecka AB zobrazi na usecku P) P, zobrazi se stfed S Usecky AB na

~

\
LW

N\
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stied @ tsecky P; P, a zéaroven jakozto obraz bodu S ve zminéné stejno-
lehlosti je bod Q stiedem tisecky M S. Body P, P, jsou kolmé priméty
bodt S;, Sy na preponu AB, takze bod @ je kolmym pramétem stiedu O
kruZnice sestrojené nad primérem S;S;. Podle Thaletovy véty na této
kruZnici ziejmé lezi bod S, protoze primky S;5 a S35 jakozto osy na-
vzajem kolmych odvésen AC a BC sviraji pravy uhel. Ze soumérnosti
uvedené kruznice podle piimky OQ pak plyne, Zze na ni lezi i bod M,
a tedy i bod C (ze soumé&rnosti podle piimky S;S2). Tim je cast a)
dokazana.

b) Pro tsecku 5155 a jeji kolmy primét Py P plati |S1S5| 2 |PyPa| =
= %]AB |. KruZnice opsané ¢tyfuhelniku C'S;M S, méa proto nejmensi
primér 3|AB|, pravé kdyz $15; || AB, coz vzhledem ke kolmosti tseé-
ky CM a jeji osy S1S2 nastane, pravé kdyz M je patou vysky z vrcho-
lu C v trojuhelniku ABC'. (Polomér r této kruznice ma pak velikost
r = 1]AB|)

Jiné FeSeni. a) Uvazujme podobné zobrazeni sloZené z otoceni kolem
stfedu C o orientovany (pravy) uhel ACB a ze stejnolehlosti se sttedem C
a koeficientem rovnym poméru | BC| : | AC|. Toto zobrazeni ptevede body
A, B a M po tadé do bodit B, B’ a M’, pticemz BC je vyska na pfeponu
AB' pravotihlého trojihelniku ABB’ a bod M’ lezi na jeho odvésné BB’
(obr. 24). Podle shodnych thlit AMC a BM'C (nebo téz podle pravych

B’
M/
C
Sy
\ /,,/’//
S1¥~~
Y
A S M B
Obr. 24

ahlt MCM’ a MBM'’) vidime, 7Ze kruznice opsana trojihelniku BMC
je opséna i trojuhelniku BM'C, takZe jeji stfed Sy je obrazem bodu S;
v uvazovaném podobném zobrazeni (to pievadi trojihelnik AMC prave
na trojuhelnik BM’'C). To znamend, ze uhel S1CS;y je pravy, takze je
pravy i tthel S1MSy (nebot pfimka S1.5; je osou usecky CM). Koneéné
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pravy je i ihel S1.55; (nebot jeho ramena lezi na osach navzajem kolmych
odvésen AC a BC), takze vSechny tii body C, M, S lezi na Thaletové
kruznici sestrojené nad pramérem S;.55.

Tim je dokdzana ¢ast a) tlohy. Cést b) vyfesime stejné jako v prvnim
feSeni.

A-11-4

Ukazeme, ze nejmensi m je 113 (nezavisle na hodnotach p, ¢). Ztejmé je
m > 1. Pro libovolna pfirozend ¢isla ¢ < d a m > 1 ozna¢me S,,(c,d)
soucet vSech zlomki v zadkladnim tvaru, které lezi v otevieném intervalu
(¢,d) a jejichz jmenovatel je m. Pak plati nerovnost

Sm(c,e+1) < <C+%)+(C+%)+...+(c+m—m_—l) =

-1
:(m—l)c—}-m2 ,

v niz rovnost nastane, pravé kdyz vSechna ¢isla 1,2,...,m — 1 jsou ne-
soudélna s m, tj. pravé kdyz m je prvocislo.

Pro dand pfirozena ¢isla p, ¢ a m > 1 plati

Sm(,q) = Sm(P,p+ 1)+ Smp+1,p+2)+ ...+ Sn(g—1,9) <

< ((m—l)p+mT_1>+((m—1)(p+1)+m;1)+...

+((m—1)(q—1)+m_1) =

,
_ (a—p)p+qg-1) q—p
=(m-—1) 5 +(m—1)—2—_
- m— 2 _p?
:(m—l)q—23(p+q—1+1):( 1)51 P
tedy L
Sm(p,q) < (mﬁl)éq ), (9)

Rovnost ve vztahu (9) pfitom nastane, pravé kdyz m je prvodislo. Podle
zadani vsak plati

Sm(p,q) Z 56(¢* — p*).
S ohledem na vztah (9) vidime, Ze nutné plati %(m— 1) = 56, tj. m = 113.
Vzhledem k tomu, Ze éislo 113 je prvodislo, je nejmensi hledané ¢islo
m = 113.
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Jiné YeSeni. Soucet vsech zlomk, které maji jmenovatel m, nejsou cela
isla a lezi v intervalu (p, ¢), mizeme také urcit jako rozdil souctu vsech
zlomk se jmenovatelem m leZicich v uzavieném intervalu (p, ¢) a souctu
vech prirozenych ¢isel z tohoto intervalu. Pro uvazovany rozdil d pak
plati

qm . q

Z J .

. m <

j=pm i=p
Mensence i mensitele v uvazovaném rozdilu lze uréit jako soucty c¢lent
aritmetickych posloupnosti. Pro souéet prvnich n ¢élent aritmetické po-
sloupnosti (a;) vyuzijeme znamy vztah

a1+a2+...+an:%n(a1—|—an).

Pro hledany rozdil d tak dostavame:

d=ip+((g—pm+1)—3(p+q)(g—p+1) =

p+a)[((g—pm+1) —(g—p+1)] = 2(m—1)(¢*> - p*).

D= o[

Déle budeme postupovat stejné jako v predchozim feSeni.

A-llIl-1

Nejprve ukdzZeme, Ze tiloha ma feSeni pro libovolné sudé n. Postavime-li
figurku napf. na kterékoliv rohové pole Sachovnice n x n, projdeme celou
Sachovnici po sousednich blocich typu 2 x n zptisobem naznacenym na
obr. 25 pro n = 8. Posloupnosti tahi zde odpovid4 posloupnost na sebe
navazujicich orientovanych tusecek. Zcela analogicky lze postupovat pro
kazdé sudé n.

pESESE

Obr. 25 Obr. 26
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Nyni ukdzeme, Ze pro zadné n 2 3 liché nelze sachovnici projit poza-
dovanym zptsobem. Dtikaz provedeme sporem. Ptipustme, Ze pro urcité
liché n na Sachovnici n x n existuje posloupnost tahtt vyhovujici podmin-
kam tlohy. VSechna jeji pole obarvime podobné jako béZnou Sachovnici
8 x 8, a to tak, Ze rohova pole budou ¢ernd (podobné jako na obr.26
pro n = 7). Déale vSechna ¢erna pole oznac¢ime pismeny A a B tak, aby
zadné dvé Cernd pole majici spoleény pravé jeden bod (vrchol) nebyla
oznacena tymz7 pismenem. Budou-li rohov4 (¢ernd) pole oznafena napf.
pismenem A, bude zfejmé pocet poli A o n vétsi nez podet poli B.

Pole sachovnice, ktera figurka pozadovanym zpiisobem projde, oznac-
me postupné 1,2,3,...,n% a k-ty tah zapisem k — k + 1. Je-li pole
s ¢islem 1 ¢erné, jsou Cernd pravé pole s éisly 1,2,5,6,9,10,...; pfitom
kazdy (sikmy) tah 1+ 2,5 — 6,9+ 10, ... spojuje dernd pole oznafend
ruznymi pismeny, takze se celkové pocty poli A a B lisi nejvysSe o 1, coz
odporuje zjisténému rozdilu. Ke stejnému sporu dojdeme i v pfipadé,
kdy je pole s ¢islem 1 bilé, takze ¢ernd jsou pravé pole s éisly 3,4,7, 8,
11,12,... spojend (Sikmymi) tahy 3— 4, 7+ 8, 11— 12, ...

Tim je Gloha vyfeSena, jejimu zadani vyhovuji vSechna suda n = 2.

A-1lIl-2

Prusecik os vnitinich thla pii vrcholech A, D v trojuhelnicich BC' A,
BCD ozna¢me H (obr. 27). Jak znamo, je bod H stfedem pfislusného ob-
louku BC kruznice k opsané ¢tyithelniku ABCD (oblouku, ktery neob-
sahuje vrcholy A a D). Ozna¢me € = |XxBAH| = |xCAH|=|xBDH| =
=|xCDH| = |xCBH| a ¢ = |xXABL| = |xCBL)|. Pak plati

|xBLH| = |xBAL|+ |xABL| = ¢+ ¢ = |XLBH|.

Trojtahelnik H LB je tudiZ rovnoramenny se zakladnou LB, takze |H B| =
= |HL|. Analogicky je i |HC| = |HM]|. A protoze |HB| = |HC|, je
rovnéz |HL| = |HM|, takze trojihelnik HM L je rovnoramenny a plati
| xHLM| = |xHML].

Ozna¢me jesté P kolmy primét bodu L na piimku AC a @ kolmy
prumét bodu M na pfimku BD (uvaZovany bod R je tak prusedikem
piimek LP a MQ). Protoze pravouhlé trojuhelniky APL a DQM se
shoduji v thlech pfi vrcholech A a D, jsou shodné i thly PLA a QM D
pii vrcholech L a M. Odtud a z rovnosti |« HLM| = |<xHML| tak vy-
plyva rovnost |XPLM| = |xQML|. To znamend, Ze trojuhelnik LM R
je rovnoramenny, jak jsme méli dokazat.
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Obr. 27

A-1ll1-3

Uvazujme libovolnou funkci f pozadovanych vlastnosti. Nejprve ukaze-
me, Ze je prosta. Jestlize f(y1) = f(y2), pak pro vSechna prirozena cisla
x plati

yif(z) = f(zf(y1)) = f(af(y2)) = y2f(z),

a ponévadz f(x) je pfirozené ¢islo, plyne odtud y; = y2, coz znamena,
ze funkce f je prosté.

Volbou z = 1 v dané rovnici dostaneme f(f(y)) = yf(1), coz pro
y =1déava f(f(1)) = f(1). ProtoZe f je prosta, plyne odtud

f)=1, (1)
takze pro vSechna pfirozend ¢isla y navic plati
f(f) =v. (2)

Z pravé odvozeného vztahu zéroven plyne, Ze oborem hodnot funkce f
je celd mnozina N. MuZeme tedy pro libovolné ptirozené ¢islo z najit v,
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pro néz y = f(z) a zaroven f(y) = z, takze podle vztahu ze zadani pak
plati

fzz) = f(a(f(y)) = yf(x) = f(2) f(2).

Odtud lze matematickou indukci snadno odvodit, Ze pro vSechna pfiro-
zend Cisla n, x1, 9, ..., x, plati

f(zize ... xn) = f(x1)f(z2) ... f(zTn). (3)

Ukéazeme, Ze obraz f(p) libovolného prvoéisla p je také prvocislo. Pred-
pokladejme, Ze f(p) = ab, kde a, b jsou piirozena &isla rizna od jedné.
Podle (2) a (3) plati

p=f(f(p) = f(ab) = f(a)f(b).

Protoze funkce f je prostd a f(1) = 1, plati f(a) > 1, f(b) > 1, coz
odporuje predpokladu, Ze p je prvoéislo.

Jelikoz 2007 = 32 - 223 je rozklad &isla 2007 na prvocinitele, dosta-
neme podle (3)

F(2007) = £2(3) £(223),

kde obé ¢isla f(3) a f(223) jsou prvodisla. Jestlize f(3) = 2, potom
podle (2) plati f(2) = 3 a nejmensi moznd hodnota f(223) je 5, takze
f(2007) = 20. Pokud f(3) = 3, nejmensi mozna hodnota f(223) je 2
a plati f(2007) = 18. Snadno vidime, Ze pro kazdou jinou volbu hodnot
£(3) a £(223) plati £(2007) > 18.

Ukazeme, ze existuje funkce vyhovujici zadani, pro kterou plati
f(2007) = 18. Definujme funkei f nésledujicim zpiisobem: Pro libovolné
piirozené é&islo z, které zapiseme jako x = 2¥223™¢, kde k a m jsou celd
nezaporna ¢isla a g je prirozené ¢islo nesoudélné s Cisly 2 a 223, zadame
hodnotu f(z) vztahem

f(2F223™q) = 2m223%¢.
Pak plati f(2007) = £(223-32) = 2. 3% = 18. Ovéfime, Ze tato funkce

f mé pozadovanou vlastnost. Necht z = 2¥1223™1¢; a y = 2k2223™2¢,
jsou libovolna pfirozend ¢isla zapsand vyZe uvedenym zptisobem. Potom

f(zf(y)) = f(2Fr223m g, f(2F2223™2¢y)) = F(2M1 122231 R2g10)) =
— 2k2+ml 223m2+k1q1q2
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a soucasné
yf(z) = 2¥2223™2q, f(2F1223™1 gy ) = 2k2tmiogmathig, gy
Zaver. Nejmensi mozna hodnota ¢isla f(2007) je 18.

Pozndmka. Z vyse uvedeného teSeni vyplyva, Ze kazda funkce f, ktera
vyhovuje dané funkcionalni rovnici, je uréena n&jakou bijekci ¢ mnoziny
prvocisel na sebe, kterd pro kazdé prvocislo p spliiuje rovnost <p(<p(p)) =
= p, a to predpisem

) =1,

ky k
o5 .. pEm) = o) o(p2)* .. o(Pm)*™,

kde p; jsou navzajem ruzné prvocisla a k; nezdporna cela cisla. Kazda
bijekce ¢ uvedené vlastnosti rozklddd mnozinu prvocisel na sjednoceni
jednoprvkovych a dvouprvkovych navzajem disjunktnich mnozin tako-
vych, Ze pro kazdou z nich tvaru {p} plati ¢(p) = p a pro kazdou z nich
tvaru {p1, p2} plati p(p1) = p2, ¢(p2) = p1. Naopak kazdy takovy rozklad
urcuje vyhovujici bijekei .

A-I1ll-4
UkézZeme, Ze uvedeny zavér obecné neplati. Jako protipriklad zvolime
mnozinu
M =N\ {a: a + 1 je prvocislo vétsi nez 2 008},
ktera zfejmé obsahuje vSechna ¢isla od 1 do 2007. Pfitom aritmeticka

posloupnost (an)OO , s prvnim ¢lenem a; = n € M a diferenci d = n + 1

n=

ma obecny ¢len tvaru
ar=a1+(k—-1Dd=n+(k-1n+1)=n+1)k—1,

odkud plyne, Ze ¢islo ax + 1 = (n + 1)k neni prvodislo pro zadny index
k > 1, takze aj lezi v M pro kazdy index k (af uz ap < 2007, nebo
a = 2008). Protoze prvodisel je nekoneéné mnoho, je nekonecné mnoho
i pfirozenych ¢isel, ktera ve zvolené mnoziné M nelezi.

Jiné Feseni. Kazda vyhovujici mnoZina M musi obsahovat vsechny
¢leny 2007 aritmetickych posloupnosti s prvnim ¢lenem k a diferenci
k+1, kde kK £2007:

A =(1,3,5,...), Ay =(2,5,8,...), ...,
Az 007 = (2007,4015,6023,...).
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Ztejmé mnozina hodnot Ay = {k,2k + 1,3k + 2, ...} posloupnosti Ay je
pro kazdé k tvofena vSemi ptirozenymi Cisly tvaru i(k + 1) + k s celym
nezapornym .

Vysvétlime, proc¢

M=A]UAU...UA3007

je nejmensi mnozina pozadované vlastnosti. Ukdzeme totiz, ze pokud
n € Ay pro nékterd éislan a k, pak A,, C Aj. Necht tedy n € A, am € A,,.
Pak platin = i(k+1)+k am = j(n+1)+n pro vhodna celd nezdporna
iaj,odkudm=j(i+1)(k+1)+i(k+1)+k=(Gi+j+i)(k+1)+k
coz znamena, ze m € Ay.

Existuje vSak nekonecné mnoho prirozenych cisel, ktera v sestrojené
,minimalni“ vyhovujici mnoziné M nelezi; jsou to napfiklad vSechny na-
sobky ¢isla 2 008!.

A-I1lIl-5

Oznatme ¢ = |[XBAD| a ¢ = |XABE]| (obr. 28). Z rovnosti obvodovych
uhlt |[XAEB| = |¥ADB]| v tétivovém ¢tyithelniku ABDE tak pii ob-

C
E
D
P
p
o \P /] Y
A T Co Y B
Obr. 28

vyklém znaceni thla v trojihelniku ABC plyne
a+y=0+¢. (1)

Oznac¢me Cy patu vysky z vrcholu C, v, velikost vysky CCy a x, y, p
velikosti prislusnych tsekt ACy, BCy, PCy (obr. 28), takze
p p v Ve
tg(p:_v tng_a thé=—£, tgﬁ:'— (2)
T Y T Y
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Pokud bod P neni priise¢ik vysek (tj. tthel o + v neni pravy), mizeme
podle (1) psat
tg(a +9) = tg(B + ),

coz podle zndmého vzorce pro tangens souctu po dosazeni z (2) dava
(vyuzivdme rovnost tgatgy = tg ftg ¢, kterd z (2) navic plyne)

Ve (P _Ve P

T Yy oy
neboli
(p—ve)(z—y)=0.

ProtoZe vzhledem k danym pfedpokladim je p < v. a  # y, nemlze
posledni rovnost platit. Je tedy o + 1 = 90° a bod P je prisecikem
vysek, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné feSeni. Ozna¢me k kruznici opsanou tétivovému ctyifuhelniku
ABDE auvazme jesté kruznice [ a m opsané trojuhelnikim BEC a ADC
(obr. 29). Protoze tétiva BE kruznice [ protina tétivu AD kruznice m

S N !

Obr. 29

v bodé P, maji kruznice [, m kromé bodu C jesté dalsi prisecik, ktery
oznacime M. 7 uvedené konstrukce vyplyva, ze bod P lezi uvnitt kazdé
ze tii uvazovanych kruznic a ma k nim stejnou mocnost (je to jejich
potenéni bod), proto bod P lezi uvniti tsecky CM.

Z rovnosti obvodovych thli nad tétivou BC kruznice | plyne
|xBMC| = |xBEC| = 180° — |xAFB| a analogicky |¥xAMC| =
= |XADC| = 180° — |xADB]|, coz vzhledem k rovnosti obvodovych
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ahli |XAEB| = |xADB| nad tétivou AB kruznice k znamena, Ze
|xBMC| = |x<xAMC]|.

Ozna¢me N patu vysky z vrcholu C trojihelniku ABC. Pokud M # N,
znamend posledni rovnost, ze pravothlé trojuhelniky BNM a AN M jsou
shodné, coz ovsem odporuje predpokladu |AC| # |BC|. Je proto M = N,
|xADC| = |xBMC| = |xAMC| = 90° a bod P je tak prusecikem vysek
trojuhelniku ABC, coz jsme chtéli dokazat.

A-1lIl-6
Jsou-li z, y, z t¥i navzdjem ruzna realna ¢isla, pak hodnoty

T —y Yy—z z—x
2 v = ) w =
Y—z z—z T -y

(1)

u =

jsou ziejmé Cisla riznd od 0 a —1 a jejich soucin je roven 1. Stejnou
vlastnost tedy musi mit i hodnoty x, y, z z kazdé hledané trojice. Budeme
proto neustéle predpokladat, Ze plati vztahy

iL’,y,ZGR\{O,'—l}, x;éy;éz;éx’ xyz:l (2)

Protoze dand mnoZinova rovnice je pro usporddané trojice (z,v, z),
(z,z,v) a (y,z,x) stejnd, budeme kromé (2) predpokladat, ze plati z >
> max{y, z}, a rozlisime dva pfipady podle toho, zda y > z, nebo z >
> y. Zavedme jesté oznaleni intervaltt I; = (0,00), [ = (=1,0), I3 =
= (—o0, —1).

Pripad x >y > z. Pro zlomky (1) zfejmé platiu € I1,v € [ aw € I3,
takze u > v > w. Dand mnozinova rovnice proto muze byt splnéna jediné
tak, ze v = z, v = y a w = z. Po dosazeni zlomkt (1) a snadné Gpravé
dojdeme k rovnicim

xy+ty=yz+z=zx+xz, kdexe€l, yely z¢€ls. (3)

Podle podminky zyz = 1 z (2) miZeme do rovnice zy + y = zx + z za
¢len zx dosadit 1/y a rovnici déle upravit:

1 11— 1 1
:vy+y=§+x:>1:(y——l): yy éxz—%:ﬂ;:—
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(Vyuzili jsme toho, Ze s ohledem na y € I plati y # 1.) Z posledniho
vzorce plyne, Ze hodnota prvniho vyrazu v soustavé (3) je rovna —1,
takZe z rovnosti druhého vyrazu —1 mame

1 1 1+

_1+y: 1_ 1 e )
1+

pak ovSem i tfeti vyraz v (3) je roven —1. Proto kazdé feSeni nasi tlohy
(ve zkoumaném piipadé, kdy > y > z) je tvaru

1 1+t)

($,y,2): <t7_m7_ P (4>

kde t € I; je libovolné (protoze plati (3), zkouska neni nutnd). Z uve-
deného postupu rovnéz plyne, Ze volbou t € I, (resp. t € I3) ve
vzorci (4) dostaneme vSechna feSeni nasi tlohy s vlastnosti z > z > y
(resp. y > z > x), takZe pfi vypisu vSech feSeni v zavérecné odpovédi
neni nutné uvadét cyklické permutace trojic ze vzorce (4).

Pripad x > z > y. Pro zlomky (1) tentokrat plati u € I3, v € I;
aw € I, takZze v > w > u, a dand mnozinova rovnice je tudiz splnéna,
pravé kdyz v = y, v = z a w = z. Po dosazeni zlomki z (1) dojdeme
k soustavé

z—y=yly—2), y—z=z(z—2a), z—z=z(x-—y). (5)
Secétenim téchto t¥i rovnic dostaneme
0=y(y—2)+z(z—2)+z2(z-y)=(y—z)(z+y—22),

odkud vzhledem k = # y plyne z = 3(z + y). Po dosazeni zpét do (5)
snadno zjistime (opét s ohledem na z # y), Ze vyhovuje pouze = = 1,
y=-2az= —%. Stejnou trojici ¢isel je tvoreno (jediné) feSeni ulohy
s vlastnosti y > = > z, jakoZ i (jediné) feSeni, pro néz z > y > z.

Odpovéd: ReSenim tlohy jsou vsechny uspofddané trojice (4), kde
t e R\ {0,—1}, a tii trojice (z, vy, z) tvaru

(125 (-hat). (-a-b).
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Pozndmka. VypiSeme-li vSech Sest moZnych soustav odpovidajicich
dané mnozinové rovnici, dostaneme kromé soustav (3) a (5) jesté soustavy

x—y=z(y—2), y—z=y(z—2x), z—z=z(z —y);

z—y=z(y—2), y—z=z(z—1zx), z—z=ylz—vy);
z—y=y(y—=2), y—z=2z(z—x), z—z=z(x—vy);
t-y=z2(y—2), y—-z=z(z—1z), z2-z=y(T-yY).

Prvni dv& vzniknou ze soustavy (5) cyklickou zdménou proménnych,
takZe je lze Fesit tymZ postupem jako (5). Seftenim vSech t¥i rovnic
v kazdé ze dvou zbyvajicich soustav dostaneme tutéz rovnici
2,2, .2 . 2 2 2
¥ +y*+2°=zy+yz+zz neboli (z—y)'+(y—2)°+(z—2)"=0,
kterd ma jediné feSeni = = y = z, coZ nejsou navzajem ruzné Cisla.
Jiné Feseni. Jsou-li z, y, z t¥i navzdjem ruzna redlna ¢isla, pak hodnoty

(1)

T—y y—z z—zx
U= , U= , W=
y—2z z—z T—y

jsou ziejmeé ruzné od ¢isel 0 a —1 a plati mezi nimi vztahy
v=[f(u), w=[fv) a u=f(w), (2)

1
kde f je linedrni lomena funkce dané pfedpisem f(t) = g Presvéd-
¢ime se o tom pfimym vypoctem:

flu) = - r 1 o y—2z _y-z_ ..
o 14u 1+x—y_ (x—y)+(y—2) z—-z
y—z

z divodu cykliénosti plati i zbyvajici dva vztahy v (2).
Uvedeny poznatek znamenad, Ze kazdé feSeni tlohy je pro vhodné t €
€ R\ {0, -1} budto usporddand trojice tvaru

@w) = (CIOIEO) = (b))
nebo uspotradand trojice tvaru
(x’yvz): (tyf(f(t))’f(t)) = (t,—$’_%+t>. (4)

Zbyva provést zkousSku: snadno se presvédéime, Ze zatimco trojice
tvaru (3) je feSenim pro kazdé ¢ € R\ {0, —1}, trojice tvaru (4) vyhovuji
pouze prot =1,t=—-2at = —% a jsou to cyklické permutace téchto
tf1 hodnot.
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