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Pripravné soustredéni pred 48. MMO

V prubéhu 56. roéniku se konalo vybérové soustfedéni bezprostfedné
po skonceném celostatnim kole kategorie A, a to od 1. do 5. dubna 2007
v Kostelci nad Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustiedéni bylo pozvano
9 nejlepsich fesitelu III. kola kategorie A s vyjimkou Pavla Motlocha,
ktery se rozhodl déat prednost ti¢asti na mezinarodni fyzikalni olympiadé.
Soustfedéni bylo zaméfeno na pfipravu reprezentanti a poslouzilo ke
kone¢né nominaci Sesti¢lenného druzstva.
Uspésnost jednotlivich studentt ukazuje nésledujici tabulka:

Michal Rolinek 8/8 GJK Praha 6 70

Zbynék Koneény 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 60

Miroslav Klimo$ 2/4 GMK Bilovec 54,5
Lenka Slavikova 4/4 G Mnichovo Hradisté 48,5
Jiti Rihak 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 47,5
Hana Sormova 2/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 47,5
Samuel Riha 2/4 G Brno, ti. Kpt. JaroSe 44,5
Anezka Faltynkovd  4/4 GJS Prerov 42,5
Tomas Javirek 8/8 G Jesenik 38,5

Na zékladé uvedenych vysledkl, v nichZ jsou zapoditany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
tacniho druzstva a sedmy byl uréen jako nédhradnik. Toto druZstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradié¢nim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminéaie vedli a ulohy pfipravili:
dr. Jaroslav Zhouf (1.4.),

dr. Karel Hordk (2.4.),

dr. Pavel Caldbek (3.4.),

dr. Jaroslav Svréek (4.4.)

a doc. Jaromir Simsa (5.4.)
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Ulohy zadané na piipravném soustfedéni

1. V oboru ptirozenych ¢isel feste rovnici

2. Necht p je prvoéislo, n je pfirozené ¢islo a ¢ je pfirozeny délitel cisla
(n+1)? — nP. Dokazte, Ze ¢islo ¢ — 1 je délitelné cislem p.

3. Redlna cisla a, b, ¢, d, e, f jsou takova, zZe plati

a+bt+c+d+e+ f=0,
a2+b2—|—02+d2+62—|—f2:6.

Dokazte, ze plati nerovnost

abedef <

N =

4. V konvexnim Sestitthelniku ABC DEF plati rovnosti
|AD| = |BC| + |EF|, |BE|=|FA|+|CD| a |CF|=|DE|+ |AB|.

Dokazte, zZe plati
|AB| |CD| |EF)|
IDE| ~ |FA| — |BC|

5. V trojuhelniku ABC, jehoz strany vyhovuji rovnosti |AB| + |BC| =
= 3|AC|, ozna¢me V stfed jeho vepsané kruznice a D a E body, v nichz se
vepsana kruznice postupné dotyka stran AB, BC'. Jsou-li K a L obrazy
bodtu D a E ve stfedové soumérnosti se stfedem V', je ¢tyfuhelnik ACK L
je tétivovy. Dokazte.

6. Naleznéte vSechna pfirozend Cisla n > 1, pro néz existuje jediné pfi-
rozené ¢islo a < n! takové, Ze a™ + 1 je délitelné ¢islem n!.

7. V ostrothlém trojuhelniku ABC, jehoz strany AB a AC jsou ruzné
dlouhé, oznacme H prusecik vysek a M stred strany BC. Na strané AB
zvolme bod D a na strané AC bod E tak, Ze |AE| = |AD| a body D,
H, E lezi v pfimce. Dokazte, Zze HM je kolméa na spole¢nou seénu kruznic
opsanych trojihelnikim ABC a ADE.
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8. Nechf n je pfirozené ¢islo, n 2 2 a aj,as, ..., a,y1 kladna redlnd ¢isla
takova, Ze
a9 — a1 = az — ag :...:anﬂ—ango.

Dokazte, ze plati nerovnost

1 1 1 <= 1 aja, +aga,41
— + — + ...+ - = . .
ag as an 2 a1G020p0n41

Zjistéte dale, kdy nastava rovnost.

9. Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna éisla
a y plati

flx+y)+ f(@)fly) = fxy) + f(z) + f(y) + 2y

10. Necht ABC je pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pfi vrcholu C.
Na strandch AB a BC jsou zvoleny body M a N tak, Ze plati

ICN| _ |AC|
[NB| ~ [BC|

Ozna¢me O pruseéik pfimek CM a AN. Na tseéce ON zvolme bod K
tak, ze plati |[MO| + |OK| = |KN|. Ozna¢me dale T prusecik kolmice
k pfimce ON prochézejici bodem K s osou uhlu ABC'. Dokazte, ze tihel
MTB je pravy.

2 a MN]| AC.

11. V roviné je dan pravidelny tficetitthelnik A;As ... A3g. Dokazte, Ze
jeho thlopticky A;Ag, A3Asy a AgAsg se protinaji ve spoleéném bodé.

12. Urcete, jakych celociselnych hodnot mize nabyvat vyraz
(z+y+2)°
TYZ ’
jsou-li z,y, z prirozend ¢isla.
13. Necht O je stied kruznice k opsané trojihelniku ABC a AD jeji
prumér. Ozna¢me P prisecik teény ke kruznici k sestrojené v bodé D

a piimky BC. Dale necht M, N jsou priiseéiky pfimky PO po fadé se
stranami AC, AB. Dokazte, ze |OM| = |ON]|.

14. Urcete pocet vSech poradi ¢islic od 1 do 9, jako napiiklad 172863945,
ve kterych ¢islice od 1 do 5 stoji zleva doprava v rostoucim poradi, za-
timco ¢islice od 1 do 6 nikoliv. Vysledek zapiste jednim ¢islem, ne vyra-
zem.
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15. Deset gangstert stoji na rovné louce tak, ze jejich vzdalenosti jsou
navzajem ruzné. Ve stejny okamzik kazdy z gangsteri vystielli na nej-
blizs§itho z deviti ostatnich a zasdhne ho. Urdete nejmensi mozny pocet
zasazenych gangstert.

16. Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel z a y, pro které plati
m+y2+z3 =Yz,

kde z je nejvétsi spoleény délitel Cisel = a y.

17. Ke kruznici opsané libovolnému ostrotthlému trojihelniku ABC' se-
strojime tecny s body dotyku B, C' a jejich prusecik oznac¢ime T'. Déle
oznacime jako P prusecik pfimek AT, BC a jako Q) stied usecky AP.
Najdéte pomér a : b : ¢ délek stran trojuhelniku ABC, pfi kterém ma
uhel ABQ nejvétsi moznou velikost.
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