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Mezinarodni stfetnuti ¢esko-polsko-slovenské

V ramci zavérecné pripravy pred MMO se uskutec¢nilo jiz ¢tvrté meziné-
rodni stietnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemé reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 48. MMO v Hanoji.

Soutéz se uskutecnila od 24. do 27. ¢ervna 2007 v severomoravském
Bilovci. VSechna tfi reprezentaéni druzstva pricestovala na misto konéani
jiz. v nedéli vecer 24.6. Organizace a prubéh soutéze zustal zachovan
z predeslych rocnikii — je prizpusoben stylu III. kola nasi MO a pod-
minkdm na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech pfedlozeny dvé trojice
soutéznich tloh, pfitom za kazdou z nich mohli ziskat nejvyse 7 bodu,
celkové tedy (stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tloh méli
soutézici vyhrazeno 4,5 hodiny.

Poradi| Jméno Zemé| Body |Soucet

1. | Maciej Gawron POL |777730 31

2. | Karol Zebrowski POL |775730 29

3. | Wojciech Zaremba |POL |674171 26

4. | Jacek Jendrej POL |772710 24

5. | Piotr Dobel POL (334650 21

6. | Tomasz Kobos POL [775010 20
7.-8. | Miroslav Klimos CZE |722710 19
Michal Rolinek CZE |722710 19

9. | Zbynék Konecény CZE 712710 18
10.-11. | Ondrej Mikulas SVK |072710 17
Michal Szabados SVK (673010 17
12. | Vladislav Ujhéazi SVK (074110 13

13. | Tomas Rusin SVK 225110 11
14.-15. | Tomas Kocak SVK (072010 10
Lenka Slavikova CZE (402220 10

16. | Hana Sormova CZE 302030 8
17. | Michal Spisiak SVK |112210 7

18. | Jiti Rihak CZE (002100 3
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Névrh vsech Sesti tloh (a jejich vzorova feSeni) ptipravili ¢lenové tlo-
hové komise z Ceské republiky — dr. Jaroslav Svréek a doc. Jaromir
Simsa. Ulohy koordinovala mezinarodni komise ve slozeni Jaromir Simsa,
Jaroslav Svréek a Karel Hordk za Ceskou republiku, Pavol Novotny a Jdn
Mazdk za Slovensko a Waldemar Pompe a Adam Osekowski za Polsko.
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Texty soutéZnich uloh

1. Najdéte vSechny mnohocleny P s redlnymi koeficienty, pro néz rovnost
P(z?) = P(z) - P(z +2)

plati pro libovolné realné ¢islo x. (Pavel Calabek)

2. Nechf a1 = as =1 a agqo = agq1 +ak pro kazdé k € N (Fibonacciova
posloupnost). Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené Cislo m existuje takovy
index k, pro ngj7 je &islo aj — ax — 2 délitelné ¢islem m.  (Jdn Mazdk)

3. Necht k je kruZnice opsand takovému konvexnimu &tyfahelniku
ABCD, 7e poloptimky DA a CB se protinaji v bodé E, pro ktery plati
|CD|? = |AD|-|ED|. Ozna¢me F (F # A) priisecik kruznice k s pfimkou
prochézejici bodem A a kolmou na ED. Dokaite, ze pak plati: Usecky AD
a C'F jsou shodné, pravé kdyz stied kruznice [ opsané trojuhelniku ABE
lezi na pfimce ED. (Jaroslav Svréek)

4. Dokazte, Ze pro kazdé realné ¢islo p 2 1 lze z mnoZiny redlnych &isel

spliujicich nerovnosti
T\2
p<x< <2+\/p+2)

vybrat ¢tyTi navzajem riznd prirozena ¢isla a, b, ¢, d, pro néz plati rovnost
ab = cd. (Jaromir Simsa)

5. Zjistéte, pro ktera
n € {3900,3901, 3902, 3903, 3904, 3905,3906,3907,3908,3909}

lze mnozinu {1, 2,3, ..., n} rozdélit na disjunktni trojice tak, aby v kazdé
trojici se jedno ¢islo rovnalo souétu ostatnich dvou éisel.
(Peter Novotny)
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6. Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik. KruZnice prochazejici body A
a D ma vnéjsi dotyk s kruznici prochéazejici body B a C ve vnitfnim
bodé P uvazovaného ¢tyftuhelniku. Predpokladejme, Ze

|xPAB| + |xPDC| £90° a |xPBA|+ |xPCD|<90°.
Dokazte, ze pak plati |[AB|+|CD| 2 |BC|+|AD|. (Waldemar Pompe)

Regeni dloh

1. Konstantni mnoho¢len P(z) = ¢ vyhovuje, pravé kdyz ¢ = ¢%, mno-

hoc¢leny P(z) =0 a P(z) =1 jsou tedy feSenim tulohy.

Ukazme nyni, Ze jediny vyhovujici mnohoclen P kladného stupné n
je tvaru P(z) = (z — 1)™. Uvedeny mnohoclen je vzhledem k identité
(2?2 —1)" = (z — 1)"(z + 1)" zfejmé feSenim pro kazdé n = 1.

Je-li az™ (a # 0) vedouci ¢len mnohoélenu P(z) kladného stupné n,
je ax®" vedouci ¢len mnohoélenu P(z?) a a?2*" vedouci ¢len mnohoclenu
P(z)P(z + 2). Pokud P vyhovuje dané rovnosti, dostavame porovnanim
piislusnych ¢lentt a = a?, tedy a = 1. Proto lze mnohoélen P zapsat
ve tvaru P(z) = (z — 1)" + Q(z), kde @Q je bud nulovy mnoho¢len,
anebo nenulovy mnohoclen stupné k, kde ovéem 0 < k < n. Porovnanim
mnohoclent

P(z?) = (z* = 1)™ + Q(2?),
P(z)P(z +2) = ((r 1"+ Q(J:)) ((z +1)"+Q(z + 2))

obdrzime (po roznasobeni a zrugeni mocniny (2 —1)" na obou stranich)
rovnost

Q(z%) = (z - 1)"Q(z +2) + (z + 1)"Q(z) + Q(z)Q(z +2).

Vidime, ze nulovy mnohoclen @ vztah spliiuje. Pro nenulovy mnohoélen
Q stupné k < n je ovem Q(x?) mnohoélen stupné 2k, zatimco na pravé
strané odvozeného vztahu je mnohoclen stupné n + k (jeho vedouci ¢len
je 2bx™t*  je-li ba* vedouci ¢len mnohoclenu Q(z)). Protoze 2k < n + k,
nemuze uvedend rovnost platit.

Odpovéd. Uloze vyhovuji konstantni mnohoéleny P(z) = 0a P(z) = 1
a pro kazdé n ptirozené mnohoélen P(z) = (z — 1)™.

2. Vsechny kongruence a zbytkové tfidy jsou podle daného modulu m.
Zadanou kongruenci ap —ax — 2 = 0 ziskdme jako diisledek jednodussi
kongruence ar = —1.
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Posloupnost zbytkovych t¥id ¢isel ar mé nasledujici vlastnost: zbyt-
kové t¥idy libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lent ag, ax4+1 jednoznacné
urcéuji zbytkové t¥idy jak vsech nasledujicich ¢lent a; (i > k+1), tak vSech
predchozich ¢lent a; (i < k). Odtud obvyklym postupem, zaloZenym na
tom, Ze viech uspofadanych dvojic zbytkovych tiid je m?, tedy koneény
pocet, plyne, Ze posloupnost zbytkovych tfid ¢isel a; je periodicka, a to
hned od svého prvniho ¢lenu. Existuje tedy ¢islo p > 0 (zavislé na daném
modulu m) takové, Ze a; = a;4p pro kazdy index i. Neni-li m = 1 (pro
né je tvrzeni ulohy trividlni), je zfejmé p > 1. Protoze a; = as = 1, plati
rovnéz ap41 = apyo = 1, odkud a, =0 a a,_; = —1, takZe miZeme vzit
k =p—1 a dikaz je hotov.

3. Ziejmé je DF prumérem kruznice k. Nejprve ukdzeme, Ze za danych
podminek nemuze bod C' lezet v poloroviné DF A.

Pokud body B, C lezi na ¢asti DA oblouku DAF (obr.46), jsou
zfejmé thly DCB a DBA tupé, proto |DC| < |DB| < |DA| < |DE|,
takze rovnost |CD|? = |AD| - |ED| nemitize platit. Pro body B, C na
¢asti AF oblouku DAF (obr.47) je thel BAFE ostry a pro tthel DBE
plati |[xDBE| = 180° — |« DBC| £ 90°, nemize tedy pfipadny dalsi
prusecik B’ polopfimky DB s kruznici [ lezet za bodem B (Gsekovy
thel pfislusny tétivé BE kruznice [ je totiz roven thlu BAE, a ten je
ostry). Proto |DC| > |DB| 2 |DB'|. Rovnost |CD|* = |AD| - |ED|
nemuze tedy platit, protoze pro mocnost bodu D ke kruZznici | plati
|AD|-|ED| = |DB|-|DB'| < |DC|%.

k F k F

A
B

C
Obr. 46 Obr. 47

Jestlize tedy bod C nelezi v poloroviné FDA, je |FC| = |DA|, pravé
kdyz DAFC je pravouhelnik, tj. pravé kdyz C' A je primér kruZnice k, coz
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je ekvivalentni tomu, Ze tthel CBA je pravy, a to je ekvivalentni tomu,
ze trojuhelnik AEB je pravothly s pravym thlem pfi vrcholu B, neboli
stfed kruznice opsané trojuhelniku AEB je stfedem usecky AFE.

4. Cislaa = (k— 1)k, b= (k+ 1)k, c = (k—1)(k + 1), d = k? ziejmé
spliuji rovnost ab = ed a nerovnosti a < ¢ < d < b pro kazdé k > 1.
Necht tedy k& je nejmensi pfirozené Cislo, pro které plati p < a neboli
< (k — 1)k (pti zadaném p). Ukazme, Ze pro takové k pak plati b =
=(k+ 1)k <p+4+2/4p+1, coz je ziejmsé ¢islo o % mensi nez horni
mez intervalu ze zadani, takze tim bude feseni ulohy uplné.
Podle vybéru éisla k plati p = (k—2)(k—1). ReSenim této kvadratické
nerovnice dostaneme odhad

ol
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+
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ze kterého jiz plyne

5 / 1 1
= < - Z) =
b= k+1k:< + p+4)( 4>
15 I 1 1
:Z Z ( - —p+4+2\/4p+

5. Z moznosti rozdéleni na disjunktni trojice plyne 3 | n. V kazdé trojici
{a,b,a + b} je soudet 2(a + b), tedy sudé cislo, proto musi byt sudy
i soucet vsech ¢isel od 1 do n, soudin n(n + 1) musi tedy byt délitelny
¢tyfmi. Celkem mame, Ze ¢islo n musi byt tvaru 12k nebo 12k + 3, cemuz
z danych ¢&isel vyhovuji pouze n = 3900 a n = 3903.

V dal$im odstavci popiSeme konstrukci, jak z vyhovujiciho rozkladu
pro dané n = k vytvofit vyhovujici rozklady pro n = 4k a n = 4k + 3.
To nam zarudi, ze rozklady pro n = 3900 i n = 3903 existuji, a to diky
sestupné posloupnosti

3900 — 975 — 243 — 60 — 15 — 3

(misto 3900 lze zacit i ¢islem 3 903) a diky trividlnimu rozkladu pron = 3
(z néhoz postupné sestrojime rozklady pro n = 15, n = 60 atd. az pro
n = 3900 resp. n = 3903).

7 vyhovujiciho rozkladu mnoziny {1,2,...,k} nejprve vyrobime vy-
hovujici rozklad mnoZiny prvnich k sudych ¢isel {2,4,...,2k} (prosté
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vSechna ¢isla ve vSech trojicich vychoziho rozkladu vynasobime dvéma).
V ptipadé n = 4k pak zbyla cisla

{1,3,5,...,2k — 1,2k + 1,2k +2,...,4k — 1,4k}

rozdélime do k trojic {25 — 1,3k — j + 1,3k + j}, kde j = 1,2,... k.
Vidite je ve sloupcich tabulky

1 3 ) oo 2k-3 2k-1
3k 3k—1 3k—2 ... 2k+2 2k+1
3k+1 3k+2 3k+3 ... 4k-1 4k

V piipadé n = 4k + 3 zbyla ¢isla
{1,3,5,...,2k — 1,2k + 1,2k + 2,...,4k + 2,4k + 3}

rozdélime do k+1 trojic {2j—1, 3k+3—j,3k+j+2},kdej = 1,2,...,k+1,
tvorenych sloupci tabulky

1 3 5 con 2k—1 2k+1
3k+2 3k+1 3k oo 243 2k+2
3k+3 3k+4 3k+5 ... 4k+2 4k+3

Tim je dikaz toho, Ze ¢isla n = 3900 a n = 3903 vyhovuji, hotov.

6. Je-li P spole¢ny bod zminénych kruZnic, plyne z véty o obvodovych
a tsekovych thlech, zZe je zaroven i bodem dotyku, pravé kdyz (obr. 48)

|XxADP| + |xBCP| = |xAPB]. (1)
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Uvazujme kruznice ki, ko opsané trojuhelnikim ABP a CDP
a oznatme @ pripadny dalsi priisecik obou kruznic (obr.49). Protoze
bod A lezi vné kruznice BCP, je |xBCP| + |xBAP| < 180°. Proto
bod C lezi vné kruznice ki. Analogicky lezi i bod D vné této kruznice.
Odtud plyne, Ze body P a @ lezi na témze oblouku C'D kruznice k.

Obr. 49

Analogicky body P a () lezi na témze oblouku AB kruznice k1. Bod @
tudiz lezi bud uvnit¥ thlu BPC, nebo uvnitt thlu APD. Bez Gjmy na
obecnosti pfedpokladejme, Ze bod Q lezi uvniti Ghlu BPC (obr. 49).
V takovém piipadé podle pfedpokladu ulohy plati

|XAQD| = | PQA| + |xPQD| = |xPBA| + |xPCD| £ 90°.  (2)

Protoze bod Q lezi na ¢astech oblouki AB i CD uvnitf thlu BPC,
lezi bod @Q dokonce uvnitt trojihelniku BPC| tedy i uvnitt ¢tyiuhelniku
ABCD.

7 vlastnosti protéjSich a vedlejsich thla tétivovych ctyrahelnikt
APQB a DPQC (obr. 49) plyne

|xBQC| = |«PAB|+ |xPDC|,
takze podle predpokladu tlohy
|xBQC| < 90°. (3)
Protoze je navic |x PCQ| = |xPDQ)|, dostavame podle (1)
|xADQ| + |¥BCQ| = |xADP| + |xPDQ| + |xBCP| - |[xPCQ| =
= |xADP| + |xBCP| = |xAPB|.
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A protoze také | X APB| = | < AQB|, vychazi
|xADQ| + |xBCQ| = |xAQB].

To ovéem znamené, jak uz vime z tvodni ivahy, Ze kruznice BCQ a D AQ
se dotykaji v bodé @ (obr. 50).

Obr. 50

Uvazujme nyni polokruhy sestrojené nad stranami BC a DA ,do-
vniti“ étyttahelniku ABCD. Protoze thly AQD a BQC nejsou tupé, lezi
kazdy z obou polokruhti cely uvnit¥ odpovidajiciho kruhu piislusného
kruznici BQC, resp. AQD; a protoZe se obé kruznice dotykaji vné, maji
i oba polokruhy sestrojené nad stranami BC a D A nejvyse jeden spole¢ny
bod (tj. neprekryvaji se). Oznacime-li M a N stfedy stran BC a DA,
plyne odtud nerovnost [MN| = (|BC| + |DA]|).

Na druhou stranu zfejmé plati MN = 1(BA + CD), takie |[MN| <
1(|AB| +|CD]|). Odtud vychézi dokazovana nerovnost |AB| +|CD| =

<
> |BC| + |DA.
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