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Kategorie B

Texty dloh

B-1-1
Najdéte vSechna pfirozena &isla k, pro néz je zapis &isla 6% - 72007 v de-
sitkové soustavé zakonlen dvojéislim a) 02; b) 04. (Eva Ridkd)
B-1-2

V pésu mezi rovnobézkami p, ¢ jsou dany dva razné body M a N. Se-
strojte kosoctverec nebo ¢tverec, jehoz dvé protéjsi strany lezi na pfim-
kidch p a ¢ a body M a N lezi po jednom na zbyvajicich dvou stranéch.

(Jaromir Simsa)

B-1-3
Jsou-li z a y redlna &isla, pro néz plati z° 4+ 3® < 2, potom =z +y < 2.
Dokazte. (Jdn Mazdk)
B-1-4

Najdéte vSechny pravothlé trojiuhelniky s délkami stran a, b, ¢ a délkami
téZnic g, tp, te, pro néz plati a + t, = b + t,. Uvazujte oba ptipady, kdy
AB je a) pfepona, b) odvésna. (Pavel Novotny)

B-1-5

Urdete vSechny dvojice a, b redlnych ¢isel, pro néz méa kazd4 z kvadratic-
kych rovnic
ar® +2bz+1=0, bz’+2ax+1=0

dva razné realné kofeny, pricemz pravé jeden z nich je obéma rovnicim
spoleény. (Jaroslav Svréek)
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B-1-6

Obdélnik 2005 x 2007 je rozdélen na c¢erné a bilé jednotkové ctverecky.
Dokazte, Ze pak pro jednu z barev (&ernou nebo bilou) existuje vice nez
95 800 pravouhelniki (sloZenych z jednotkovych &tvereckil), jez se navza-
jem nepfekryvaji a jejichz rohovéa policka maji vesmés zvolenou barvu,
pficemz kaZzd4 z jejich stran obsahuje asponl dva ¢tverecky.

(Pavel Leischner)

B-S-1
Jestlize libovolné prvodislo vydélime tficeti, bude zbytkem ¢islo 1 nebo
prvodislo. Dokazte. (Vogtech Balint)
B-S-2

Urcete vSechny dvojice (a, b) redlnych éisel, pro néz maji rovnice
2+ Ba+bz+4a=0, 22+ 3b+a)z+4b=0
spoleény realny kofen. (Jaroslav Svréek)

B-S-3

V roviné jsou dany dvé rovnobdzky p a ¢, bod A na p¥imce p a bod M
lezici uvnitf pasu mezi pfimkami p a q. Sestrojte koso¢tverec nebo ¢tverec
ABCD tak, aby strana AB lezela na pfimce p, strana C'D na pfimce ¢
a aby thlop¥icka BD prochézela bodem M. (Jaromir Simsa)

B-1l-1

Uvazujme dvé kvadratické rovnice
2 —ax—b=0, z2—bzx—a=0

s redlnymi parametry a, b. Zjistéte, jaké nejmensi a jaké nejvétsi hodnoty
muZe nabyvat soucet a + b, existuje-li pravé jedno redlné cislo x, které
soucasné vyhovuje obéma rovnicim. Urlete déle vSechny dvojice (a,b)
redlnych parametrli, pro néz uvaZovany soudet téchto hodnot nabyva.
(Jaroslav Svrcek)
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B-1Il1-2

V trojthelniku ABC maé thel « velikost 20°. Vypocitejte velikosti ihla
[ a 7, plati-li rovnost a + 2v, = b + 2vy. (Pavel Novotny)

B-1-3

V roviné je dan rovnobé&znik ABCD, jehoz uhlopficka BD je kolma ke

strand AD. Ozna¢me M (M # A) prusecik pfimky AC' s kruZnici o pru-

méru AD. Dokazte, Ze osa tsecky BM prochdzi stfedem strany CD.
(Jaroslav Svréek)

B-1l-4

Hokejovy turnaj se hraje systémem ,kazdy s kazdym“. V pribéhu turnaje
se kazdéa dvojice druzstev stfetne pravé jednou. Turnaj se odehrava po
jednotlivych kolech. Pfi sudém poctu druzstev sehraje kazdé v jednom
kole jeden zépas, pfi lichém poétu mé v kazdém kole jedno z druzstev
volno. Za remizu dostane kazdy ze souperi po jednom bodu. Pokud zapas
neskon¢i remizou, dostane vitéz dva body, porazeny neziska zadny bod.
O poradi v tabulce rozhoduje pfedevsim poéet bodti, pii rovnosti bodt
pak skére. Po odehréni nékolika kol neméla zadna dvojice druzstev stejny
pocet bodu. Dokazte, Ze v tom pifipadé uz posledni v tabulce ztratil nadéji
na celkové vitézstvi. Ulohu Feste pro turnaj

a) deseti druZstev,

b) jedenécti druzstev. (Martin Pandk)

48



Regeni tiloh

B-1-1

Opakovanym nésobenim ¢islem 6 zjistime, Ze posledni dvojcisli mocnin
6% pro k =1,2,3,... jsou postupné

06, 36, 16, 96, 76, 56, 36, 16, 96, 76, 56, . . . , (1)

opakuji se tedy od druhého ¢lenu s periodou délky 5. Podobné opakova-
nym néasobenim ¢islem 7 zjistime, Ze posledni dvojcisli mocnin 7™ pro
m =1,2,3,... jsou postupné

07,49, 43,01, 07,49, 43,01, ..., (2)

opakuji se tedy jiz od prvniho ¢lenu s periodou délky 4.

a) ProtoZe kazda mocnina Sesti je zakondena &islici 6, bude &islo 6% -
. 72007=k zakon&eno dvojkou, jediné kdyZ bude &islo 720°7—* zakonceno
dvojéislim 07 (jiné dvojéisli z (2) nevyhovuje). Nésobenim é&isly 6, 36,
16, 96, 76 a 56 oviem zjistime, Ze ¢&islo 6% - 72007=k mize mit v takovém
pfipadé na pfedposlednim misté jen nékterou z ¢islic 1, 3, 4, 5, 7, 9.
Zakonceni dvojcislim 02 proto neni mozné.

b) ProtoZe kazd4 mocnina Sesti je zakoncena &islici 6, bude &islo
6% . 72007=k zakonéeno étyikou, pravé kdyz 72°°7—* bude zakonéeno dvoj-
¢islim 49 (jiné dvojéisli z (2) nevyhovuje). Nasobenim vSemi riznymi
&isly z (1) zjistime, ze 6 - 72907=F je zakonéeno dvojéislim 04, jediné kdy#
6% konéi dvojcislim 96. Cislo 6% konéi na 96, pravé kdyZz je mocnitel k
tvaru k = 4+ 5a; &islo 72°97=F konéi na 49, pravé kdyz p¥islusny mocnitel
mé tvar 2007 — k = 2 + 4b. Dosazenim k = 4 + 5a dostaneme rovnici
2007 —4 — 5a = 2 4 4b, kde a a b jsou celd nezaporna ¢isla. Z ni vychézi
_ 2001 — 5a 00— g — a—l.

4

Aby bylo b celé, musi byt a — 1 délitelné ¢tyimi, tedy a = 4¢ + 1; potom
b =499 — 5¢, k = 9 + 20c. Mocnitel 2007 — k rovny 1998 — 20c nemuze
byt zaporny, proto ¢ < 99.

Cislo 6% . 72007=k je zakondeno dvojcislim 04, pravé kdyz je &islo k
tvaru k = 9 + 20c, kde c € {0,1,2,...,99}.

b

Pozndmka. Rovnice tvaru az + by = ¢, kde a, b, ¢ jsou dana cela ¢isla
a z, y celoCiselné neznamé, se nazyva linearni diofantickd rovnice o dvou
neznamych.
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B-1-2

V kosoétverci (Etverci) jsou vzdalenosti protilehlych stran stejné. Nasim
tkolem je tedy vést body M a N rovnobézky, jejichz vzdalenost je rovna
vzdalenosti d rovnobézek p a ¢. Pata P kolmice z bodu M ke strané
hledaného kosoc¢tverce prochazejici bodem N lezi na Thaletové kruznici
nad primérem M N a mé od bodu M vzdalenost d (obr. 14). Odtud plyne
konstrukce:

Obr. 14

Sestrojime Thaletovu kruznici k£ nad primeérem M N a kruZnici | se
sttedem M, jejiz polomér je roven vzdalenosti d pfimek p a ¢. Oznacéime
P prusecik kruznic k a [. Na pfimce PN lezi jedna ze stran hledaného
(koso)é&tverce. Protilehld strana prochazi bodem M a je s pfimkou PN
rovnobézna.

Vznikly rovnobéZnik je skuteéné kosodtverec nebo ¢tverec, nebot ze
shodnosti vysek vyplyva shodnost stran.

Diskuse: Existence feSeni je podminéna existenci bodu P. Ziejmé pak
nemize byt NP || ¢, protoZe by to znamenalo, Ze je |M P| < d, takze rov-
nobézky prochazejici body M, N vidy vytnou poZadovany rovnobé&znik.
Je-li [MN| > d, maji kruznice k a ! dva riizné priseéiky P; # P, (obr. 15),
takZe tloha mé dvé feSeni. Je-li |[M N| = d, potom P = N; stranu koso-
¢tverce prochazejici bodem N sestrojime jako kolmici na M N a tloha
ma jen jedno feSeni. V pfipadé |M N| < d nemd tloha FeSeni.

B-1-3

Tvrzeni dokdzeme sporem. Ptipustme, Ze plati z+y > 2. Potom y > 2—=,
takze y3 > (2—1)3, nebot funkce s = 3 je v proménné ¢ rostouci v celém
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oboru realnych &isel. Proto plati
B4y >+ (2-2)d=8-122+622=6(x—-1)2+22>2.

To je ve sporu s predpokladem. Tim je tvrzeni dokdzano.

Jiné FeSeni. Dvojélen 22 +y? rozlozime na souéin (z+y)(z? —zy+y?).
Kdyby platilo = +y > 2, pak bychom pro druhy &initel 22 — zy + % méli
odhad
2

1 3
a? —zy+y? = Z(w+y)2+z(w—y)

Pro vyraz 23 + y® by pak platilo

> 1.

PP =(c+y)@@®-zy+y?)>2-1=2.
To je opét ve sporu s predpokladem. Tim je tvrzeni dok4zano.
B-1-4

a) Nechf a i b jsou odvésny (obr.16). Potom podle Pythagorovy véty

A
1
50
1
3b
B %a %a
Obr. 16
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plati

takZze podminka a +t, = b + t;, ma tvar

a+1/b2 + _b+ 2+

Protoze z nerovnosti a > b vyplyva (viz zavéretnou poznamku) t, > t,,
jsou nésledujici tpravy ekvivalentni:

:”b2+ E 2, Ha2
\[(1

2a — 2b = \/4a2? + b2 — \/4b? + a2,
4a? — 8ab + 4b? = 5a% + 5b% — 21/(4a2 + b2)(4b2 + a?),
2v/4a% + 17a2b2 + 4b* = a® + 8ab + b?,
16a* + 68a%b? + 16b* = a* + 16a%b + 66a%b? + 16ab> + b*,
15a* — 16a3b + 2a%b? — 16ab> + 15b* = 0.

Mnohoclen na levé strané posledni rovnice je zfejmé délitelny dvoj-
¢lenem a—b (pro a = b je totiz roven nule). Délenim zjistime, Ze vysledny
mnohoclen tretiho stupné méa opét stejnou vlastnost, takze po opakova-
ném déleni pfevedeme zkoumanou rovnici do souc¢inového tvaru

(a —b)*(15a® + 14ab + 15b%) =

Posledni rovnost plati, pravé kdyz a = b, protoze 15a2 + 14ab + 156% > 0
pro kazdou dvojici realnych ¢isel a, b.
V pfipadé a) muzeme postupovat i nésledovné: Odectenim rovnosti

N ON SO}

3
t2 -2 = Z(b2 — a?).

dostaneme

Na obou stranich posledni rovnice jsou rozdily druhych mocnin. Pfe-
vedeme je na soudiny a pak vyuZijeme danou rovnost a + t, = b+t
upravenou do tvaru t, —t, = b — a:

(ta —tp)(ta + o) = %(b —a)(b+ a),
(b—a)(te +tp) = %(b—a)(a+b).
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Kdyby bylo a # b, vyjde t, +t, = %(a + b); to spolu s rovnosti
to —ty =b—a dava t, = %b — %a, tedy t, < b, coZ odporuje tomu, Ze t,
je prepona a b odvésna téhoZ pravotihlého trojihelniku (obr. 16). Proto
musi platit rovnost a = b.

b) Necht napf. a je pfepona (je-li pfepona b, staci strany a, b v na-
sledujicim textu navzajem vyménit). Potom z Thaletovy a Pythagorovy

véty plyne
ta = g, ty = \/02 + (g)2 = \/a2 - b2+ (g)z,

a rovnost ze zadani méa tedy tvar

3a

5 =b+ a2—b2—|—(9>2.

2

ProtoZe prepona a je delsi nez odvésna b, tedy a > b, jsou nasledujici
upravy ekvivalentni:

3a — 2b = \/4a? — 3b2,
9a% — 12ab + 4b* = 4a® — 3b?,
5a% — 12ab + 7b% = 0,
(a —b)(5a —Tb) =0,
5a — 7b = 0.

Zavér: Rovnost a + t, = b+ t, plati pro pravouhlé rovnoramenné
trojuhelniky s odvésnami a = b a pro pravouhlé trojihelniky, které maji
strany v pomd&ru 5 : v/24 : 7, a pfitom nejkrat$i z nich je (tfeti) strana c.

Pozndmka. Téznice obecného trojthelniku (at je pravouhly ¢&i nikoliv)
maji stejnou vlastnost jako jeho vysky: ke kratsi strané sméfuje delsi
téZnice. Odtud plyne, zZe rovnost a + t;, = b + t, plati, pravé kdyz a = b.

[Nerovnosti mezi stranami a, b a mezi ¢astmi t&znic %t 2

a» 5tp Porovname

poloroving vytaté osou strany AB.]

B-1-5

Ze zadani vyplyva, Zze a # 0, b # 0 (rovnice by nebyly kvadratické)
a a # b (rovnice by byly totozné, a pokud by mély dva redlné koreny,
byly by oba spoleéné).
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Ozna¢me xg spoleény kofen obou rovnic, takze
ax%+2bm0+1 =0, bx%—}-Qaazo—i—l:O.
Odectenim obou rovnic dostaneme
(a — b)(x2 — 220) = zo(a — b)(zo — 2) = 0.

Protoze a # b a 0 zfejmé kofenem danych rovnic neni, musi byt spoleénym
korenem ¢islo o = 2. Dosazenim do danych rovnic tak dostaneme jedinou
podminku 4a + 4b + 1 = 0, neboli

b=—a-—-.

4
Diskriminant druhé z danych rovnic je pak 4a’® — 4b = 4a® + 4a +
+1 = (2a + 1)?, takZe rovnice mé dva riizné redlné kofeny pro libovolné
a # —%. Podobné diskriminant prvni z danych rovnic je 4b> — 4a =
=4b%+4b+1 = (2b+1)%. Rovnice ma tedy dva rfizné realné kofeny pro

libovolné b # ——;— neboli a # %.

Z uvedenych predpokladi vSak zaroven plyne, Ze musi byt a # —-%
(b#0)aa#—% (a#b). 1 o
_é_i;fée; Vyhovuji vSechny dvojice (a,—a — 3), kde a € R\ {-3, -7,

B-1-6

Budeme hledat obdélnik co nejmensiho obsahu, v némz musi byt obsa-
7en pravouhelnik, ktery mé vSechna rohova policka stejné barvy. Sitka 2
nestaci (pfi libovolné délce by naptiklad mohl byt jeden cely fadek cerny
a druhy bily). Uvazujme tedy obdélnik sitky 3. Jeho sloupce mohou byt
obarveny osmi zptsoby (obr. 17):

Obr. 17

Je-li obdélnik slozen jen ze Sesti sloupcii 2 aZ 7, nemé zadny pravo-
thelnik s rozméry vétsimi nez 1 v ném obsazeny vSechna rohova policka
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téZze barvy. Uvedenych Sest sloupct totiz predstavuje vSechny moznosti,
jak obarvit sloupec slozeny ze tii policek dvéma barvami, aby nebyl jed-
nobarevny (jednobarevné jsou pak zbyvajici dva sloupce 1 a 8). Kdyby
v takovém obdélniku existoval pravothelnik s rohovymi policky téze bar-
vy, byly by pfislusné sloupce stejné.

MA4-li vak obdélnik sifky 3 délku aspon 7, jsou v ném bud dva stejné
sloupce, nebo v ném je néktery z jednobarevnych sloupctt (1 a 8). V pfi-
padé dvou stejnych sloupct je existence pravouhelniku se stejné obarve-
nymi rohovymi policky zfejméa. Nejsou-li zadné dva sloupce stejné, ale je
tam jednobarevny sloupec barvy A, musi v obdélniku byt i sloupec, jehoz
dvé policka maji barvu A. Tento sloupec a jednobarevny sloupec barvy A
vymezuji pravouhelnik, jehoZz vSechna rohova policka maji barvu A.

Dany obdélnik 2 005 x 2007 nyni rozdélime na dvé ¢asti 2002 x 2007
a 3 x 2007. Protoze 2002 = 7 - 286, 2007 = 3 - 669, sklada se prvni
Cast z 286 - 669 neprekryvajicich se obdélniki 7 x 3. V druhé casti
je jeSté dalsich 286 obdélniki 7 x 3. Obdélnikti 7 x 3 je tedy celkem
286 - 669 + 286 = 286 - 670 = 191 620. V kazdém z nich je obsazen aspon
jeden pravouhelnik, ktery mé vSechna rohova poli¢ka stejné barvy. Pro
nejméné polovinu takto nalezenych obdélnikt, tedy pro alespori 95 810 je
pak barva rohovych poli stejna.

B-S-1

Libovolné prvodislo p lze napsat ve tvaru p = 30a + z, kde a je celé
nezaporné a z, 1 £ z < 29, je zbytek pfi déleni ¢isla p tficeti (je-li p
prvocislo, miizeme nulovy zbytek vyloudit).

Jestlize p je prvodislo mensi nez 30, je zfejmé z = p také prvodislo.

Predpoklddejme tedy, Ze p je prvodislo vétsi nez 30, takZe a = 1.
Pfipustme, Ze zbytek z neni ani é&islo 1, ani prvodislo, a ozna¢me ¢ jeho
nejmensi prvoéiselny délitel. Ziejmé plati ¢ < z < 30 < 72, odkud ¢ < 7
neboli ¢ € {2,3,5}. Protoze ¢islo 30 je délitelné dvéma, tiemi i péti, je
délitelné prvoéislem ¢, takze i ¢islo p = 30a + z je prvocislem ¢ délitelné.
Nemtze to tudiz byt prvodislo.

Jiné feSeni. Vyjadieme ¢islo p ve tvaru p = 30a + z. Kdyby bylo
zbytkem z nékteré z ¢isel 0,4, 6,8,10,12, 14,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, bylo
by p sudé a ptitom vétsi nez 2, takze by nebylo prvocislem. Kdyby bylo
zbytkem nékteré z ¢isel 9, 15, 21, 27, bylo by p délitelné tfemi a pritom
vétsi nez 3 a nemohlo by byt prvocislem. Koneéné pii zbytku 25 by bylo
p délitelné péti a pritom vétsi nez 5, takze ani pak by to nebylo prvocislo.
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Strucénéji feéeno: Protoze kazdé slozené ¢islo mensi nez 30 je soudélné
s 30, je zbytkem prvocisla p pri déleni t¥iceti jednotka nebo prvocislo.

B-S-2

Je-1li 2y spoleény kofen obou rovnic, plati
x4+ (3a +b)zo +4a =0, z2+4 (3b+a)ze+4b=0.

Odectenim téchto rovnosti dostaneme (2a — 2b)z¢ + 4(a — b) = 0, coZ po
apravé dava (a — b)(zo + 2) = 0.

Rozebereme dvé moznosti:

Cislo g = —2 je spoleénym kofenem obou rovnic, dosazenim do kte-
rékoli z nich dostaneme 4 — 2a — 2b = 0, tedy b = 2 — a. Pro takové b
maji obé& rovnice pfi libovolné hodnoté parametru a spoleény koren —2.

Jestlize a = b, maji obé& dané rovnice stejny tvar 2% + dazx + 4a =
= 0. Aspon jeden kofen (samoziejmé spoleény) existuje, pravé kdyz je
diskriminant 16a% — 16a nezdporny, tedy pravé kdyz a ¢ (0,1).

Zdvér: Dané rovnice maji aspon jeden spoleény kofen pro vSechny
dvojice tvaru (a,2 — a), kde a je libovolné, a pro vSechny dvojice (a,a),
kde a ¢ (0,1).

B-§-3

Ze shodnosti trojuhelniki ABM a CBM (sus) vyplyva |CM| = |AM]|;
bod C proto musi lezet na kruznici se stfedem M a polomérem |AM |
(obr. 18). Uhlopticky (koso)&tverce jsou na sebe kolmé, proto body B
a D lezi na kolmici vedené bodem M na piimku AC.

Obr. 18

Konstrukce: Sestrojime kruznici k se stfedem M a polomérem |AM|.
Prusecik této kruznice s pfimkou ¢ je bod C. Bodem M vedeme kolmici
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na pfimku AC'. Jeji priiseciky s pfimkami p a g jsou body B a D (obr. 19).
Sestrojeny ¢tyfuhelnik mé zfejmé vSechny pozadované vlastnosti.

Obr. 19

Diskuse: Je-li vzdéalenost bodu M od primky ¢ vétsi nez jeho vzda-
lenost od bodu A, nemé kruZnice k s pfimkou ¢ spolecny bod a tloha
nema feseni.

Ma-li bod M stejnou vzdélenost od primky ¢ jako od bodu A, mé
kruznice k s pfimkou ¢ jediny spoleény bod C. Pokud zaroven bod M
nelezi na ose pasu mezi rovnobézkami p a ¢, neni pfimka AC kolma
na p, proto kolmice vedend bodem M na pfimku AC neni s pfimkou p
rovnobézna a tloha mé jedno feSeni; pokud ale bod M lezi na ose pasu
(je to tedy prusecéik osy pasu s kolmici k pfimce p vedenou bodem A),
nema tloha FeSeni.

Je-li vzdalenost bodu M od primky ¢ mensi nez jeho vzdélenost od
bodu A, protind kruznice k pfimku ¢ ve dvou bodech. Pokud bod M lezi
na ose pasu mezi rovnobézkami p a g, lezi jeden z pruseéiki na kolmici
vedené bodem A na pfimku p a tloha mé jedno feSeni; nelezi-li M na
ose pasu, mé tloha dvé feseni.

Jiné FeSeni. Prisecik S uhlopficek (koso)étverce ABCD musi lezet
na ose pasu mezi rovnobézkami p a q.

Lezi-li bod M na ose péasu, musi platit S = M; bod C je potom
prusecik pfimek AS a ¢, B a D jsou prusediky kolmice k pfimce AC
vedené bodem M s pfimkami p a q. Je-li pfitom AM L p, nemd tloha
feSeni, jinak m4 jedno feSeni.

Nelezi-li M na ose pasu, je uhel ASM pravy. Proto je bod S prisedi-
kem osy pasu s Thaletovou kruznici nad primérem AM. Body C, B, D
potom najdeme stejné jako v pfedchozim feseni. Podle poc¢tu spoleénych
bodt osy péasu a Thaletovy kruZnice ma potom tloha dvé feseni, jedno
feSeni nebo neméa zadné feseni.
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Jiné FeSeni. Bod M lezi na ose ihlu ADC| proto mé od primek AD
a ¢ stejnou vzdalenost. Piimka AD je tedy teénou kruZnice, kterd mé
stted M a dotyka se primky gq.

Konstrukce: Sestrojime kruZnici h se stfedem M, kterd se dotyka
primky ¢. Vrchol D hledaného (koso)&tverce je prusecik piimky ¢ s te¢nou
kruznice h prochazejici bodem A. Body B a C potom uZ najdeme snadno.

Diskuse: Ma-li bod M od bodu A mensi vzdalenost neZ od pfimky ¢,
neprochdzi bodem A zadna te¢na kruznice h a iloha nem4 feseni.

Ma-li bod M od bodu A stejnou vzdélenost jako od primky ¢, lezi
bod A na kruZnici h a prochazi jim jedna tecna této kruznice. Pokud
pfitom bod M lezi na ose pasu mezi rovnobézkami p a ¢, je touto tecnou
primka p, kterd pfimku g neprotind, a tloha nemd feSeni. Pokud ale
bod M na ose pasu nelezi, teéna je s pfimkou ¢ rtiznob&zna a tloha ma
jedno feSeni.

Ma-li bod M od bodu A vétsi vzdalenost nez od primky ¢, existuji
dvé tefny kruznice h prochézejici bodem A. Pokud pfitom bod M lezi
na ose pasu, je jednou z teen primka p a tloha ma jedno feSeni; pokud
bod M na ose pasu nelezi, jsou obé teény s ¢ riznobézné a tiloha ma dvé
feSeni.

B-I1I-1

Odectenim obou danych rovnic dostaneme rovnost (b —a)z +a —b =0
neboli (b — a)(z — 1) = 0, odtud plyne b = a nebo z = 1.

Jestlize b = a, maji obé& rovnice tvar 22 — az — a = 0. Pravé jedno
feSeni existuje, pravé kdyz je diskriminant a? + 4a nulovy. To plati pro
a = 0 a pro a = —4. Protoze b = a, ma soudet a + b v prvém piipadé
hodnotu 0 a ve druhém pfipad& hodnotu —8.

Jestlize z = 1, dostaneme z danych rovnic a +b =1, tedy b = 1 — a.
Rovnice potom maji tvar

?—az+a—-1=0 a zZ+(a-1)z—a=0.

Prvni mé kofeny 1 a a — 1, druha kofeny 1 a —a. Pravé jedno spole¢né
feseni tak dostaneme vzdy s vyjimkou pfipadu, kdy a — 1 = —a neboli
a= %, kdy jsou spoleéna feseni dvé.

Zdveér. Nejmensi hodnota sou¢tu a + b je —8 a je dosaZena pro a =
= b = —4. Nejvétsi hodnota souctu a + b je 1; této hodnoty je dosazeno
pro vSechny dvojice (a,1 — a), kde a # % je libovolné redlné ¢islo.
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B-1l1-2

Z vyjadieni vySek pomoci thlu v, tj. v, = bsin~y a v, = asin~y, dostaneme
dosazenim do predpokladaného vztahu rovnost a+2bsiny = b+ 2asin~y,
ktera plati, pravé kdyz (a — b)(1 — 2siny) = 0.

Jestlize a = b, vychéazi 8 = a = 20°, takze v = 140°.

Jinak musi byt siny = %, takZe v = 30° nebo v = 150°; tthel 8 v obou
pripadech dopocitame jako 8 = 180° — a — 7.

Uloha ma t¥i Feeni: § = 20° a y = 140°, # = 130° ay = 30°, 3 = 10°
a y = 150°.

Jiné FeSeni. Dvojim vyjadfenim obsahu trojihelniku ABC dostaneme
rovnost av, = bv,. Hodnoty ve dvojicich a, 2v, a b, 2v, maji tedy stejné
soudiny a podle zadani i stejné soucty, takze to jsou dvojice kofend téze
kvadratické rovnice, proto {a, 2v,} = {b, 2vp}. V pfipadé v, = vy je a = b,
a tedy a = 3, pfipad a = 2v, nastane, pravé kdyz mé v velikost 30 nebo
150 stupnu.

Pozndmka. Uvahu o zminéné kvadratické rovnici lze samoziejmé na-
hradit i pfimym dosazenim b = a + 2v, — 2v, do rovnosti av, = bvy; po
upravé vyjde (a — 2vp) (v, — vp) = 0.

B-1I11-3

Podle Thaletovy véty je thel AM D pravy, proto je i thel DM C pravy
(obr. 20). Strany BC a AD jsou rovnobé&iné, proto je thlopiicka BD
kolmé i ke strané BC. Body M a B tedy leZi na Thaletové kruZnici
s prumérem CD. Maji proto od stiedu tisecky CD stejnou vzdalenost,
takZze zminovany stfed lezZi na ose tsecky M B.

C

Obr. 20
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B-1l-4

a) Turnaj se skldda z deviti kol. Ma-1i kazdé druzstvo jiny pocet bodd,
musi mit prvni v tabulce aspon o 9 bodu vic nez posledni. Na zisk deviti
bodid je nezbytné sehrat aspon pét zdpasl; to znamend, Ze uz muselo
probéhnout aspon 5 kol, takze do konce turnaje zbyvaji nejvyse Ctyfi
kola. V nich miZe posledni v tabulce ziskat maximélné 8 bod, a prvniho
uz nemuze dostihnout.

b) V turnaji probéhne 11 kol (kazdé druzstvo desetkrét hraje a jednou
mé volno). Ma-li kazdé druZstvo jiny pocet bodil, muselo uz byt udéleno
asponn 0+1+42+...410 = 55 bodu. V jednom kole se odehraje 5 zapasi,
takze se rozdéli 5 -2 = 10 bodu. Proto uz muselo byt odehrdno aspoii
6 kol a do konce jich zbyva nejvyse pét.

Kdyby byl mezi nékterymi sousedy v tabulce vétsi rozdil neZ jedno-
bodovy, mél by prvni aspon o 11 bodu vic nez posledni a ve zbyvaji-
cich nejvyse péti kolech by jim nemohl byt dostiZen. P¥ipustme tedy,
ze rozdily mezi sousedy v tabulce jsou pouze jednobodové. Ma-li po-
sledni b bodt (zfejmé 0 < b < 11), je celkovy pocet udélenych bodl
b+ (b+1)+ (b+2)+...+ (b+10) = 11b + 55. K tomu bylo potieba
odehrét k = $5(11b+ 55) = b+ 5 + 75 (b + 5) kol. Podet odehranych kol
je celé ¢islo, proto 10 | b + 5. Odtud vyplyva b = 5, a tedy k = 11. To
znamena, ze jsou odehrana vSechna kola a posledni misto v tabulce je
definitivni.

Jiné FeSeni Casti b). Stejné jako v prvnim FeSeni dokdZeme, Ze uz
muselo probéhnout aspon 6 kol. Mezi prvnim a poslednim v tabulce je
aspon desetibodovy rozdil. Kdyby probéhlo kol aspon 7, zbyvala by do
konce nejvys 4 kola a v nich by nemohl posledni nejméné desetibodovy
naskok prvniho vyrovnat. Pfedpokladejme tedy, Ze probé&hlo pfesné 6 kol,
takze bylo rozdéleno pravé 60 bodi. Kdyby mél posledni v tabulce aspoii
jeden bod, byl by celkovy pocet udélenych bodi alespori 1 + 2 + 3 +
+ ...+ 11 = 66 > 60. Posledni tedy musel byt bez bodu. Potom ale
prvni musel mit vice nez 10 bodti, protoZe v opa¢ném piipadé by byl
bodovy zisk vSech druzstev 0 +1+ 2 + ...+ 10 = 55 < 60. Mél tedy
prvni pred poslednim aspon jedenactibodovy néaskok, ktery uz posledni
ve zbyvajicich péti kolech nemuiZe vyrovnat.
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