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Kategorie A

Texty dloh

A-1-1

Najdéte vSechny trojice realnych éisel a, b, ¢ s vlastnosti: Kazda z rovnic

23+ (a+1)22+ (b+3)z+ (c+2) =0,
23+ (a+2)2* + (b+ 1)z + (c+3) =0,
2+ (a+3)z*+ (b+2)z+(c+1)=0

mé v oboru redlnych &isel t¥i rizné kofeny, celkem je to vSak pouze pét
riznych ¢isel. (Jaromir Simsa)

A-1-2

V roviné je déna tsecka AV a ostry thel velikosti a. Urete mnozinu
stfedl kruznic opsanych vSem tém trojuhelnikim ABC' s vnitinim thlem
« pii vrcholu A, jejichz vysky se protinaji v bodé V. (Pavel Leischner)

A-1-3

MnoZinu M tvoii 2n rtznych kladnych realnych &isel, kde n = 2. Uva-
Zujme n obdélnik, jejichz rozméry jsou cisla z M, pricemz kazdy prvek
z M je pouzit pravé jednou. Urcete, jaké rozméry maji tyto obdélniky,
je-li soucet jejich obsaht

a) nejvétsi mozny; b) nejmensi mozny. (Jaroslav Svrcek)
A-1-4

Urcéete pocet koneénych rostoucich posloupnosti pfirozenych é&isel

ai,as,...,a, vsech moznych délek k, pro které plati a; =1, a; | a;4+1 pro

1=1,2,...,k—1aar = 969969. (Martin Pandk)
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A-1-5

Je déna kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a pfimka p, které ji nepro-
tina. Uvazujme libovolnou kruznici [, kterd ma vnéjsi dotyk s kruznici k
a dotyka se i pfimky p. Pfislusné body dotyku oznaéme A a B. Pokud
body O, A, B nelezi v primce, sestrojime kruznici m opsanou trojuhel-
niku OAB. Dokazte, Ze vSechny takové kruznice m prochazeji spoleénym
bodem riznym od bodu O, anebo se dotykaji téze primky.

(Jdn Mazak)

A-1-6
Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n existuje celé ¢islo a, 1 < a < 57,
takové, ze plati 5" | a® —a + 1. (Jdn Mazdk)
A-S-1

V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

2 —y =2
y2 -z :iL’2,
22—z =y
(Jdn Mazdk)
A-S-2

Podstavy hranolu tvori dva shodné konvexni n-tihelniky. Pocet v vrchola
tohoto télesa, pocet s jeho sténovych thlopricek a pocet ¢ jeho té&lesovych
uhlopficek tvoii v jistém pofadi prvni tfi ¢leny aritmetické posloupnosti.
Pro kterd n to plati? (Poznamka: Sténami hranolu rozumime boéni
stény i podstavy. Télesova thlopticka je tsecka, jez spojuje dva vrcholy
hranolu, které nelezi v téze sténg.) (Vojtech Balint)

A-S-3

V roviné je dan tthel X SY a kruznice k o stfedu S. Uvazujme libovolny
trojuhelnik ABC' s vepsanou kruznici k, jehoZ vrcholy A a B lezi po fadé
na polopfimkach SX a SY. Uréete mnozinu vrcholi C vSech takovych
trojuhelniktt ABC. (Jaromir Simsa)
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A-I1l-1

Necht n je dané prirozené ¢éislo vétsi nez 1. Najdéte viechny dvojice celych
Cisel s a t, pro které rovnice

" + sz — 2007 =0, " +tx —2008 =0

maji v oboru redlnych éisel asponi jeden spoleény korfen.
(Jaromir Simsa)

A-1l-2

V roviné jsou dany dvé kruznice ky, ko o riznych polomérech, které maji
vnéjsi dotyk v bodé T'. Uvazujme libovolné dva body A € k; a B € ko,
oba rtzné od bodu T a vybrané tak, Ze ihel AT B je pravy.

a) Dokazte, Ze vSechny uvazované piimky AB prochézeji tymZ bodem.
b) Najdéte mnozinu stfedtt vSech takovych usecek AB.  (Jdn Mazdik)

A-11-3

Pole tabulky n x n, kde n 2 3, jsou st¥idavé derna a bila jako na obydejné
Sachovnici, pfi¢emz pole v levém hornim rohu je ¢erné. Bild pole budeme
barvit nacerno nasledujicim postupem. V jednom kroku vybereme libo-
volny obdélnik 2 x 3 nebo 3 x 2, ve kterém jsou jesté tii bila pole, a tato
t¥i pole zaCernime. Pro kterd n miZeme po urcitém poctu kroku zacernit
celou tabulku? (Peter Novotny)

A-1l1-4

Necht M je libovolny vnitini bod polokruznice k se stfedem S a prii-
mérem AB. Oznaéme k4 kruznici vepsanou kruhové vyseéi ASM a
kp kruznici vepsanou kruhové vyseci BSM. Dokazte, Ze kruZnice k4
a kp lezi v opa¢nych polorovinach vytatych n&kterou piimkou kolmou
k tseCce AB. (KruZnice vepsand kruhové vyseci se dotyka obou ramen

i hrani¢niho oblouku.) (Jaroslav Svrcéek)
A-1lIl-1

V oboru reélnych cisel feste soustavu rovnic
z+y® =1y°
Y+ z? = 23,

(Jaroslav Svréek)
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A-1lIl1-2

Jsou dany dvé kruZnice k1 (S1;71) a ka(S2;72), pficemz |S1.S2| > r1 + 2.
Uvazujme libovolny trojihelnik ABC' s vrcholem A na kruznici k; a vr-
choly B, C na kruZnici ko zvolenymi tak, Zze obé pfimky AB, AC jsou
teCnami kruznice k9. Najdéte
a) mnozinu stfedt kruznic vepsanych,
b) mnoZinu priseéikl vysek

vSech takovych trojuhelnikit ABC. (Tomas Jurik)

A-1I1-3
Zjistéte, pro ktera cela kladna ¢isla a, b je hodnota podilu

+ab+a+b—1
a?2+4+ab+1

rovna celému dislu. (Martin Pandk)

A-I1lIl-4

Rovnost
2008 =1111 + 666 + 99 + 88 + 44

je rozkladem ¢&isla 2008 na soucet nékolika navzidjem riznych vicemist-

nych ¢isel, z nichz kazdé je zapsano stejnymi ¢islicemi. Najdéte

a) asponl jeden takovy rozklad ¢isla 8 002,

b) vSechny takové rozklady ¢isla 8002, které maji co nejmensi podet
s¢itancli (na jejich pofadi nebereme ztetel). (Jaromir Simsa)

A-1lIl-5

Karel v jisty okamzik na svych presné jdoucich hodinkéch zjistil, Ze konec
velké rudicky, konec malé rucicky a vhodny bod na kruznici ciferniku
tvori vrcholy rovnostranného trojihelniku. Nez tento jev nastal podruhé,
uplynula doba ¢t. Najdéte nejvétsi mozné ¢ pro dané hodinky v zavislosti
na poméru k délek obou ruéicek (k > 1), kdyz polomér kruznice ciferniku
je shodny s délkou velké rucicky. (Jaromir Simsa)
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Urcete nejvétsi realné Cislo p a nejmensi redlné éislo ¢, pro néz nerovnosti

a+tp
b+t,

p< <q

plati v libovolném trojthelniku ABC se stranami a, b a t&Znicemi t,, tp.
(Pavel Novotny)
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Reseni tiloh

A-1-1

Predpokladejme, Ze ¢isla a, b, ¢ maji pozadovanou vlastnost. VSimneme
si nejdrive, ze kazdé dvé z danych rovnic museji mit spoleény kofen, jinak
by mély dohromady Sest rtznych kofend.

Spoleéné koteny dvou z danych t¥i kubickych rovnic, které pro potieby
feSeni o¢islujeme (1), (2) a (3), jsou kofeny kvadratickych rovnic, které
dostaneme jejich odeétenim. VypiSme vSechny tii ,rozdilové“ rovnice,
které nezaviseji na parametrech a, b, ¢ (to je Fesitelsky pozitivni zjisténi),
a rozlozme rovnou jejich levé strany na kofenové Cinitele:

-2z +1=(z-1)%>=0, (2)-(1)
202 —x—1=(2z+1)(z—1) =0, (3)-(1)
?4r-2=(x—-1)(x+2)=0. (3)-(2)

Vidime, Ze rovnice (1) a (2) maji jediny spoleény koten « = 1, takZe maji
dohromady prévé pét rtiznych kotfent. Proto musi byt kazdy z korenti
rovnice (3) kofenem aspori jedné z rovnic (1) nebo (2). Z uvedenych
rozkladtl plyne, Ze ¢islo z = 1 je rovnéz kofenem rovnice (3).

Vysvétleme, proé ostatni dva kofeny rovnice (3) nemohou byt zaroven
i kofeny jedné z rovnic (1) nebo (2). V opa¢ném piipadé by jedna z rovnic
(1), (2) méla s rovnici (3) stejnou trojici kofenti, a proto by musely mit
stejné koeficienty nejen u kubického ¢lenu. To vsak neplati, nebot pro
libovolnou hodnotu parametru ¢ jsou ¢isla ¢+ 1, ¢+ 2, ¢+ 3 (tj. absolutni
¢leny rovnic) vesmés riizna.

Rovnice (3) méa tedy kromé korenu = = 1 jesté jeden spole¢ny kofen
s rovnici (1) a jeden spole¢ny kofen s rovnici (2); podle rozkladii (3)-(1)
a (3)-(2) vidime, Ze se jednd o &isla z = —1 a & = —2. Leva strana
rovnice (3) méa proto rozklad

1IN 5 3., 3
(x—l)(x+2)(ac+§> =2+ —5:2—1.
Odtud porovnanim s koeficienty zapsanymi v (3) jiz dostaneme a = —3,
b= ——%, c=—2.
7Z naseho postupu plyne, Ze pro nalezené hodnoty a, b, ¢ ma rovnice (3)
trojici kofenti 1, —% a —2, Ze &sla 1, —1 jsou kofeny rovnice (1) a Ze &isla
1, —2 jsou kofeny rovnice (2). Musime se jesté presvédcit, Ze tieti koreny

66



rovnic (1) a (2) jsou dalsi dvé (rtznd) ¢isla. Tyto tieti kofeny muzeme
vyhodné najit pomoci Vietovych vztaht. Protoze souéin tii kofeni rov-
nice (1) je ¢islo opa¢né k absolutnimu ¢lenu ¢ + 2 rovnému nule, je ¢islo
nula tfeti kofen rovnice (1). Podobné soucin tfi kofent rovnice (2) je
1

roven —1, takZe tfeti kofen je ¢islo z = 3.

Zdvér. Jedingm feSenim tlohy jsou ¢isla a = —%, b= ~%, c=—2.

A-1-2

Nejprve dokazme jedno obecné uzitecné tvrzeni o priseciku V' vysek
libovolného ostrotihlého trojihelniku ABC. Ozna¢me V' prisecik primky
obsahujici vysku CCy s kruznici opsanou trojuhelniku ABC' (obr. 21).
Pravouhlé trojuhelniky CoV A a AgVC jsou podobné (shoduji se jesté

C

AN
N
N2
I
Obr. 21

v hlu pfi vrcholu V), proto |¥x BAAq| = |¥BCCy|. Uhly BCCy a V' AB
jsou shodné obvodové uhly nad obloukem V'B, takZe body V a V' jsou
soumeérné sdruzeny podle primky AB.

Oznadime-li dhly v trojthelniku ABC obvyklym zptisobem, bude
[XACV'| = |x ACCy| = 90° —a, takZe pro délku tsecky AV diky uvedené
soumérnosti dostaneme

|AV| = |AV'| = 2rsin(90° — a) = 2r cos o, (1)
kde r je velikost poloméru kruznice k opsané trojihelniku ABC' (a zaro-
venl i trojihelniku AV'C'). Stejny vzorec (1) plati pro trojthelnik ABC
s ostrym vnitfnim thlem « pfi vrcholu A i v pfipadé, kdy jeden z ostat-
nich dvou vnitinich thla (napf. u vrcholu B) je pravy nebo tupy (obr. 22).
Celou ivahu mitizeme zopakovat slovo od slova.
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B
] 3 v
A A

Obr. 22

Nyni se uz pustime do feSeni soutézni ulohy se zadanymi body A,
V' a danou velikosti ostrého thlu a.. Vzorec (1) nas pfivadi k zavéru, ze
kruznice opsané vSem uvazovanym trojihelnikim ABC budou mit tyz
polomeér

— @)

2cos

tudiz jejich stfedy O budou mit od daného bodu A pevnou, pravé urde-
nou vzdélenost . Je ovSem zapotfebi uréit, jakou Cast kruznice [(A,r)
stfedy O vyplni; jisté to bude mnoZina soumérna podle piimky AV, ne-
bot soumérnost s osou AV prevadi vyhovujici trojthelnik na vyhovujici
trojuhelnik. S timto cilem vyjadfime velikost thlu VAO pomoci vnitinich
uhlt 8 =[x ABC| ay = | < ACB|. Budeme pfitom pfedpokladat, Ze plati
B 2 v (v opatném piipadé lze od samého pocatku oznaceni vrcholu B,
C navzajem vyménit).

Predpoklddejme nejprve, ze 8 < 90°, takZe trojuhelnik ABC je
ostrothly a miZeme opét pracovat s obr.21. Z rovnoramenného troj-
thelniku ABO s vnitinim dhlem 2y pfi hlavnim vrcholu O vidime,
ze |[£xBAO| = 90° — ~, z pravouhlého trojuhelniku BAA, zase plyne
|¥xBAV| = 90° — (. Vzhledem k tomu, Ze oba body O, V lezi v polo-
roviné ABC, dostavame pro tthel VAO vyjadreni

|XVAO| = |xBAO| — |xBAV| = (90° — ) — (90° — B) = B —

(pfipomenime, Ze 8 2 7).
V ptfipadé f =2 90° podle obr.22 podobné zjistime, ze |XBAO| =
=90° — v a |[xBAV| = —90°, tudiz

|XVAO| = |xBAO| + |xBAV| = (90° — ) + (8 — 90°) = 8 — 7.
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Vidime, ze |« VAO| = B — 7 bez ohledu na to, zda je trojthelnik ABC
ostrotihly, pravotuhly nebo tupouhly.

Nyni uz snadno dokon¢ime feSeni tlohy: z odvozené velikosti thlu
VAO plyne odhad

|xVAO| =B -y < fB+v=180° —q,
takze bod O lezi uvnitt oblouku kruznice I(A,r) uréeného nerovnosti
|xVAO| < 180° — a.

Zvolime-li naopak uhel €, 0° < £ < 180° — «, snadno vypocteme, jakou
velikost musi mit vnitini dhly § a v, aby platilo |xVAO| = e:
180° —a +¢€ 180° —a — ¢

g = 3 , Y= 5 -
Vepiseme-li tedy do jakékoliv kruznice o poloméru r ze vzorce (2) po-
mocny trojuhelnik A’B’C’ s danym thlem « pfi vrcholu A’ a vypodte-
nymi uhly 8, v pii vrcholech B’, resp. C’, pro jeho ortocentrum V'
a stfed O’ opsané kruznice budou splnény rovnosti |A'V’'| = |AV]
a |xV'A'0O’'| = &. Ve shodném zobrazeni, které pievede tsecku A'V’
na usecku AV, pak trojuhelnik A’B’C’ piejde ve vyhovujici trojihelnik
ABC, jehoz stfed O opsané kruznice bude lezet na kruznici [ a vyhovovat
rovnosti [xVAO| = e.

Zaveér. Hledanou mnozinou stfedi O opsanych kruZnic je oblouk
kruznice o stiedu A a poloméru r = %|AV| / cos o urceny nerovnosti
|« VAO| < 180° — « (krajni body tohoto oblouku tedy do vysledné mno-
Ziny nepatii, obr. 23).

C

Obr. 23
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A-1-3

Vénujme se nejdrive nejjednodussi situaci, kdy n = 2. Danou mnozinu M
tak tvori ¢tyti kladna cisla, kterd oznacime podle velikosti

a1 < ag <az < ay.

Méame pouze tii mozZnosti, jak pozadovanym zptsobem sestavit dvojici
obdélniki. VypiSme na tfech fadcich jejich rozmeéry:

ay Xay a a3z X a4,
ay; Xaz a ag X a4,

ay Xag a ag Xas,

a ukazme, Ze soucty obsahu téchto obdélniku jsou v uvedeném potadi
klesajici, tj. ze plati

aiag + azay > ajasz + asaq > aijaq + asas. (1)

Misto dvou snadnych ditkazti (provedte sami) poznamenejme, Ze obé& ne-
rovnosti jsou téhoz typu a lze je zdivodnit obecnym pravidlem

a<b, c<d = ac+bd>ad+ b, (2)
jez plati pro libovolnou ¢tverici realnych ¢isel a, b, ¢, d diky rovnosti
(ac+bd) — (ad + bc) = (b—a)(d — ¢).
Skuteéné, levou nerovnost z (1) dostaneme z pravidla (2) volbou
a=a;, b=ay, c=ay, d=a3 (platia; <a4aas <as),
pravou nerovriost pak volbou
a=a;, b=ay c=a3, d=a4 (platia; <asaaz<ay).

Tim je uloha v pfipadé n = 2 vyfeSena. Tato zkuSenost nas jisté privede
k odhadu vysledku pro obecné n = 2:

Jsou-li a; < ay < ... < ag, prvky dané mnoziny M, pak nejvétsi
sumaéarni obsah ma jedina n-tice obdélnikii s rozméry ay X as, az X ay, . . .,
9n—1 X G9,; nejmensi sumarni obsah ma jedina n-tice obdélniku s roz-
méry a1 X Q2n, a2 X A2n—1, -+ A X Ap41-
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K dtikazu prvniho zavéru predpokladejme, ze vyhovujici n-tice obdél-
nikt je sestavena tak, Ze ¢isla ay, as nejsou rozméry téhoz obdélniku. Pak
v takové n-tici jsou obdélniky a; X a; a as X aj, kde i, > 2. Zaménme je
obdélniky a; x as a a; Xa;. Dostaneme (jinou) vyhovujici n-tici obdélniki,
kterd bude mit oproti ptivodni n-tici v&tsi sumarni obsah, nebot plati

ajag + a;a; > aja; + azaj,

a to opét diky pravidlu (2) pro &isla a; < a; a ag < a;. Z této uvahy
plyne: nejvétsi sumarni obsah muze mit jen takovd n-tice uvazovanych
obdélnik®, mezi nimiz je obdélnik a; x ay. Tento obdélnik muzeme tedy
dét stranou a uvazovat ulohu o nejmensim obsahu pro redukovanou mno-
zinu M’ 0 2n — 2 prvcich a3 < a4 < ... < ag,. Opakovanim piedchoziho
postupu vytvorime obdélnik az X a4 a provedeme dalsi redukci mnoziny
atd. (formalné mizeme vyuzit matematickou indukei). Hypotéza o sou-
stavé obdélniki s nejvétsim sumarnim obsahem je tak dokazana.

Zcela obdobné dokazeme zavér o soustavé s nejmensim sumarnim ob-
sahem. Nejsou-li a, ag,, rozméry téhoz obdélniku, jsou mezi uvazovanymi
obdélniky a1 xa; a a;j xas, (kdel < 4,5 < 2n), které zaménime obdélniky
a1 X agn a a; X aj, ¢imz se sumarni obsah obdélnik zmensi, nebot plati

a1a; + a;a2n > 4102, + a;Q; .

podle pravidla (2) pro &isla a; < a; a a; < ag,. Nejmensi sumérni
obsah proto mize mit jen takova vyhovujici n-tice obdélniki, mezi ni-
miz je obdélnik a; X ag,. Tento obdélnik dame stranou a uvazujeme
tlohu o nejmensim obsahu pro redukovanou mnozinu M’ o 2n —2 prvcich
az < az <...< ag,—1. VSe ostatni je uz zbyteéné opakovat.

A-1-4

Ze zadani ulohy plyne, Ze vSechny ¢leny uvaZovanych posloupnosti budou
déliteli jejich posledniho ¢lenu, rovnému &islu 969 969. Najdeme proto
nejprve rozklad tohoto ¢isla na prvocinitele:

969969 =3-7-11-13-17-19. (1)

Nyni jiz snadno miZeme vytvaret piiklady vyhovujicich posloupnosti riiz-
nych délek. Vypisme kupiikladu tu nejkratsi, jednu z nejdelsich a jests
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jednu dalsi:
(a1,as) = (1,969 969),
(a1, a2, a3,a4,as, ag,a7) = (1,13,91,1729,5 187,57 057, 969 969),
(a1,a2,as,a4) = (1,21,4641, 88179, 969 969).
(Zkontrolujte uvedené pfiklady vypoctem podilt a;y1/a; pro vSechna
piipustna ).

Experimentovanim s konkrétnimi posloupnostmi dojdeme k poznani
jejich spoleénych vlastnosti, které je plné charakterizuji:

Libovolny ¢len a; kazdé vyhovujici posloupnosti ay, as, ..., ax je sou-
¢inem nékolika (v pfipadé i = 1 Zadného, v pfipadé i = k vsech) z Sesti
raznych prvoéisel z rozkladu (1), pfitom (v pfipadé i < k) ¢len a;11 mé
kromé vsech ciniteld clenu a; jesté alespori jednoho nového Cinitele navic
(posloupnost ma byt rostouci!). Naopak, kazda takova konecna posloup-
nost je vyhovujici.

Z uvedeného vyplyva zptisob, jak ,isporn&“ zadat kazdou vyhovujici
posloupnost; staci jen uvést, jak se novi ¢initelé postupné objevuji, tj.
zadat posloupnost podili

o o a1 .
ai’ az’ az’ 7 ak—o’ ag—1’

(2)

do jejichz rozkladi na prvocinitele je Sest prvocisel z (1) rozdéleno (v kaz-
dém asponi jedno). Proto je hledany pocet vyhovujicich posloupnosti ro-
ven poctu rozdéleni Sesti danych prvocisel do jedné nebo nékolika oc7s-
lovanych neprazdnych skupin (odpovidajicich prvocinitelim podila (2),
takze na potadi prvoéisel ve skupiné nezélezi). Slovo ,o¢islovanych® zna-
mend, ze na poradi skupin zalezi. Napfiklad pro rozdéleni do dvou sku-
pin {3,11,19}, {7,13,17} dostaneme podle toho, v jakém potadi obé&
skupiny vezmeme, dvé vyhovujici posloupnosti (1,4, uv) a (1, v, uwv), kde
u=23-11-19av="7-13-17.

Dospéli jsme tak ke kombinatorické tiloze uréeni hodnoty P(6), kde
P(n) znaéi poclet rozdéleni n-prvkové mnoziny X do libovolného po-
¢tu ocislovanych neprazdnych podmnozin X;, X5, X3,.... Neni schiidné
hodnotu P(6) vypoéitat piimo, zato bude mozné hodnoty P(n) podcitat
postupné pro n = 1, n = 2, atd. aZ po potfebné n = 6. Takovému zpi-
sobu vypoétu fikdme rekurentni. V nasi tloze bude vypodet zaloZen na
rekurentni rovnici

n n n

P(n):()P(n—1)+<)P(n—2)+...+< )P(l)—f—l (3)

1 2 n—1
platné pro kazdé n = 2, jak nyni ukdZeme.
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Vsechna uvazovand rozdéleni n-prvkové mnoziny X rozdélime do n
skupin podle poétu j prvkil prvni podmnoziny X; (1 £ j < n). Prvni

podmnozinu X o j prvcich lze vybrat pravé (n) zpusoby, pravé P(n—j)
J

zpisoby pak lze zbylou mnozinu X’ = X \ X; rozdélit na neprazdné
oéislované podmnoziny X, X3, X4, ... (Plati to i v pfipadé j = n, kdyz
polozime P(0) = 1, nebot uz neni co rozdélovat.) Podle pravidla souéinu
je proto podet vSech rozdéleni ptivodni mnoziny X s prvni mnozinou X;

n
o j prvcich roven | | | P(n—j). Tim je vzorec (3), na jehoZ pravé strané

posledni ¢len 1 odpovida hodnoté j = n, dokazan.

Ze zfejmé hodnoty P(1) = 1 opakovanym uzitim vzorce (3) vypoc-
teme dalsi hodnoty P(2) = 3, P(3) = 13, P(4) = 75, P(5) = 541 a
P(6) = 4683.

Zavér. Existuje pravé 4683 vyhovujicich posloupnosti.

A-1-5

Jedna z vyhovujicich kruZnic [ je znézornéna na obr.24. Bod A vnéjsi-
ho dotyku kruZnic k, [ je jejich (vnitfnim) stfedem stejnolehlosti, v niz
tecnd p kruznice [ odpovidé s ni rovnobézna tecna p’ kruznice k. Jeji bod
dotyku M s kruznici k lezi na ose ¢ kruznice k, které je kolma na pfimku p.
Pritom ze dvou pruseciki M, N pfimky ¢ s kruznici k& je bod M ten
vzdalenéjsi od piimky p, nebot tsecka spojujici stejnolehlé body dotyku
M a B protina kruznici k v bodé A (stfedu piislusné stejnolehlosti).

l
1\ B
k L=
Ya 8.7
M N P q

0]

m

1‘p/ :—p
Obr. 24
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Bod M tedy na volbé& kruznice [ nezéavisi. Body A € k a B € p
pochopitelné ano, ukazme vsak, Ze jejich vzajemna poloha na polopfimce
s pocatkem M je vazana podminkou

|MA|-|[MB| = |MN|-|MP]|, (1)
kde P je prusecik kolmic p a ¢q. To jednoduse plyne z podobnosti
|[MA|:|MN|=|MP|:|MB|

pravouhlych trojihelnikd AM N, PM B. Vztah (1) lze rovnéz zdivodnit
pomoci mocnosti bodu M ke kruznici sestrojené nad primérem N B (jez
prochézi body P, A podle Thaletovy véty).

Teprve nyni vstoupi do nasich tivah dany bod O. Na obr. 24 je kruz-
nice | vybréna tak, Ze odpovidajici pfimka AB bodem O neprochazi,
takze existuje kruZznice m opsana trojihelniku OAB. Podle zadani plati
O ¢ k,atedy O # M, takze je uréena polopfimka MO, kterd kromé
bodu O bude mit s kruznici m spoleény jesté jeden bod, ktery ozna-
¢ime R (v piipadg, kdy MO je teéna kruznice m, polozime R = O).!
Dvojim vyjadfenim mocnosti bodu M ke kruznici m pak dostaneme

|MA|-|MB| = |MO|- MR,
odkud porovnanim s (1) zjistime, 7Ze usecka M R mé délku
|[MN|- |MP|
MO
kterd zfejmé nezavisi na volbé kruznice [. Protoze bod R navic lezi na
pevné poloptimce MO, je v piipadé |MR| # |MO| bod R spoleénym

bodem vsSech kruznic m (R # O), v ptipadé |MR| = |MO| je pfimka
MO jejich spole¢né tecna. Tim je feSeni tlohy u konce.

|MR| =

A-1-6

Zacneme pondékud obsirnéji ptipadem n = 1. Najdeme vSechna celd cisla
a s vlastnosti 5 | a® —a + 1. Nejprve sestavime tabulku hodnot 73 — 7 + 1
pro vSechny mozné zbytky r p¥i déleni péti, tedy pro r € {0,1,2,3,4}:

r 012374
P —r4+1]1]1]7]25]61

1 Zduraznéme, ze vzhledem ke vzajemné poloze bodii M, A, B lezi bod M ve vnéjsi
oblasti kaZdé kruznice prochazejici body A, B, tedy i kruznice m. Polopfimka
MO tedy mé s kruznici m, neni-li jeji te¢nou, spole¢né skute¢né dva ruzné body.
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Pro ostatni celd ¢isla a uz hodnoty a® — a + 1 poéitat nemusime. Je-li
totiz r zbytek Cisla a pii déleni péti, tedy a = 5¢ + r pro vhodné celé ¢,
pak é&isla a® —a+1 a r® —r+1 dévaji pii déleni péti stejny zbytek, nebot
jejich rozdil

@ —a+1)-(@—r+1)=@0@*-r*)=(a—71)=
z(a—r)(a2+ar+r2—1)

je délitelny ¢islem a —r = 5¢, je tedy nasobkem péti.? Z uvedené tabulky
vidime, Ze pro celé a plati 5 | a® — a + 1, pravé kdyz a = 5q + 3.

Zadanou ulohu vyfesime tak, Ze indukci vzhledem k ¢islu n dokdzeme
existenci celého ¢isla a,, z intervalu (1,5"), jez vyhovuje podmince, ze 5"
déli a2 — a, + 1. Pro n = 1 podle prvniho odstavce dokazované tvrzeni
spliiuje (v intervalu (1,5)!) jediné ¢islo a; = 3.

V druhém indukénim kroku predpokladejme, Ze pro nékteré prirozené
k zname &islo ay, z intervalu (1,5%) s vlastnosti 5% | a} —ax + 1, a na
zakladé znalosti ay, sestrojme vyhovujici &islo ayy1. Zbytkem &isla aj —
— aj + 1 pii déleni ¢islem 5! musi byt &islo délitelné 5%, tedy jedno
z Cisel

0, 5%, 2.5% 3.5% 4.5%

Zapisme proto tento zbytek ve tvaru r - 5%, kde € {0,1,2,3,4}, a hle-
dejme &islo ay41 ve tvaru axy1 = ax + s-5* pro vhodné s € {0,1,2,3,4}.
(Je ihned jasné, Ze v piipadé r = 0 miiZzeme vzit ag+1 = ak, tedy s = 0).
I kdyZ hodnotu s vybereme az za chvili, z podminky 1 < a < 5 a nerov-
nosti ax < agy1 < ax+4-5% uZ nyni plyne, ze podminka 1 < ajy; < 58*!
bude splnéna (at dopadne vybér s jakkoliv). Pro ¢islo ak41 zvoleného
tvaru dostavame

aﬁ+1—ak+1+l B (ak+s~5k)3—(ak+s~5k)+l

5k+1 - 5k+1
_a} +3ais- 5" 4 3a;5%5%F + $35%% —qp —s.5F + 1
3 k 2
_ _ ay, —ap+1)—r-5 3a; —1)s+r
:3aks25k 1+3352k 1 + ( k 5k+1) + ( k 5) .

Hodnota posledniho sou¢tu bude celoéiselnd, budou-li takové oba za-
véreéné zlomky. Prvni z nich tuto vlastnost méa diky tomu, jak jsme

2 Stejné snadno se dokaZe obecnéjsi uzite¢ny poznatek: pro libovolny mnohoélen F'
s celoéiselnymi koeficienty a libovolna celd a, b je rozdil F'(a) — F'(b) celo¢iselnym
nasobkem rozdilu a — b.
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zavedli ¢islo r € {0,1,2,3,4}. Proto je zapotiebi jen najit takové
s € {0,1,2,3,4}, aby i druhy zlomek byl celo¢iselny, tedy aby ¢islo
(Baz - 1) s + 7 bylo délitelné péti. Jisté stacéi ukdzat, Ze pét Cisel

c(s) = (3ap —1)s+r, kdese€ {0,1,2,3,4},
dava pfi déleni péti navzajem ruzné zbytky (jeden z nich pak bude nula).
Kdyby tomu tak nebylo, platilo by 5| ¢(s) — ¢(s’) pro nékterd dvé rizna
s, 8" €{0,1,2,3,4}; z vyjadreni
e(s) —c(s') = (3a} — 1) (s — &)
bychom pak usoudili, Ze &islo 3a2 — 1 je délitelné péti. Vztah 5 | 3a% — 1

vsak neplati pro zadné celé a; podle tivah z prvniho odstavce se staci
o tom pfesvédiit pro pét hodnot a € {0,1,2,3,4}:

a 012374
3a —1|—-1]2[11]26]47

Tim je cely dikaz matematickou indukci ukonéen. Pro zajimavost
dodejme, Ze jsme schopni snadno vysvétlit, Ze nase &islo 3aj — 1 davé pri
déleni péti vzdy zbytek 1 (takze v pfipadé r # 0 vyhovuje s = 5 — r).
Skuteé¢ns, vzhledem k tomu, Ze k = 1, z podminky 5% | a} — ax + 1
plyne 5 | @} — ax + 1, coZ je podle prvniho odstavce splnéno, pravé kdyz
ar = 5k + 3; Cislo Baﬁ — 1 tudiz pfi déleni péti dava stejny zbytek jako
¢islo 3-3%2 — 1 = 26.

A-S-1

Se¢tenim vSech tfi rovnic po zrueni kvadratickych ¢lentt dostaneme
z+y+2z=0. (1)

Odtud vyjadiime z = —z — y a dosadime do prvni rovnice soustavy.
Obdrzime z? —y = (—z —y)?, coZ po Upravé d4 rovnici y(2z+y+1) = 0.
Rozlisime proto, ktery z obou ¢&initelil na jeji levé strané je roven nule.

V piipadé y = 0 z rovnice (1) obdrZzime z = —z a po dosazeni vy,
z do puvodni soustavy dostaneme pro nezndmou z jedinou podminku
z(z — 1) = 0, kterou spliiuje pouze z = 0 a = = 1. Jim odpovidaji feseni
(z,y,z) tvaru (0,0,0) a (1,0, —1).
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V piipadé, kdy 2z + y +1 = 0 neboli y = —22 — 1, z (1) mame
z=—xz—y =z + 1. Po dosazeni y, z do piivodni soustavy dostaneme pro
nezndmou z jedinou podminku z(z + 1) = 0, kterou spliuji pouze z = 0
a z = —1. Jim odpovidaji feseni (z,v, z) tvaru (0,-1,1) a (-1,1,0).

Zdvér: Dané soustava mé pravé ¢tyfi feSeni (z,y, z): trojice (0,0, 0),
(1,0,-1), (0,-1,1) a (—1,1,0).

Jiné feSeni. Sec¢tenim dvou prvnich rovnic dané soustavy eliminujeme
neznamou z a dostaneme rovnici y? — 22 = y + z, kterou lze zapsat

v soucinovém tvaru
(y+2)(y—2z-1)=0. (2)

Rozlisime opét, ktery ze dvou ¢initelt v posledni rovnici se rovna nule.

V pripadé y + z = 0 ze tfeti rovnice dané soustavy vyjde =z = 0
a z prvnich dvou rovnic po dosazeni z = 0 a z = —y dostaneme pro
nezndmou y jedinou podminku y(y + 1) = 0, tedy y = 0 nebo y = —1.
Odpovidajici feSeni (z,y, z) jsou (0,0,0) a (0,—1,1).

V pripadé, kdy y — 2z — 1 = 0 neboli z = y — 1, obdrzime ze tfeti
rovnice soustavy = 22 —y? = (y — 1)? — y? = 1 — 2y. Dosazenim z, z
dostaneme pro neznamou y jedinou podminku y(y — 1) = 0, tedy y = 0
nebo y = 1. Odpovidajici feSeni (z,y, z) jsou (1,0,—1) a (—1,1,0).

A-8-2

Kazdy m-boky hranol mé pravé n vrcholti v kazdé ze svych podstav,
takze plati v = 2n. Z kazdého vrcholu vychazi n — 3 thlopticek lezicich
v podstavé a dvé thlopricky lezici v boénich sténach, celkem je to n — 1
sténovych thlopricek. Z 2n vrcholi tedy vychazi 2n(n — 1) sténovych
uhlopricek, kazda z nich je vSak zapoc¢itina dvakrat, proto s = n(n — 1).
Podobné ur¢ime pocet t télesovych thlopficek: z kazdého vrcholu jich
vychazi n — 3 (do vSech vrcholi druhé podstavy s vyjimkou téch tif vr-
choli, se kterymi je dany vrchol spojen hranou nebo tihlopfickou v boéni
sténé), proto t = 2n(n — 3) : 2 = n(n — 3).
Hledame ta celd n = 3, pro néz &isla

v=2n, s=n(n—-1) a t=n(n-23)
tvori ve vhodném poradi trojici z, y, z s vlastnosti y — z = z — y neboli
y= %(x + z). Snadnym dosazenim zjistime, ze pro n = 3 jde o nevyho-

vujici trojici ¢isel 6, 6, 0, zatimco pro n = 4 vychazi vyhovujici trojice 8,
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12, 4 (plati 8 = (4 +12)). Pro libovolné n 2 5 méme n—1 > n —3 2 2,
odkud po nésobeni ¢islem n dostaneme s > t 2 v, takze pozadovana rov-
nost s aritmetickym priimérem musi byt tvaru t = %(v +s). Po dosazeni
dostavame rovnici

_2n+n(n—1)

n(n — 3) 5

s jedinym pfipustnym kofenem n = 7 (kofen n = 0 nem4 realny smysl).

Zdveér: Vyhovuji jediné n =4 an=171.

A-S-3

Ozna¢me r polomér dané kruznice k a w velikost daného (konvexniho)
uhlu XSY. V libovolném vyhovujicim trojihelniku ABC' oznaéme ob-
vyklym zplisobem vnitini thly. V trojihelniku ABS plati (obr. 25)

w=|xASB| =180° — |xSAB| — |<xSBA| = 180° — # =90° + %
odkud plyne, Ze hledand mnoZina je prazdnd, pokud w < 90° nebo w =
= 180°, a Ze vSechny vyhovujici trojihelniky ABC maji vnitini thel ~,
pro jehoz velikost plati

v = 2w — 180°.

Obr. 25
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Z pravothlého trojuhelniku C ST, kde T je bod dotyku kruznice k se
stranou AC' (obr. 25), vyjadiime délku pfepony SC vztahem
|ST| T

SC| = = .
15¢ siniy  sin(w — 90°)

Bod C tak lezi na kruZnici k; o stfedu S a poloméru 7y = r/sin(w — 90°).
Stejné jako thel ASB jsou i uhly ASC a BSC (neboli thly XSC
a Y'SC) tupé, nebot

|xASC| =9o°+§ a |¥BSC| = 90° +%. (1)

Dohromady tak dostavdme, Ze bod C je vnitinim bodem oblouku KL
kruznice ki, ktery lezi vné daného hlu X SY a jehoz krajni body K, L
jsou uréeny pravymi thly XSK a Y'SL (obr. 26).

Obr. 26

Vybereme-li naopak libovolny vnitini bod C oblouku K L, poloptimky
SX, SY a SC rozdéli rovinu na t¥i tupé thly, pfi¢emz polopfimka CS
oddéli body X a Y. Z rovnosti |SC| = 71 plyne, Ze te¢na z bodu C ke
kruznici k sestrojend v poloroving C'SX svird s poloptimkou CS ostry
thel w — 90°, takZe protne polopfimku SX v bodé, ktery oznacime A.
Analogicky te¢na z bodu C ke kruznici k sestrojend v polorovingé CSY
protne polopfimku SY v bodé, ktery oznacime B.

Zvolme nyni hodnoty «, 3, v tak, aby w — 90° = %'y, |«xCSK| = %ﬂ,
|xCSL| = %a, potom z plného thlu u vrcholu S vyplyva

a+pf
2

:180°—w:90°—% neboli a + 3 + v = 180°.
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Jak snadno spocéteme, te¢na z nalezeného bodu A ke kruznici k£ soumérné
sdruzend s teénou AC podle pfimky SX protina polopfimku C'S pod tih-
lem %'y + «, a podobné vyjde, Ze analogickd tecna z nalezeného bodu B
protne tutéz poloprimku pod tthlem %'y—{— (. Soucet obou uvedenych thla
je vSak 180°, proto jsou obé te¢ny ke kruznici k rovnobé&zné, a tedy to-
tozné (oba pfislusné body dotyku museji totiz leZet uvnitt¥ konvexniho
uhlu X.SY). Nalezeny trojtthelnik ABC ma proto pozadované vlastnosti.

A-I1l1-1

Vyjadienim ¢lenu =™ z obou rovnic
" =2007 —sx, a" =2008—tx

dostaneme po porovnani rovnici 2007 — sx = 2008 — tx, podle které
spoleény kofen x muze existovat jen v piipadé s # t a musi byt tvaru
x = 1/(t — s). Takové z je skuteéné kofenem obou plvodnich rovnic,
pravé kdyz je kofenem jedné z nich; po dosazeni napf. do prvni rovnice
dostaneme po tpraveé ekvivalentni podminku

(t—s)""1. (s—2007(t —s)) = —1.

Protoze oba ¢&initelé na levé strand jsou celd &isla, musi to byt ¢isla 1
a —1 v nékterém pofadi, takze podle prvniho ¢initele musi rovnéz platit
t—s=4£1.

a) Je-lit—s = 1, pak nalezend podminka m4 tvar s—2007(t—s) = —1.
Dvojice rovnic pro neznamé hodnoty s, ¢

t—s=1, s—2007(t—s)=-1
ma jediné TeSeni s = 2006 a t = 2007. (Spoleény kofen je z = 1.)
b) Je-lit—s = —1, pak s —2007(t —s) = (—1)", odkud podobné& jako

v piipadé a) nalezneme feSeni s = (—1)" — 2007 a t = (—1)™ — 2008.
(Spole¢ny kofen je x = —1.)

Zdveér: Podmince tlohy vyhovuji pravé dvé dvojice

(s,t) = (2006,2007) a (s,t) = ((—1)" —2007,(—1)" —2008).
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A-11-2

a) Na obr.27 jsou zakresleny priméry CT, DT danych kruZnic
k1(S1,71), resp. ko(S2,72) a jedna dvojice vyhovujicich boda A, B. Pro-

k1

Obr. 27

toze stfedna S1S2 a na ni kolméa spoleéna teéna obou kruznic v bodé T
rozdéluji rovinu na ¢tyfi kvadranty, je ziejmé, Ze oba body A, B, které
s bodem T tvoii pravy uhel (a museji proto lezet v sousednich kvadran-
tech), lezi v téze poloroviné uréené pfimkou S;.55.

Z Thaletovy véty plyne, ze CA L AT | TB 1 BD, takze AC || BT
a AT || BD. Proto podle véty uu plati AACT ~ ABTD, odkud
|AC|: |BT| = |CT|:|TD| =7y :7y. Je-li napt. r; > rq, pak piimka AB
protne poloptimku CT v takovém bod& H, ze plati |CH| : [TH| =1y : 79
(z podobnych trojuhelniki ACH a BT H). Diky této tuméte je bod H spo-
le¢ny vSem uvazovanym primkdm AB. Stejnou Gvahu provedeme i v pfi-
padé r; < ry (moZnost r; = ry je zadanim tlohy vyloudena). Tim je
tvrzeni a) dokazéno.

Dodejme, zZe po zjisténich AC || BT a AT || BD jsme se mohli rovnou
odvolat na skolské poznatky o stejnolehlosti dvou kruznic. V pripadé
r1 # 1o totiz vidy existuje vnéjsi stted H stejnolehlosti kruznic ki, ko,
v niz tétivy AC, AT kruznice k; musi piejit v rovnobézné tétivy BT,
resp. BD kruZnice ks, nebot krajni body C, T prvnich dvou tétiv piejdou
v krajni body T, resp. D druhych dvou tétiv. Proto bod A piejde do
bodu B, takze pfimka AB prochézi vnéjsim stfedem H.

b) Ozna¢me M stied usecky AB (obr. 1) a vyuZijme znovu vztahy
CA L AT L TB 1 BD. Usetky SiM a SyM jsou stiedni piicky li-
chobé&zniktt CTBA, resp. DT AB, takze plati S1M || TB L AT || SoM,
tedy uhel S M S, je pravy. Bod M proto lezi na Thaletové kruznici nad
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prumérem S1.52 a je rizny od bodu S; a Sy (tsecka AB stiednou S5
neprotne).

Obréceng, je-li M libovolny bod nalezené Thaletovy kruznice rtizny
od Sy, Sy a sestrojime-li tétivu T'A kruznice ki kolmou k tseéce S; M
a tétivu T'B kruZnice ko kolmou k tseéce SoM (obr. 28), bude thel ATB
stejné jako thel S1 M Sy pravy a pfimky S1 M, SyM budou osami isecek
TA, resp. TB. Budou tudiz platit rovnosti |[MA| = |MT| = |M B|, takze
bod M bude stfedem kruZznice opsané pravothlému trojthelniku T AB,
bude tedy stfedem jeho pfepony AB.

Obr. 28

Hledanou mnozZinou stfedt tsecek AB je kruZnice nad primérem
S1S5 s vylouéenymi body Sy, Ss.

A-11-3

V jednom kroku zacdernime pravé tfi pole, proto musi byt celkovy pocet
bilych poli dané tabulky délitelny tfemi. Pro sudé n je tento podet roven
%nQ (Gernych i bilych poli je totiz stejny pocet), pro liché n je podet
bilych poli roven %(n? — 1) (Gernych poli je o 1 vice nez bilych). Cislo
-21-112, resp. %(n2 —1) je nasobkem t¥i, pravé kdyz n = 6k, resp. n = 6k +1
pro vhodné celé k.

Nyni ukéZeme, Ze pro vSechna ¢isla n uvedenych tvari je zacernéni
celé tabulky mozné. Pro n = 6k je to nasnadg, nebot celou tabulku
muzeme rozdélit na obdélniky 2 x 3 a v kazdém z nich provést zacernéni.
Vsimnéme si, ze stejny postup lze uplatnit i v kazdém obdélniku, jehoz
jeden rozmér je délitelny dvéma a druhy tfemi.

Pro ¢isla n = 6k+1 popiSeme zacernéni pomoci matematické indukce.
Pro nejmensi ¢isla n = 5 a n = 7 vidite na obr.29 obdélniky 2 x 3
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a 3x 2 v pfisludnych tabulkach, ve kterych provedeme zacernéni (pro lepsi

n=7T

Obr. 29

prehled je z pivodniho Sachovnicového obarveni zafernéno jen stredové,
obdélniky nepokryté pole). Ve druhém indukénim kroku staci ukazat,
ze lze-li zaCernit celou tabulku n x n pro nékteré liché n, lze udélat
totéz i s tabulkou (n + 6) x (n + 6). Postup je jasny z obr. 30: nejprve
zaCernime ,stiedovou“ tabulku n X n (ta mé Cernd rohova pole) a pak
zaCernime kazdy ze ¢tyf vyznacenych obdélnikt o rozmérech (n + 3) x 3
nebo 3 x (n+3). (To je mozné podle zavéru predchoziho odstavce, nebot
pro liché n je ¢islo n 4 3 délitelné dvéma.)

3 n+3
3
n
n+3
n n
n+3
n
3
n+3 3
Obr. 30

Zdvér: Celou tabulku miizeme zacernit, pravé kdyz je ¢islo n tvaru
6k, 6k + 1 nebo 6k — 1 pro ndjaké celé k.
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A-Il-4

Podle obr. 31 zavedme oznaleni ka(Sa,74), kg(Sp,7B), Ta € ABNkga,
Ts € ABNkp, ¢ = %|«):ASM|. Protoze poloptimky SS4, SSp jsou
osami vedlejsich uhla ASM a BSM, je thel S4SSp pravy a plati ¢ =
= |<):ASSA| = |<)(SSBTB|.

Obr. 31

Piimka s poZzadovanou vlastnosti existuje, pravé kdyz kolmé primeéty
kruznic k4, kp na pfimku AB maji nejvyse jeden spoleény bod. Témito
praméty jsou usecky se stiedy T4, T a jejich délky jsou 2r 4 a 2rp, takze
podminka z pfedchozi véty je ekvivalentni nerovnosti

|TATB| zTA+TB. (1)

Oznac¢me jesté r polomér polokruznice k. Pak |SS4| =17 —74, |SSB| =
= r —rp a z pravouhlych trojihelniktt S4 ST, S ST plynou vyjadieni

ra=(r—ra)sing, [TaS|=(r—ra)cos,
rg=(r—rg)cose, |TpS|=(r—rg)sinp,

z nichz snadnym vypocétem dostaneme

rsin ITAS] T COS
r = —— :—————’
A7 T+sing’ A 1+sing
- T COS TS| = rsing

1+ cosyp 1+ cosep
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ProtoZe |TaTg| = |TaS| + |TS|, miZeme Etyfi posledni vztahy dosadit
do zkoumané nerovnosti (1) a tu déle ekvivalentné upravovat:

T COoS rsing  rsing T COS
14+sing 14cosp — 1+sinp 1+cosep’
cos (1 + cos ) + singp(1l + sinp) 2 sinp(1 + cos ) + cos p(1 + sinp),

12 2sinpcos,
sin2p < 1.

Posledni nerovnost zfejmé plati, takZe plati i nerovnost (1) a tloha je
vyfesena.

Jiné feSeni. Bez jmy na obecnosti budeme predpokladat, Ze pro
poloméry obou kruZnic plati r4 < rp (pro shodné kruznice k4, kp je
tvrzeni tlohy trividlni), coZ je ekvivalentni nerovnosti [SS4| > |SSg|.
Protoze polopfimky SS 4, SSg jsou osami vedlejSich ahla ASM a BSM,
je thel S4SSp pravy (obr.32). V pravouhlém trojuhelniku S4SSp pro
uhel proti delsi odvésné S4S tudiz plati [£SaSpS| > 45° a naopak
|xSBSaS| < 45°. To navic znamen4, Ze i thel S4SA, ktery je mensi nez
thel SpS4S (nebot r4 < rpg), je mensi nez 45°, neboli thel ASM je ostry.

Ozna¢me N prusecik stfedné S4Sp obou kruznic s te¢nou SM a se-
strojme druhou vnitini spole¢nou teénu S’N (obr.32), kde S’ je bod,
v némz zminénd te¢na protne tsecku AS (obé tecny jsou soumérné sdru-
Zeny podle stfedné S4Sg). Jeji dotykovy bod s kruznici kg oznaéme T'
a bod dotyku téze kruZnice s prvni te¢nou SM oznacéme U.

Q
A S’ S Tg B

Obr. 32

Zaméime se ted na trojuhelnik S’SN, ktery mé u vrcholu S thel
shodny s tthlem ASM, jenz je, jak jsme jiz zdfivodnili, ostry. UkaZeme
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nyni, Ze také tthel u vrcholu S’ je ostry. Ze ziejmé shodnosti dvojic uhlu
S'NS, TSgU a S'SN, TgSgU (jejich ramena jsou navzajem kolm4) pro
soucet thli u vrcholu S a N zkoumaného trojihelniku S’SN totiz plyne

|XS'NS| +|xS'SN| = |XTSU| + |xTSpU| = 2|xS54SpS| > 90°.

To znamend, Ze primka obsahujici vysku z vrcholu N v trojihelniku
S’SN méa pozadovanou vlastnost: oddéluje obé kruZnice ka, kg a je
kolmé na AB.

A-lll-1

Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme

-9 - -v)+(c-y) =0,
(x—y)(?+zy+yi—z—y+1)=0.

Druhy éinitel je kladny pro jakakoliv realné éisla = a vy, nebot
?tay+y’ —z—y+1l=g(+y)+3-1)+3(y-1)°

a zaklady vSech t¥i druhych mocnin nemohou byt rovny nule soucasné.
Proto pro kazdé feseni (z,y) dané soustavy musi platit z — y = 0 neboli
y = z, coz redukuje soustavu na jedinou rovnici z + 22 = z3 s kofeny
r = 0 a T3 = %(1 :i:\/g)

Resenimi jsou pravé tii dvojice (z,v), kde y = z € {0, %—(1 + /5),

11 -vE))

Jiné ¥eSeni. Vyjadieni y = 2® — 22 z druhé rovnice dosadime do
rovnice prvni. Dostaneme rovnici = + (z® — 22)% = (23 — 22)3, po upravé

22328 +32" 228 +22° — 2t —z =0.

To je sice rovnice 9. stupné, ale pomtZe nam takova tivaha: pfipadu z = y
odpovida jedina rovnice = + 22 = 3, proto ziskany mnohoélen stupné 9
musi byt délitelnyy mnohoélenem x>
v soucinovém tvaru

—2%—z. Vydélenim piejdeme k rovnici

(23 —2? —2) (25 — 22° + 22% —22° 4+ 222 — 2z 4+ 1) = 0.
Druhy ¢éinitel je vSak kladny pro jakékoliv redlné éislo =, nebot
2% —22% +220 — 223 + 227 —z+1 = (2® - 2?)’ + (2® —2)? + (z - 1)2 + 3.
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Prvni slozka z kazdého feseni (z,y) proto musi spliiovat rovnici z° — 2% —

— x = 0. Zbytek feSeni je nasnadé.

Jiné FeSeni. Jesté jednim zptisobem dokdZeme, 7e x = y. Pfipustme,
Ze existuje feSeni s vlastnosti © > y (opacny pfipad je symetricky). Pak
zrovnosti z = y3 —y? ay =2% — 22 plyne y® — 4% >y a2® — 2% < 1,
tedy P(y) > 0 a P(z) < 0, kde P je mnohoélen P(z) = 2® — 2?2 — 2
s rozkladem P(z) = z(z — z2)(z — z3), pfitom 2o = (1 +V5) > 0
a z3 = (1 —v/5) < 0. Nerovnosti P(y) > 0 a P(z) < 0 znamenaj,
ze plati y € (x3,0) U (zg,00) a & € (—o0,x3) U (0,23), coZ s ohledem na
x > y lze upfesnit nay € (z3,0) az € (0,z5). Pfimo z y < 0 ovSem plyne
nerovnost ¥ — y% < 0, tedy = < 0, coZ je ve sporu s tim, ze = € (0, z2).

Jiné FeSeni. Opé&t dokaZeme sporem, Ze = = y. Pfipustme, Ze existuje
feSeni s vlastnosti z > y (opacény pfipad je symetricky). Takova disla x,
y jsou zfejmé nenulova (z = 0 plyne y = 0 a naopak), takze spliiuji
jednu z podminek x >y > 0,z > 0 > y nebo 0 > z > v.

Je-li z > y > 0, pak z vyjadieni z = y?(y — 1) plyne y > 1, takze
2?2 > y? > 1 a zarovenn  — 1 > y — 1. Vynasobenim téchto nerovnosti
dostaneme z%(z — 1) > y?(y — 1) neboli y > z, a to je spor.

Je-li z >0 >y, pak ¥ < 0 ay? >0, takZe y® — y? < 0 neboli z < 0,
coz je opét spor. A kone¢né je-li 0 > = > vy, pak 2% > y® a 2% < y?, takZe
z3 — 22 > y3 — y? neboli y > z, a to je i tentokrat spor.

A-1l-2

a) Bod A miiZe byt na kruZnici ki vybrén libovolné, body B a C
jsou pak nutné body dotyku obou polopfimek s pocatkem A, které jsou
te¢né ke kruznici ko (obr. 33). Vzhledem k jejich symetrii je ABC rovno-

Obr. 33
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ramenny trojuhelnik soumérny podle primky AS;. Stfedem kruznice
jemu vepsané je prusecik S tsecky ASs s kruznici ky. Tento bod S totiz
lezi nejen na ose uhlu BAC, ale také na oséch obou (soumérné sdruze-
nych) thlit ABC a ACB, protoze podle véty o obvodovém a tsekovém
uhlu plati | ACS| = |xCBS]| a ze symetrie |<XCBS| = |xBCS|. Obra-
cené, zvolime-li na kruZnici ks libovolné bod S tak, aby polopfimka S5S
protala kruZnici k1 v aspoii jednom bodé, ktery ozna¢ime A a ke kterému
sestrojime podle prvni véty feseni vyhovujici trojihelnik ABC, bude po-
dle predchozich tivah bod S stfedem kruznice vepsané pravé takovému
trojihelniku ABC'. Hledanou mnoZinou je tedy mnozina pruseéikt kruz-
nice ko se vSemi useckami Sy A, kde bod A probiha celou kruznici k. Je
to zfejmeé kratsi z obou obloukt (véetné krajnich bodi) kruznice ks, které
na ni vytinaji obé poloptimky s po¢atkem Ss, jez se dotykaji kruZnice k;.
b) Dokazeme, Ze hledanou mnoZinou je kruZnice, ktera je obrazem
kruznice k; ve stejnolehlosti se stfedem S, a kladnym koeficientem

2
2r;

A= 2
]5152|2 - 7“%

Vysvétlime totiz, pro¢ ortocentrum V kazdého uvazovaného trojuhel-
niku ABC, jez z divodu osové soumérnosti lezi na polopfimce Sy A (diky
ostrym Uhlim ABC, ACB lezi body A, V' ve stejné poloroviné s hra-
nici BC), je ve zminéné stejnolehlosti obrazem druhého priiseéiku Q
polopfimky Ss A s kruznici kp, ktery — stejné jako prvni priisecik A —
probihd celou kruZnici ky (v pfipadé, kdy se polopfimka Sy A dotyka kruz-
nice k1, klademe @ = A). Potfebny vztah |S2 V| : |S2@Q| = A dostaneme
vydélenim rovnosti

1S24] - 152Q] = 1522 =13 & 4[SV]- [S24] = 13,

které nyni zdivodnime (a tak bude cely dikaz hotov).

Prvni rovnost vyjadiuje (kladnou) mocnost bodu Sy ke kruznici k.
Druha rovnost plyne z Eukleidovy véty o odvésné Sy B pravouhlého troj-
thelniku Sy BA, protozZe stied P tsecky BC' je nejen patou vysky z vr-
cholu A, ale také stfedem kosoctverce C'S, BV, tudiz

5 = |53B|? = |S2P| - |S24] = 1|5,V - | S, Al.

Pozndmka.- Stied P tsecky BC' je ziejmé obrazem bodu A v kruhové
inverzi ¢ dle kruznice ks, zatimco odpovidajici prusecik vysek V' troj-
uhelniku ABC je zas obrazem bodu P ve stejnolehlosti s(Ss,2). Protoze
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obrazem kruznice ki, kterd urcité neprochazi bodem Ss, je v uvedené
kruhové inverzi kruznice, je hledanou mnozinou kruznice, ktera je obra-
zem kruZnice kj ve slozeném zobrazeni ¢ o .

A-1l1-3

Ukazeme, Ze vSechny vyhovujici dvojice (a,b) jsou tvaru (1,b), kde b je
libovolné celé kladné éislo.

Oznaéme X = a?+ab+1=a(a+b)+1laY =b2+ab+a+b-1=
= (b+1)(a+b) — 1. Déli-li &islo X ¢islo Y, déli i ¢islo

b+1)X —aY =(b+1)a(a+b)+1] —a[(b+1)(a+bd) —1] =
=a+b+1,
které tudiz jako kladny néasobek ¢isla X spliiuje nerovnost
a+b+12X=0a%+ab+1.

Odtud po zruSeni jednotek a déleni ¢islem a + b dostaneme 1 2 a, tedy
nutné a = 1.

Naopak, jelia =1,je X =b+2aY = b+ 2b = b(b+ 2), takie
X | Y plati.

A-lll-4

a) Prikladem hledaného rozkladu je rovnost

8002 = 3333 + 999 + 888 + 777 + 666 + 555 4 333 + 99 4 88 + 77 +
+ 66 + 55 4 44 + 22.

V druhé &asti ukazeme, Ze je to jediny vyhovujici rozklad éisla 2 008 na 14
sCitanci a ze zadny takovy rozklad na mensi podet sé¢itanci neexistuje.

b) Cislo tvaru aaaa, resp. aaa, resp. aa je a-nasobkem &isla 1111,
resp. 111, resp. 11. Proto kaZzdy uvaZovany rozklad ¢&isla 8 002 mtizeme
po Céasteéném secteni (,stejnomistnych® s¢itanct) zapsat ve tvaru

8002 = 1111k + 1111 + 11m,
kde k, I, m jsou celd nezdporna &isla nepfevysujici hodnotu soudétu 1 +
+24...49 = 45 (nebot s¢itand ,stejnomistna* &isla maji byt navzajem

rliiznd).
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Uvedenou rovnost ptrepiseme do tvaru

8002 = 72711+ 5 = 11(101k + 10l + m) + [,

| —
727:101k+10l+m+—ﬁi

Odtud vychézi (s ohledem na [ < 45), Ze | = 11¢+ 5, kde ¢ € {0, 1,2, 3}.
Dostavame tak rovnost

677 =101-6 + 71 = 101(k + q) + 10q + m,

z niz zfejmé plyne k+q = 6 a 10g+m = 71. Tato soustava mé za danych
podminek jediné feSeni ¢ = 3, k = 3 a m = 41. Pro [ tak vychazi [ = 38.

K vytvoreni hledaného rozkladu zbyva rozloZit nalezend ¢isla k, I, m
na soucet jednoho ¢i nékolika rtiznych jednomistnych séitancti. Vzhledem
k tomu, Ze na vybér mame pravé devét s¢itanct 94+8+7+6+4+5+4+3+2+1
se souftem 45, bude zfejmé jednodussi vypsat rozklady pro k, 45 — [
a 45 — m (rozklady ¢&isel | a m pak dostaneme vynechanim nalezenych
s¢itanct ze sou¢tu 1 +2+ ...+ 9):

k=3=1+2,
45— 1=T=1+6=1+2+4=2+5=3+4,
45-—m=4=1+3.

Nasli jsme vSech 2 -5 -2 moZnych rozkladt ¢isla 8 002, jez maji poza-
dované vlastnosti a z nichz kazdy ma alesponi 1 + 6 + 7 = 14 s¢itancd,
piicemz rozklad na 14 s¢itanci je jediny a byl uveden v feSeni &asti a).

A-11-5

UkéZeme, zZe hledané nejvétsi ¢ je rovno 4/11 hod nezdvisle na poméru k
délek rucicek.

Oznaéme c¢ kruZnici ciferniku, S jeji stied a M konec malé rucicky
(obr. 34). Vysvétlime nejprve, pro¢ pfi pevné poloze bodu M existuji
pravé dva rovnostranné trojihelniky M XY s vrcholy X, Y na kruZnici c.
Protoze pfimka SM musi byt osou tétivy XY, a tedy i osou uhlu X MY,
sviraji obé pfimky M X, MY s pfimkou SM tuhel 30°. Proto je troj-
thelnik M XY totoZny s jednim z rovnostrannych trojuhelnika MV Vs,
MV3V, sestrojenych na obr. 34.
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Obr. 34

Body V; rozdéluji kruznici ¢ na ¢tyfi oblouky. Obloukim V,V3 a V, V)
prisluseji obvodové tuhly V5V, Vs, Vi V3Vy velikosti 60°. Proto podle véty
o obvodovém a stfedovém thlu plati prvni dvé z rovnosti

|<):‘/2SV3| = I{V4S‘/1| =120° a I{V15V2| + I‘KV?,S%! = 120°,

tfeti rovnost je jejich dusledkem (dopoéitdnim podle plného thlu u vr-
cholu S). Plyne z ni, Ze oba stiedové uhly V1SV,, V35V, jsou mensi
nez 120°.

Muzeme si piedstavit, Ze mald rucicka hodinek je nehybna a velka
rucicka se kolem stfedu S otaci thlovou rychlosti (360 — 30)° = 330° za
hodinu. Jak jsme zjistili, zkoumany jev nastane, pravé kdyz konec V' velké
rucicky splyne s jednim ze ¢tyf bodu V;. Mezi dvéma po sobé jdoucimi
jevy se proto velkd rucicka oto¢i o thel, ktery ma ve dvou ptipadech
velikost 120° a ve zbylych dvou pFipadech velikosti | V1 SVa| a | V3SVy|,
které jsou mensi nez 120° (a zavisi na poméru k). Nejdelsi doba t je tedy
na poméru k nezavisla a je rovna 120/330 hod.

A-1lIl-6

UkéZeme, Ze hledand ¢isla jsou p = 1/4 a ¢ = 4. Stadi pouze zdtvodnit,
ze ¢ = 4 (pak totiz p = 1/4, nebot zdména stran a, b méni hodnotu
zkoumaného zlomku na prevracené ¢islo).
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Podle trojahelnikovych nerovnosti plati
ja<b+t, a 3ty <2t,+ b
Prvni nerovnost vynisobime dvéma, druhou tfemi a pak je secteme:
a+ty < (204 2t) + (2t + 3b) = Lb+4t, < 4(b+ta).

Pozadovanou vlastnost ma tedy kazdé ¢islo ¢ 2 4; ukdZeme jesté, Ze
ji nemd zadné ¢islo ¢ < 4. K tomu uvazime rovnoramenny trojihelnik
ABC, ve kterém a = ¢ =1 a b € (0,2) (takovy trojihelnik existuje pro
libovolné b z uvedeného intervalu). Z obecnych vzorct

t2_2b2+202—a2 2 22%+2c2 - b2
o 4 b 4
dostaneme t, = 2v/1+2b% a t, = 3V4 — b2, odkud
a+ty, 2+V4—b2
bt+ta  2b++1+20%

Posledni zlomek mtize byt pro malé kladné b libovolné blizky é&islu 4.
Vysvétlime to takto: zvolime-li € > 0, pak pro vSechna dostate¢né& mala
kladna b soucasné plati

Va-b2>2—¢ 2b<e a V14202 <1+e¢,

takze
a—+ tp 4 —¢

e > =

b + ta 1 + 2¢e
a je snadné vybrat € > 0 tak, aby byl posledni zlomek vé&tsi neZ jakékoliv
pfedem zvolené ¢ mensi neZ 4. Staci, aby platilo

4—q

e< .
1+ 2¢q
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