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Pripravné soustredéni pred 49. MMO

Vybérové soustiedéni pro pfipravu na mezinarodni matematickou olym-
piaddu probéhlo od 7.-11. dubna 2008 v Kostelci nad Cernymi lesy. Na
soustfedéni bylo pozvano 11 nejlepsich fesitelu III. kola. Soustfedéni bylo
zaméfeno na pripravu reprezentant a poslouzilo ke kone¢né nominaci
Sestic¢lenného druzstva.

Uspé&snost jednotlivych studentit ukazuje nasledujici tabulka:

Josef Tkadlec 7/8 GJK Praha 6, Parléiova 90,5
Miroslav Klimos 3/4 GMK Bilovec, 17. listopadu 7
Samuel Riha 3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 68
David Klagka 2/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 63,5
Tomas Hrebejk 8/8 G Praha 4, Pisnicka 58
Jakub Topfer 7/8 GJK Praha 6, Parlérova 56
Jan Matéjka 7/8 G Ceské Budgjovice, Jirovcova 53,5
Alena Skalova 6/6 G Praha 4, Na Vitézné Plani 51,5
Alena Peterova 8/8 G Dobruska 50,5
Van Nhan Nguyen 7/8 G Praha 6, Nad Aleji 43
Van Minh Nguyen 5/6 G Tachov 38

Na zékladé uvedenych vysledkt, v nichz jsou zapoditdny i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo tedy vybrano reprezentac¢ni druzstvo.
Z prvni Sestice se omluvil David Klaska, takze ho nahradil sedmy Jan
Matéjka a nahradnici se tak stala osma Alena Skalova. Toto druZstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradi¢nim stfetnuti s druZstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminare vedli a tlohy pripravili:
dr. Jaroslav Zhouf (7.4.),

dr. Karel Hordk (8.4.),

dr. Martin Panak (9.4.),

dr. Jaroslav Svréek (10.4.)

a doc. Jaromir Simsa (11.4.).
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Ulohy zadané na p¥ipravném soustiedéni

1. Adam a Borek hraji hru na neohrani¢eném ¢tvereckovaném papiru.
Adam vzdy vyznadi ¢tverec 2 x 2 nebo 3 x 3 a Borek v ném zacerni jeden
étverecek. Zakreslované ¢tverce se mohou prekryvat, ale nesméji to byt
ty samé, které jiz jednou byly vyznaceny, a také zalernovany ctverecek
musi byt pokaZzdé jiny. Borek vyhraje, jestlize se mu podari udélat aspon
20 taht, jinak vyhravd Adam. Kdo vyhraje pfi bezchybné hie?

2. Je dan ostrotihly trojuhelnik ABC. Bod P lezi na oblouku AV B, kde
V je priseéik vySek trojuhelniku ABC. Ptimky AP, BP protnou strany
BC, AC postupné v bodech @, R. Najdéte mnozinu stiedu tsecek QR.

3. Je dano prirozené ¢islo n > 6. Uvazujme vSechna pfirozena cisla z ote-
vieného intervalu (n(n —1);n?), kterd jsou nesoudélna s ¢islem n(n — 1).
Dokazte, Ze nejvétsi spoleény délitel vSech téchto ¢isel je 1.

4. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n = 1 a libovolné kladna realna
éisla 1, o, ..., x,, plati nerovnost

I+z)(Q+zi+z)..(l+zr+2o+..+zn) 2 V(n+ 1) /2120 2.

5. Jsou dany dvé kruznice ki, ko, jeZz se protinaji v bodech A a B.
Ozna¢me PQ a RS useky jejich spole¢nych te¢en (body P, R lezi na ky,
body @, S na k2) a W dalsi priseéik kruznice ko s polopfimkou RB.
Urcete pomér |RB|/|BW|, jestlize RB || PQ.

6. Oznacme postupné A;, By, C; body dotyku kruZnice vepsané troj-
thelniku ABC' se stranami BC, CA, AB. Dalsi prusecik usecky AA;
s vepsanou kruznici ozna¢me Q. Pruseciky pfimek A;C, a A B; s prim-
kou p prochéazejici vrcholem A rovnobézné s BC oznaéme P a R. Dokazte,
ze thly PQR a B1QC; maji stejnou velikost.

7. Ve ¢&tverci 300 x 300 je n Ctverecku zacernéno tak, Ze zadné tii cerné
¢tverecky netvori ,roh“ (trojici sousednich ¢tverecktt usporadanych do
tvaru L), a pfitom zalernénim libovolného bilého ¢tverecku uz néjaky
¢erny roh vznikne. Najdéte nejmensi mozné n.

8. V trojuhelniku ABC oznaéme Ag, By pruseciky prislugnych os vniti-
nich Ghl pfi vrcholech A a B s kruZnici trojihelniku opsanou a A;, B,
pruseciky obou os s odpovidajicimi stranami BC' a C'A. Prusedik primek
AoBy a A1 By oznaéme P. Dokaite, Ze spojnice bodu P se stfedem kruz-
nice vepsané trojuhelniku ABC' je rovnobéznd se stranou AB.
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9. Méame rovnoramenné vahy a sadu n+1 zavazi, jejichz hmotnosti v un-
cich jsou celé kladné &isla a jejichZ thrnnd hmotnost je 2n unci. Zavazi po
jednom umistujeme od nejtézsiho po nejlehéi na vahy tak, Ze je polozime
vzdy na tu misku, na které jsou zavazi o mensi celkové hmotnosti. Pokud
v nékterém kroku (tfeba na poc¢atku) jsou vahy v rovnovaze, vybereme
misku libovolné&. DokaZte, Ze po umisténi vSech zavazi budou vahy v rov-

novaze.

10. Necht z, y, z jsou nezdporna realna ¢éisla spliiujici rovnost = + y +
+ z + xyz = 4. Dokaite, Ze

z+y+2z2zy+yz+ 2.

11. Jsou dany dvé rtiznob&zky p a g protinajici se v bod& P. Pro libovolny
bod O na p (mimo bod P) uvazme kruZnici k; se stfedem O, kteréd se
dotyka pfimky ¢, a ddle kruznici ko, kterd se dotyka pfimek p, ¢ i kruz-
nice k1. Naleznéte mnozZinu v8ech bodt dotyku takovych kruznic k1 a k.

12. Uvazujme trojihelnik ABC, v ném?z (pii obvyklém oznadeni velikosti
vnittnich thla) je f > . Oznaéme F stfed kruznice pfipsané strané BC
uvazovaného trojuhelniku. Necht M a N jsou po fadé takové body stran
AB a AC, %e EM je osou uhlu AEB a N osou thlu AEC. DokaZte vétu:
Protinaji-li se pfimky M N a BC v bodé L, pak plati

|« BEL| + |<CEL| = 180°.
13. Jsou dana dvé cela &isla m, n takova, Ze 0 £ m < 2n. DokaZte, Ze
éislo

22n+2 +2m+2 + l

je druhou mocninou né&jakého pfirozeného ¢&isla, pravé kdyz m = n.
14. V roviné je dan trojuhelnik ABC, v némz |AB| < |BC|. Uvazujme
takovy bod D jeho strany AC, pro ktery plati |AB| = |BD|. KruZnice ve-
psana trojuhelniku ABC se dotyké jeho stran AB a AC po fadé v bodech

K a L. Oznaéme J stfed kruZznice vepsané trojihelniku BCD. Dokazte,
ze primka KL prochazi stfedem tsecky AJ.

15. Pro kazdé pfirozené n uréete viechny mnohocleny tvaru

na™ +ap_12" . a4+ (=) (n+ 1)n

s celoCiselnymi koeficienty ay, as, . .., a,_1, které maji n riznych reélnych
kofent z1,zs,. .., z, spliiujicich nerovnosti k < z,, £ k + 1 pro vSechna
k=1,2,...,n.
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16. Dany trojihelnik A;A2As neni pravouhly a kruznice ki(Oy,r),
k2(Oq,72), k3(O3,73) maji nasledujici vlastnosti:
(1) Ay, Az € ki, A1, A3 € ko, A1, Ay € k3,
(ii) kruznice k3 ma vnitini dotyk s kazdou z kruznic ki, ko, které samy
maji vngjsi dotyk.
Za predpokladu, Ze trojuhelniky A; As Az a 010203 jsou podobné
(potfadi odpovidajicich si vrcholt neni znamo), vypoctéte jejich vnitini
uhly a zapiSte je ve stupnich.

17. Vypiste vzorcem alesponn 398 dvojic trojmistnych celych kladnych
&isel a, b, pro néz je soucet va2 — 2008b + /b2 + 2008a celociselny.

18. Pro dané celd m, n véts$i nez 1 uvazujme Sestithelnik ABCDEF
s vrcholy A[0,0], B[m,0], C[m,n], Dim — 1,n], Elm — 1,1], F|0, 1] roz-
déleny na m+n — 1 jednotkovych ¢tverci s vrcholy v mrizovych bodech.
Najdéte pocet cest z A do C' po hranicich zminénych ¢tverci, které kaz-
dym bodem prochézeji nejvyse jedenkrat. (Vysledek musi byt uveden
v nejjednodussim tvaru.)
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