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Kategorie C

Texty dloh

C-1-1

Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na namésti sbirku na dobro¢inné
ucely. Za chvili se u nich postupné zastavilo pét kolemjdoucich. Prvni dal
Honzovi do jeho kasicky 3 K¢, Jirkovi 2 K¢, Martinovi 1 K¢ a Petrovi
nic. Druhy dal jednomu z chlapcii 8 K¢ a zbylym tfem nedal nic. Treti
dal dvéma chlapciim po 2 K¢ a dvéma nic. Ctvrty dal dvéma chlapctim
po 4 K¢ a dvéma nic. Paty dal dvéma chlapcim po 8 K¢ a dvéma nic.
Poté chlapci zjistili, ze kazdy z nich vybral jinou ¢astku, pficemz tyto
tvori ¢tyri po sobé jdouci ptirozena ¢isla. Ktery z chlapct vybral nejméné
a ktery nejvice penéz? (Peter Novotny)

C-1-2

Pravouhlému trojuhelniku ABC s pfeponou AB je opsana kruznice. Paty
kolmic z bod A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C' oznac¢me D, E.
Vyjadrete délku tsecky DE pomoci délek odvésen trojuhelniku ABC.

(Pavel Leischner)

C-1-3

Najdéte vsechna ¢tyrmistna ¢isla n, ktera maji nasledujici t¥i vlastnosti:
V zépise ¢&isla n jsou dvé rizné &islice, kazda dvakrat. Cislo n je délitelné

sedmi. Cislo, které vznikne obracenim poradi éislic &isla n, je rovnéz étyi-
mistné a délitelné sedmi. (Pavel Novotny)

C-1-4

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE. Na polopfimce BC' sestrojte ta-
kovy bod G, aby obsah trojihelniku ABG byl shodny s obsahem daného
pétithelniku. (Lucie RizZickovd)
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C-1-5
Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet &isel tak, aby soudet
zadnych dvou vybranych ¢isel nebyl nasobkem jedenacti. (Vysvétlete,
proc zvoleny vybér ma pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho
poctu ¢isel nevyhovuje.) (Jaromir Simsa)

C-1-6

Dokazte, ze pro libovolna ruzna kladna ¢isla a, b plati

a+b _ 2(a? + ab + b?) _ [a? + b2
2 3(a+b) 2

(Jaromir Simsa)

C-S-1

Dokazte, ze pro libovolna nezaporna ¢isla a, b, ¢ plati
(a+ be)(b+ ac) = ab(c +1)2.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-S-2

V pravothlém trojuhelniku ABC oznac¢ime P patu vysky z vrcholu C'
na preponu AB. Prusecik usecky AB s pfimkou, ktera prochézi vrcholem
C a stfedem kruznice vepsané trojuhelniku PBC, oznac¢ime D. Dokazte,
ze tsecky AD a AC jsou shodné. (Pavel Leischner)

C-S-3

JestliZe jista dvé prirozena Cisla ve stejném poradi secteme, odeéteme, vy-
délime a vynésobime a vSechny ¢tyfti vysledky secteme, dostaneme 2 009.
Urcete tato dvé ¢isla. (Vojtech Bdlint)
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cC-1n-1
Uvazujme vyraz
50* — 422 +5
Viz) = ——5—7
a) Dokazte, Ze pro kazdé realné éislo z plati V(z) 2 3.
b) Najdéte nejvétsi hodnotu V(). (Ales Kobza)

C-11-2

V pravothlém trojihelniku ABC oznac¢ime P patu vysky z vrcholu C
na preponu AB a D, E stfedy kruZnic vepsanych po fadé trojihelniktim
APC, CPB. Dokazte, ze stfed kruznice vepsané trojihelniku ABC je

prisecikem vysek trojihelniku CDE. (Pavel Leischner)
cC-1n-3
Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybrano nékolik rtiznych ¢&isel tak, ze soudet

zadnych tf z nich neni nasobkem deviti.
a) Dokazte, Ze mezi vybranymi éisly jsou nejvyse ¢tyii délitelna tiemi.
b) Ukazte, ze vybranych ¢isel miize byt 26. (Jaromir Simsa)

C-1n-4

Pravothlému trojihelniku ABC' s preponou AB a obsahem S je opsana
kruznice. Tecna k této kruznici v bodé C protiné teény vedené body A
a B vbodech D a E. Vyjadiete délku usecky DFE pomoci délky ¢ pfepony
a obsahu S. (Peter Novotny)
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Reseni tloh

C-1-1

Dohromady chlapci dostali 3+2+1+8+2-2+2-44+2-8 = 42 K¢.
Toto ¢islo lze jednoznacné vyjadrit jako soucet ¢ty po sobé jdoucich
pfirozenych ¢&isel: 42 = 9 4 10 + 11 + 12. Ctyfii chlapci tedy (v néjakém
poradi) vybrali sumy 9, 10, 11 a 12 K¢.

Zadny chlapec nemohl dostat 8 K¢ zaroven od druhého i od patého
kolemjdouciho (jinak by mél alesponn 16 K&, nejvice vSak mohl kazdy
z chlapct dostat 12 K¢). Takze od druhého a patého maji tfi chlapci po
8 K¢ a jeden od nich nedostal nic. Nejvyse jeden z téchto tfi chlapci
mohl dostat 4 K¢ od ¢tvrtého kolemjdouciho, jinak by méli uz alespon
dva chlapci alespon 12 Ké&. Ctvrty kolemjdouci musel tedy dat 4 Ké pravé
jednomu z nich a 4 K¢ zbyvajicimu chlapci. Bez penéz prvniho a tfetiho
kolemjdouciho tedy maji chlapci vybrano 12, 8, 8 a 4 K¢. Chlapec, ktery
dostal v souctu od druhého, ¢étvrtého a patého kolemjdouciho dvanact
korun, uz nemohl dostat od prvniho a tietiho kolemjdouciho nic, nebot
by mél vice nez dvanact korun. Ten, ktery dostal v sou¢tu od druhého,
¢tvrtého a patého kolemjdouciho 4 K¢, musel dostat od prvniho a tretiho
v souc¢tu maximalni moznou ¢astku, tj. 3+2 = 5 K¢, jinak by mél celkove
méné nez 9 K¢ (dostal tedy pravé 9 K¢ a ma nejméné). TakZe nejméné
vybral Honza, nebot on dostal od prvniho kolemjdouciho 3 K¢, a nejvic
Petr, ktery od prvniho kolemjdouciho nedostal nic.

Uvahy snadno dokonéime a ukézeme, %e popsané rozdéleni je vskutku
mozné. Jak uz vime, Honza vybral 9 K¢ a Petr 12 K¢, Jirka, ktery dostal
2 K¢ od prvniho, nemohl dostat od tfetiho nic, takze dostal celkem 10 K¢,
a Martin 11 K¢&. VSechny tvahy mtuzeme prehledné usporadat do tabulky,
kterou postupné dopliujeme:

1 2 3 4 5 by
8 0 0
0 0 8
0 0 0 4 8 12 - P
3 0 2 4 0 <9 - H
14243 1x8 2x2 2x4 2% 8
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C-1-2

Oznacme odvésny trojuhelniku ABC obvyklym zpisobem a, b a proti-
lehlé ahly «, (. Stfed pfepony AB (stfed opsané kruznice) oznacime O
(obr.1).

Vyska v = CP rozdéluje trojuhelnik ABC na trojahelniky AC'P
a C'BP podobné trojiuhelniku ABC podle véty uu (a+ 3 = 90°), tsecka
OC je kolmé na DE anavic |OC| = |OA| = r (polomér opsané kruznice).
Odtud |<OCA| = |xOAC| = a a |xDCA| =90° — |xOCA| = 3.

Pravothlé trojihelniky ACP a ACD se spole¢nou preponou AC' se
tudiz shoduji i v thlech pfi vrcholu C. Jsou proto shodné, dokonce sou-
mérné sdruzené podle pfimky AC. Analogicky jsou trojuhelniky CBP
a CBE soumérné sdruzené podle BC. Je tedy |CD| = |CE| = v, tudiz
|DE| = 2v = 2ab/va? 4+ b%, nebot z dvojiho vyjadfeni dvojnasobku ob-
sahu trojuhelniku ABC plyne v = ab/|AB|, pficemz |AB| = va? + b2.

Pozndmka. Misto dvojiho vyjadfeni obsahu muzeme k vypoctu
vysky CP vyuzit podobnost trojihelniki CBP a ABC: sina =
= |CP|/|AC| = |BC|/|AB|.

Obr. 1 Obr. 2

Jiné FeSeni. Usecka OC je stiedni pfic¢kou lichobé&zniku DABE, ne-
bot je rovnobézna se zdkladnami a prochéazi stiedem O ramene AB. Je
proto D obrazem bodu E v soumérnosti podle stfedu C. Obraz F' bodu
B v téze soumérnosti lezi na polopfimce AD za bodem D (obr.2). Je
|CF| = |BC| = a, thel ACF je pravy, trojuhelniky AFC a ABC jsou
tedy shodné. Vidime, ze C'D je vyska v trojuhelniku AFC shodné s vys-
kou v, trojihelniku ABC, a DFE je jejim dvojnasobkem. Velikost vysky
v, dopocitame stejné jako v predchozim FeSeni.
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Jiné feSeni. Usecky CD a CFE (obr. 3) jsou shodné s vskami rovnora-
mennych trojahelniki ACO, BCO na spole¢nou stranu OC'. ProtozZe tyto
dva trojihelniky maji ve srovnani s tfetim trojihelnikem ABC polovi¢éni
obsah a i jejich spole¢nd strana OC' je oproti pfeponé AB polovi¢ni, jsou
obé vysky na stranu OC' trojihelniki ACO, BCO shodné s vyskou na
stranu AB trojuhelniku ABC. Jeho vysku dopocitdme jako v prvnim
feSeni.

D

Odpovéd. |DE| = 2ab/va? + b2.

C-1-3

V feSeni budeme 7 znacit Cislo, které vznikne obracenim poradi ¢islic
¢isla n. Rozlisime t¥i pfipady.

(i) Cislo n mé4 tvar aabb, kde a, b jsou rtizné cifry. Je tedy n = 1100a+
+11ba 7 = 1100b+ 11a. Cislo 7 méa délit jak n, tak 7, tedy i jejich rozdil
n—n = 1089(a — b) a soufet n + 7 = 1111(a + b). Protoze ani ¢islo
1089, ani ¢islo 1111 nejsou nasobkem sedmi a sedm je prvocislo, tak
T|a—0biT7]a+b. Pouzijeme-li stejnou Gvahu jesté jednou, vidime, ze
7| (a=b)+(a+b)=2aaT]|(a+b)—(a—b)=2b,tedy 7|aaT]|b,
neboli a,b € {0,7}. Cislice a, b jsou navzajem riizné, proto jedna z nich
musi byt 0. Ale potom jedno z ¢isel aabb, bbaa neni ¢tyfmistné. Hledané
¢islo n tedy nemuze byt uvedeného tvaru.

(ii) Cislo n ma tvar abab. Potom 7 | n = 1010a + 101b a rovnéz
7|7 =10100+ 101la. Podobné jako v predchozim pripadé odvodime, Ze
7|n—n=909(a—b)aT7|n+n=1111(a+b), a ze stejnych divodu
jako v pfedchozim piipadé zjistujeme, ze 7 | a, 7 | b. Néktera z ¢islic by
tedy musela byt 0. Cislo n tak nemfize byt ani tvaru abab.
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(iii) Cislo n mé tvar abba. Potom obricenim pofadi ¢islic vznikne
totéz cislo, takZe mame jedinou podminku 7 | 1001a + 110b. Protoze
71001 a 7t 110, je tato podminka ekvivalentni s podminkou 7 | b.
Proto b € {0,7}, a € {1,2,...,9}, a # b. Vyhovuje tak vSech 17 ¢isel,
ktera pravé uvedené podminky splnuji: 1001, 2002, 3003, 4004, 5005,
6006,7007,8008,9009,1771,2772,3773,4774,5775,6776,8778,9 779.

C-1-4

Rozbor: Nejprve uvazme bod F', ktery je prusecikem pfimky BC' a rov-
nobézky s EC jdouci bodem D (protoze E ¢ BC, jsou EC a BC ruz-
nobézky, obr.4). Obsahy trojuhelniki ECD a ECF jsou shodné (maji
spole¢nou stranu EC' a shodnou vysku na tuto stranu), obsah pétitihel-
niku ABCDE je tedy shodny s obsahem ¢tyftuhelniku ABFE.

Obr. 4

Déle uvazme bod G, ktery je prusecikem pfimky BC' a rovnobézky
s AF jdouci bodem E. Potom jsou opét obsahy trojuhelniki AFE a AFG
shodné, a jsou proto shodné i obsahy ¢tyruhelniku ABF'E a trojahelniku
ABG. Bod G tak mé pozadovanou vlastnost.

Hledany bod je na polopfimce BC' jediny, nebot pro riizné body X, Y
na poloptimce BC maji trojuhelniky ABX a ABY riuzné vysky na spo-
le¢nou stranu AB, maji tedy rtzné obsahy.

Popis konstrukce:

Lp;p| EC, D € p;

2. F; F € pn BC,

3.¢;q||AF, E€g;

4. G; G e gnNBC;

Uloha m4 jediné feseni.
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C-1-5
Cisla od 1 do 99 rozdélime podle jejich zbytku pti déleni &slem 11 do
jedenacti devitiprvkovych skupin Ty, T4, ..., Tio:
To = {11,22,33,...,99},
T, ={ 1,12,23,...,89},

Tyo = {10,21,32,...,98}.

Vybereme-li jedno ¢islo z Ty (vic jich ani vybrat nesmime) a vSechna
¢isla z Ty, Ty, T3, Ty a Ts, dostaneme vyhovujici vybér 1+5-9 = 46 ¢isel,
nebot soucet dvou éisel z 0, 1, 2, 3, 4, 5 je délitelny 11 jediné v piipadé
0 4 0, z mnoziny T jsme vSak vybrali pouze jedno ¢islo.

Na druhou stranu v libovolném vyhovujicim vybéru je nejvyse jedno
¢islo ze skupiny Tj a nejvyse 9 Cisel z kazdé ze skupin

Ty UTy, ToUTy, T3UTs, T4 UTr, T5 U T,
nebot pfi vybéru 10 éisel z nékteré skupiny 7; UT11_; by mezi vybranymi
bylo nékteré ¢islo ze skupiny 7T; i nékteré cislo ze skupiny T71—;; jejich

soucet by pak byl délitelny 11. Celkem je tedy ve vybéru nejvyse 1 +
+5-9 =46 cisel.

C-1-6
Levou nerovnost dokazeme ekvivalentnimi upravami:
a+b _ 2(a®+ab+b?)
2 3(a+b)
3(a+b)* < 4(a® + ab + b?),
0< (a—0b)%

|-6(a+b)

Posledni nerovnost vzhledem k predpokladu a # b plati. Také pravou ne-
rovnost ze zadani budeme ekvivalentné upravovat, za¢neme umocnénim
kazdé strany na druhou:

4(a® +ab+b*)?  a?+b?
9(a+b)? g
8(a? + ab + b*)? < 9(a? + b?)(a + b)?,
8(a* + b* + 2a3b + 2ab® + 3a%b?) < 9(a* + b* + 2a3b + 2ab® + 2a?b?),
6a2b? < a* + b* + 2a3b + 2ab°.

| -18(a + b)?
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Posledni nerovnost je souétem nerovnosti 2a2b? < a* + b* a 4a%b? <
< 2a3b + 2ab?®, které obé plati, nebof po prevodu ¢lenti z levych stran na
pravé dostaneme po rozkladu uz ziejmé nerovnosti 0 < (a? — b?)?, resp.
0 < 2ab(a — b)2.

cC-S-1

Roznéasobenim a dal$imi ekvivalentnimi tpravami dostaneme

ab+ b%c + a’c + abc? = abc? + 2abe + ab,
b%c + a%c = 2abe,
(a—b)%c=0.

Podle zadani plati ¢ = 0 a druhd mocnina realného &isla a — b je rovnéz
nezaporna, takze je nezadporna i leva strana upravené nerovnosti. Rovnost
v ni (stejné jako v ptivodni nerovnosti) nastane, pravé kdyz a — b = 0
nebo ¢ = 0, tedy pravé kdyz je splnéna aspon jedna z podminek a = b,
c=0.

C—~5=2

V pravothlém trojuhelniku ABC' s preponou AB pro velikosti «, 8 thld
pii vrcholech A, B plati a + 5 = 90°, proto je | ACP| =90° —a = f
a [xBCD| = |xDCP| = 3(90° — 8) = %a, nebot pfimka CD je osa
uhlu BCP (obr.5). Pro vnéjsi thel ADC trojahelniku BCD tak zfejmé
plati [XADC| = |xDBC| + |¥BCD| = 8 + 3a = |xDCA.

Obr. 5

Zjistili jsme, ze trojuhelnik ADC mé u vrcholi C, D shodné vnitini
uhly, je tedy rovnoramenny, a proto |AD| = |AC|.
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C-S§-3

Pro hledana pfirozena ¢isla = a y lze podminku ze zadani vyjadfit rovnici
x
(o) + (@ =)+ (5) +(-y) = 2009 1

ve které jsme dil¢i vysledky jednotlivych operaci uzavorkovali.
VyfeSme rovnici (1) vzhledem k nezndmé z (v niZ je, na rozdil od
neznamé y, rovnice linedrni). Vyjde

. 2009y ‘ 2)
(y+1)?

Hleddme pravé ta pfirozena cisla y, pro kterd ma nalezeny zlomek
celoc¢iselnou hodnotu, coz lze vyjadfit vztahem (y + 1)? | 2009y. Protoze
¢isla y a y + 1 jsou nesoudélnd, jsou nesoudélnd i &isla y a (y +1)?, takze
musi platit (y +1)2 | 2009 = 72 - 41. Protoze y + 1 je celé ¢&islo vétsi
nez 1 (a éinitelé 7, 41 jsou prvocisla), posledni podmince vyhovuje pouze
hodnota y = 6, které po dosazeni do (2) odpovidd = = 246. (Protoze
rovnice (1) a (2) jsou v oboru prirozenych ¢isel ekvivalentni, neni zkouska
nezbytna.)

Hledan4 ¢isla v uvazovaném potadi jsou 246 a 6.

Pozndmka. Uvaze o nesoudélnosti ¢isel y a y+ 1 se lze vyhnout: z rov-
nice (1) plyne, ze podil z/y je celé ¢islo. Dosadime-li do ni x = ky, kde k
je vhodné piirozené ¢&islo, dostaneme po tipravé k(y + 1) = 2009, odkud
podle rozkladu ¢isla 2009 na prvocinitele zjistime, Zze mtze byt jediné
k=4lay+1="7,tedy y =6 a z = ky = 246.

C-ll-1

Vyraz V je ziejmé definovan pro vSechna redlna cisla z.

a) Protoze x*+1 > 0 pro kazdé z, je nerovnost V (z) = 3 ekvivalentni
nerovnosti 5z% — 422 + 5 > 3(2* + 1) neboli 2z* — 422 +2 2> 0. Vyraz na
levé strané je roven 2(x? — 1)2, takZe je nezdporny pro kazdé z.

b) Vyuzijme nésledujici ipravu:

4_42 4 1 42 42
V(ac)=5x x+5=5(:c+)_ 2 . 4t
i +1 4 +1 ¢ +1 4 +1

Protoze zlomek 4x2/(z* + 1) je diky sudgym mocnindm proménné x pro
libovolné realné ¢islo x nezdporny, nabyva vyraz V své nejvétsi hodnoty
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Vinax, pravé kdyz 4z%/(z* + 1) = 0, tedy pravé kdyz z = 0. Dostdvame
tak Vinax = V(0) = 5.

C-1-2

V pravouhlém trojuhelniku ABC s pfeponou AB oznaéme « velikost
vnitiniho thlu pfi vrcholu A, ziejmé pak plati |XACP| = 90° — a,
|« PCB| = «. Stfed D kruznice vepsané trojihelniku APC lezi na ose
Ghlu PAC, takze |xDAC| = 1o, a podobné i X PCE| = . Odtud pro
velikost tthlu AUC' v trojuhelniku AUC, kde U je prisecik poloptimek
AD a CE (obr.6), vychézi

XAUC| = 180° — (90° — a + 2a) — o = 90°.
2 2

To znamend, ze polopfimka AD je kolma na CFE, usecka DU je tudiz
viska v trojihelniku DEC. Uplné stejné zjistime, 7e i polopfimka BE

Obr. 6

(jinak osa thlu ABC') je kolma na C'D. Dostavame tak, ze pruseéik po-
lopfimek AD a BE, coz je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC, je
zaroven i prusecikem vysek trojuhelniku DEC.

Jiné Feseni. Oznac¢me F' a G odpovidajici pruseéiky pfimek CD a CE
se stranou AB (obr. 7). Podle tvrzeni tlohy C-S-2 je trojihelnik CAG
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rovnoramenny se zakladnou CG. Osa AD uhlu CAG rovnoramenného
trojihelniku C'AG je tudiz i jeho osou soumérnosti, a je proto kolma na
zdkladnu CG, tedy i na CE. Podobné zjistime, Ze i trojuhelnik CBF
je rovnoramenny se zakladnou CF, takze osa BE thlu FBC je kolméa
na C'F, tedy i na C'D. Prusecik obou os AD a BE je tak nejen stfedem
kruznice vepsané trojuhelniku ABC, ale i pruseéikem vysek trojuhelniku
CDE, coz jsme méli dokazat.

cC-1n-3

Podle zbytki pifi déleni deviti rozdélime vSsech 99 uvazovanych ¢isel do
deviti jedenactiprvkovych tfid Ty, Ty, ...,Ts (do t¥idy T; patii vSechna
Cisla se zbytkem i):

To ={9,18,27,...,99},

T, = {1,10,19,...,91},

Ty = {8,17,26,...,98}.

a) Nagim tkolem je dokazat, ze v Tp U T3 U Ty lezi nejvySe Ctyti
vybrana ¢isla. Z kazdé ze ttid Ty, T3, Tg mohou pochéazet nejvyse dvé
z vybranych ¢isel (soucet libovolnych tii ¢isel z jedné takové tiidy uz
totiz délitelny deviti je). ProtoZe soucet libovolnych t¥{ ¢isel, kterd po
jednom lezi ve tridach Ty, T a Tg, je deviti délitelny, aspon jedna z téchto
ttid zadné vybrané cislo neobsahuje. Z obou vyslovenych zavéru plyne
dokazované tvrzeni: vybranych cisel délitelnych tfemi je totiz nejvyse
2+240=4.

b) Ukazme, ze vyhovujici vybér mize obsahovat 26 ¢isel. Vybereme
po dvou ¢islech z T, T5 a po 11 ¢islech (tedy vSechna ¢isla) z Ty a Tb.
Dostaneme tak celkem 2 -2+ 2-11 = 26 c¢isel; pfitom soucet libovolnych
t¥l z nich dava pfi déleni deviti zbytek alesponn 0 + 0 + 1 = 1, nejvyse
vsak 2 4+ 3 + 3 = 8, takze deviti délitelny byt nemiize.

C-1-4

Oznacme O stied opsané kruznice, tedy stfed pfepony AB daného pra-

vothlého trojihelniku ABC, a v velikost jeho vysky na pfeponu (obr. 8).

Trojuhelnik EDO je zfejmé rovnéz pravouhly, protoze jeho strany DO

a FO jsou kolmé na odvésny trojuhelniku ABC; pfitom jeho vys-
1

kou na pfeponu je usecka OC (o velikosti ;c). Vzhledem k soumér-
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nosti tsecky AC podle osy OD plati pro jeho thel pfi vrcholu D, Ze
|[«CDO| = 90° — |<xCOD| = 90° — |<xAOD| = «. Trojahelniky EDO
a ABC jsou tudiz podobné (uu). Koeficient k této podobnosti je dan po-
mérem délek odpovidajicich vysek na pfepony, takze k = |OC|/v = %c/ v,
a protoze vc = 285, je

2
=I5
V uvedené podobnosti odpovida pteponé AB piepona DE, proto pro jeji
velikost plati

k

3

c
E
C //
//
D |
| 7
\. vl
< e
\‘l\ /
« m N /
A O B
Obr. 8

Jiné FeSeni. Ze soumérnosti teéen z bodu ke kruznici plyne, Ze
oba trojuhelniky ACD i BCE jsou rovnoramenné, |AD| = |DC|,
|BE| = |CE|. Rovnoramenné jsou i trojuhelniky ACO a BCO, kde O
je stfed pfepony AB (ramena obou trojihelniki maji velikost poloméru
kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku ABC, coz je %c) Ukéazeme,
ze jde o dvé dvojice podobnych trojahelniki ACD ~ BCO a ACO ~
~ BCE. K tomu si sta¢i v§imnout, ze ve ¢tyfuhelniku AOCD, ktery
je slozen ze dvou shodnych pravouhlych trojuhelnikt, plati [<CDA| =
= 180° — |xAOC| = |xCOB|. Rovnoramenné trojuhelniky ACD a BCO
jsou tedy podobné podle véty wu. Z této podobmnosti plyne rovnost
|CD| : |CA| = |CO| : |CB|, takze pfi béZném oznaceni odvésen dostéa-
vame |CD| = %cb/a, a z podobnosti trojuhelniki ACO a BCE pak
|CE| = Jca/b. Celkem tak je

cb ca cb® +ca®  cla®+b?) A

|DE| = |DC| + |CE| =

% T 2 228 _4s
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Pozndmky. Podobnost zminénych rovnoramennych trojihelnik mu-
zeme odvodit také tak, Ze si vSimneme rovnosti odpovidajicich thla ACO
a BCFE pri zakladnach: oba totiz dopliuji ihel OCB do pravého thlu
(ACB, resp. OCE). Proto ACO ~ BCE.

Dalsi moZnost skyta objeveni rovnosti |<ADO| = |¥*BAC| = « (ra-
mena jednoho thlu jsou kolméa na ramena druhého). Z pravouhlého troj-
thelniku OD A tak mame |AO| : |AD| = tg |xADO| = tga = a : b, takZe
|CD| = |AD| = §cb/a, a analogicky pro pravouhly trojihelnik OEB.
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