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Kategorie B

Texty dloh

B-1-1

Na tabuli je napsano ¢tyrmistné ¢islo délitelné osmi, jehoz posledni ¢islice
je 8. Kdybychom posledni ¢islici nahradili ¢islici 7, ziskali bychom éislo
délitelné deviti. Kdybychom vSak posledni ¢islici nahradili éislici 9, ziskali
bychom ¢islo délitelné sedmi. Urcete ¢islo, které je napsané na tabuli.
(Peter Novotny)

B-1-2
Urcete vSechny trojice (z,y, z) redlnych éisel, pro které plati

w2+xy=y2+z2,
z2+zy=y2+x2.

(Jaroslav Svrcek)

B-1-3

Na strané BC, resp. C'D rovnobézniku ABCD uréete body FE, resp. F
tak, aby tsecky EF', BD byly rovnobézné a trojiuhelniky ABE, AEF
a AF'D mély stejné obsahy. (Jaroslav Zhouf)

B-1-4

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3.
Miuzeme se zeptat na libovolné poli¢ko desky, a pokud lod zasidhneme,
hra konci. Pokud ne, ptame se znovu. Uréete nejmensi pocet otazek, které
potfebujeme, abychom jisté lod zasahli. (Jan Mazdk)
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B-1-5

Trojahelniku ABC je opsana kruznice k. Osa strany AB protne kruznici k
v bodé K, ktery lezi v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC. Osy stran
AC a BC protnou pfimku CK po fadé v bodech P a . Dokazte, Ze
trojihelniky AK P a K B(Q jsou shodné. (Leo Bocek)

B-1-6
Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel (m,n), pro néz je hodnota vyrazu

m+3n—1
mn+2n—m — 2

celé kladné ¢islo. (Vojtech Bdlint)

B-S-1

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

ar +y =2,
T —y=2a,
z+y=1
o nezndmych x a y a redlném parametru a. (Jaroslav Svréek)
B-S-2

Pro vnitini bod P strany AB ostrouhlého trojihelniku ABC oznac¢me K
a L paty kolmic z bodu P na pfimky AC' a BC. Sestrojte takovy bod P,
pro ktery pfimka C'P puli tsecku K L. (Pavel Calabek)

B-S-3

Cislo nazveme magickym, pravé kdyz se da vyjadiit jako soucet trojmist-
ného éisla m a trojmistného ¢&isla m’ zapsaného stejnymi ¢éislicemi v opac-
ném poradi. Néktera magicka ¢isla lze takto vyjadrit vice zpusoby; napii-
klad 1554 = 579 + 975 = 777 + 777. Urcete vSechna magicka ¢isla, ktera
maji takovych vyjadieni m +m’ co nejvice. (Na potadi m a m’ nebereme
ztetel.) (Ales Kobza)
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B-II-1

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

r+y=1,
T —y=a,

—dax +4y = 22 +4
o neznamych z, y, z a readlném parametru a. (Jaroslav Svrcéek)

B-11-2

Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyt poli desky je vytvorena jedna
lod né&kterého z tvari

L8 B B A

MuZeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod zasdhneme, hra
kon¢i.
a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci otdzat, abychom méli jistotu za-
sahu lodé.
b) Zdivodnéte, ze zadnych sedm otdzek takovou jistotu nedava.
(Jan Mazdk)

B-11-3

Je dan ostrouhly trojihelnik ABC, ktery neni rovnoramenny. Ozna¢me
K prusecik osy thlu ACB s osou strany AB. Pfimka C'K protne vysky
z vrcholi A a B v bodech, které ozna¢ime po fadé P a (). Pfedpokla-
dejme, ze trojuhelniky AK P a BK(Q maji stejny obsah. Urcete velikost

thlu ACB. (Jan Mazak)
B-1l-4

K libovolnému pfirozenému ¢islu uréime jeho zbytky prfi déleni kazdym

z deseti prirozenych ¢isel 2, 3,4, ..., 11 a téchto deset zbytki (nékteré mo-

hou byt nulové) se¢teme. Urcete vSechna takova ¢isla mensi nez 25 000,
ktera maji uvedeny soucet co nejmensi. (Nulu za pfirozené ¢islo nepova-
Zujeme.) (Jaromir Simsa)
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Reseni tloh
B-1-1

Oznaéme n trojmistné ¢islo uréené prvnim trojcislim (zleva) hledaného
¢tyfmistného ¢isla, které se pak rovna 10n + 8. Podle zadani ulohy plati

8| 10n + 8, (1)
9]10n+7, (2)
7| 10n 4 9. ()

Ze vztahu (1) plyne 8 | 10n neboli 4 | 5n. Cisla 4 a 5 jsou nesoudélna,
proto 4 | n neboli n = 4k, kde k je pfirozené ¢islo. Dosazenim n = 4k do
vztahu (2) dostaneme 9 | 40k + 7 neboli 9 | 4k + 7. Z tabulky zbytku ¢isel
4k + 7 pti déleni deviti

k|0
7

123456 738
4k +7 | 26150483
vidime, Ze toto ¢islo je délitelné deviti, pravé kdyz ¢islo k pri déleni deviti
dava zbytek 5. Proto k = 91+5, kde [ je celé ¢islo, takze n = 4k = 361+ 20.
Dosazenim takového n do vztahu (3) dostaneme 7 | 360! + 209 neboli
7| 31— 1. Opét sestavime tabulku zbytk, tentokrat pti déleni ¢isla 3/ — 1
sedmi:

1012
3-1]6 25

3456
1403
Vidime, ze 7 | 3] — 1, pravé kdyz | = 7m + 5, kde m je celé ¢islo. Odtud
dostavame, ze vSechna celoéiselnd n spliiujici trojici podminek (1)—(3)
jsou tvaru n = 361 + 20 = 252m + 200.

Dodejme, ze namisto sestavovani tabulek jsme mohli vyuzit tprav

40k + 7 = 36k + 4(k — 5) + 27,
3601 + 209 = 3571 + 3(I — 5) + 224,

z nichZ bychom jako dfive dostali 9|k —5a 7|l —5.

Cislo n = 252m + 200 je trojmistné jediné pro m € {0,1,2,3}; hle-
dané n je proto z mnoziny {200, 452,704,956} a na tabuli bylo napséno
jedno z ¢isel 2008, 4528, 7048, 9568. Zkouskou (ktera ovSem pfi nasem
postupu neni nutnd) mizeme ovérit, ze kazdé z téchto ¢tyt ¢isel vyhovuje
zadani tlohy.
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Jiné Feseni. Pfi druhém postupu budeme tvahy o délitelnosti vyhodné
zapisovat kongruencemi.! Zapis a = b (mod m) (¢teme ,a je kongruentni
s b podle modulu m*) znamena, 7e ¢isla a, b davaji pti déleni ¢islem m
stejné zbytky neboli m | a — b.

Oznac¢me N hledané ¢tyfmistné ¢islo koncici ¢islici 8. Protoze pfi jeji

vvvvvv

N =8 (mod 10), (4)
N =0 (mod 8), (5)
N —-1=0 (mod 9), (6)
N+1=0 (mod 7) (7

Ze vztahu (5) plyne N = 8k, kde k je celé ¢islo. Dosazenim do vztahu
(4) dostaneme 8k = 8 (mod 10) neboli 4k = 4 (mod 5), coz po déleni
Cislem 4 (nesoudélnym s éislem 5) vede k podmince £ = 1 (mod 5). Proto
k = 50+ 1, kde [ je celé cislo. Dosazenim N = 8k = 40l 4+ 8 do vztahu
(6) obdrzime podminku 40l + 7 = 0 (mod 9). Jeji Gpravou dostaneme

40l = -7=-7+9-23 =200 (mod 9)

a po vydéleni ¢islem 40 (nesoudélnym s éislem 9) dojdeme k podmince

=5 (mod 9). Existuje tedy celé ¢islo m tak, ze | = 9m + 5. Dosazenim
N = 40l + 8 = 360m + 208 do vztahu (7) dostaneme 360m + 209 = 0
(mod 7) neboli 3m =1 (mod 7). Upravou

3m=1=142-7=15 (mod 7)

po vydéleni éislem 3 vyjde m = 5 (mod 7), takZze m = Tn + 5, kde n je
celé ¢islo. Hledané N je proto tvaru N = 360m + 208 = 2 520n + 2 008.
Takové N je ¢tyfmistné, pravé kdyz n € {0,1,2,3}. Na tabuli proto
mohlo byt napséno kterékoliv ¢islo z mnoziny {2008, 4 528, 7048, 9 568}
a zadné jiné.

1S timto zpisobem pocitani se zbytkovymi tfidami se lze sezndmit v brozuie Aloise
Apfelbecka: Kongruence, Mlada fronta, edice Skola mladych matematikii, Praha
1968.
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B-1-2
Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme po tpraveé
(z—z)(2z24+ 22 +y) =0.
Jsou proto mozné dva pripady, které rozebereme samostatné.

a) Pripad z — x = 0. Dosazenim z = z do prvni rovnice soustavy
dostaneme z? + zy = y? + 2% neboli y(z — y) = 0. To znamena, ze
plati y = 0 nebo x = y. V prvnim pfipadé dostdvame trojice (z,y,z) =
= (z,0,z), ve druhém (z,y,2) = (x,z,z); takové trojice jsou FeSenimi
dané soustavy pro libovolné realné ¢islo x, jak snadno ovérime dosazenim
(i kdyz takové zkouska pfi nasem postupu vlastné neni nezbytnd).

b) Pripad 2z + 2z +y = 0. Dosazenim y = —2x — 2z do prvni rovnice
soustavy dostaneme

2% + 2(—2x — 22) = (—22 — 22)> + 2°> neboli 5(z + 2)*> = 0.
Posledni rovnice je splnéna, pravé kdyz z = —x, tehdy ovSem y = —2z —
— 2z = 0. Dostévame trojice (x,y,z) = (x,0,—x), které jsou feSenimi
dané soustavy pro kazdé redlné x, jak ovéfime dosazenim. (O takové
zkousce plati totéz co v ptipadé a).)

Odpovéd. Viechna FeSeni (x,y, z) dané soustavy jsou trojice t¥i typu:
(z,z,z), (z,0,2), (=,0,—2x),
kde z je libovolné realné ¢islo.

Jiné Feseni. Obé rovnice soustavy sec¢teme. Po tipravé dostaneme rov-
nici
ylx+2z—-2y)=0
a opét rozlisime dvé moznosti.

a) Pripad y = 0. Z prvni rovnice soustavy ihned vidime, ze 2% = 22,

neboli z = +z. Zkouskou ovéiime, Ze kazda z trojic (z,0,z) a (z,0,—x)
je pro libovolné realné x resenim.
b) Pripad x + z — 2y = 0. Dosazenim y = %(ZL‘ + 2) do prvni rovnice
soustavy dostaneme
(z+2)  (z+2)?
2 4
Plati tedy z = —z nebo z = z. Dosazenim do rovnosti z 4+ 2z — 2y =

2

z? + + 22, po tpravé 2% =22

= 0 v prvnim pfipadé dostaneme y = 0, ve druhém piipadé y = z.
Odpovidajici trojice (x,0, —z) a (x, x, x) jsou feSenimi pro kazdé redlné =
(prvni z nich jsme ovSem nasli jiz v ¢asti a)).
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B-1-3

Oznacme a velikost stran AB a C'D a v vzdalenost jejich ptimek, ktera je
zarovel rovna vysce trojihelniku AF'D z vrcholu A (obr.9). Z podminky
EF || BD podle véty uu vyplyva, ze trojuhelniky BCD a ECF jsou
podobné; ozna¢me k € (0,1) koeficient jejich podobnosti. Jakmile ho
vypocteme, bude tuloha vyfesena.

D (I1-ka g ka ¢

Obr.9

Protoze |FC| = ka, |[FD| = (1 — k)a a vysky trojahelnikd ECF,
ABE ze spole¢ného vrcholu E mayji velikosti kv, resp. (1—k)v, pro obsahy
trojihelniki AFD a ABE plati

(I1-k)av a(l -k

L Py = =
AFD 2 2 ABE)

takze oba obsahy se rovnaji pro libovolné k € (0,1). Protoze obsah troj-
thelniku FCF mé hodnotu Sgpcr = %ka kv = %k:zav a obsah celého

rovnobézniku ABCD je dan vzorcem Sapcp = av, miizeme obsah troj-
uhelniku AEF vyjadrit takto:

Saer = SaBcp — SaBe — Secr — Sarp =
=av(1-3(1—k)—3k* - 3(1—k)) = av (k — 3k?).

Obsahy trojuhelnikt ABE, AFD proto budou shodné s obsahem troj-
thelniku AEF, pravé kdyz bude platit

3(1—k)=k—1k* neboli k®—3k+1=0.

Tato kvadraticka rovnice méa koreny

k1,2 =
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z nichz podmince k € (0,1) vyhovuje pouze kofen k = (3 — v/5). Do-
dejme, ze pro takové k plati

V-1 k

1-k=—3 11—k

Odpovéd. Hledané body E, F jsou uréeny poméry
|CE|: |EB| = |CF|:|FD| = (V5 —-1): 2.

Pozndmka. Rovnost (1—k) : 1 =k : (1—k) ze zavéru feSeni znamena,
ze body E, F' déli prislusné strany rovnobézniku v tzv. zlatém pomeéru.
Vyjadfuji to rovnosti

|CE|:|EB| = |EB|:|BC| a |CF|:|FD|=|FD|:|DC|.

B-1-4

Podle obr. 10 mtizeme na desku umistit 8 disjunktnich obdélniku 2 x 3
(stfedni policko desky ztistane prazdné). Abychom jisté zasahli lod, mu-
sime se zeptat na alespon jedno policko v kazdém z osmi vyznacenych ob-
délnikt, proto je nutny pocet otazek alespon 8.

Na obr. 11 je uveden ptiklad vybéru osmi poli, na ktera se staci ptat,
aby se uz mimo né nedala na desku umistit zadna lod 2 x 3. Proto téchto
8 otazek k zasazeni lodé vzdy staci.

Obr. 11

Z obou uvedenych tvah plyne nasledujici zaveér.
Odpoved. Nejmensi pocet otézek, které potfebujeme, abychom jisté
lod zasahli, je prave 8.
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B-1-5

Oznacme «, 3, v obvyklym zptisobem velikosti vnitfnich thla trojihel-
niku ABC (obr.12). Bod K lezi na ose tsecky AB, proto |AK| = |KB|.
Trojuhelnik AK B je rovnoramenny se zakladnou AB, jeho vnitini thly

Obr. 12

pfi vrcholech A a B jsou tudiz shodné. Podle véty o obvodovych thlech
jsou shodné i thly BCK a BAK, resp. ACK a ABK, jsou proto shodné
i thly BCK a ACK. Polopfimka CK je tudiz osou thlu ACB:

|XxACK| = |¥*BCK| = %

Protoze bod P lezi na ose strany AC, je trojuhelnik AC'P rovnoramenny
a jeho vnitini thly pfi zdkladné AC' maji velikost %7, takze jeho vnéjsi
thel APK pfi vrcholu P mé velikost %’y + %7 = 7. Stejné tak z rovno-
ramenného trojahelniku BCQ usoudime, Ze i velikost thlu BQK je 7.
Podle véty o obvodovych uhlech jsou shodné uhly ABC a AKC, tedy
thel AKC (neboli tthel AKP) mé velikost 3 a — zcela analogicky —
thel BK(Q ma velikost a.

V kazdém z trojuhelniki AK P a BK () jiz zname velikosti dvou vniti-
nich ahla (8, v, resp. «, v), takZe vidime, ze zbyvajici thly KAP a K BQ
maji velikosti «, resp. 3.

Z predchoziho plyne, Ze trojuhelniky AK P a K B(Q jsou shodné po-
dle véty usu, nebot maji shodné strany AK a KB i obé dvojice k nim
prilehlych vnitifnich Ghla.
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K uvedenému postupu dodejme, ze vypocet thla K AP a K B(Q pres
thly APK a BQK lze obejit takto: shodnost thlit KAP a BAC (resp.
KBQ a ABC) plyne ze shodnosti thla KAB a PAC (resp. KBA
a QBQC).

B-1-6

Nejprve si vSimneme, ze jmenovatel zlomku lze postupnym vytykanim
rozlozit na sou¢in (m+2)(n —1). Proto bude vyhodné polozit a = m+2,
b =mn —1 a pro nova neznama (nenulova!) celd ¢isla a, b zkoumat, kdy
je hodnota daného vyrazu

m+3n—-1  (a—2)+3b+1)—-1 a+3b
mn+2n—m-—2 ab  ab

(jak vyzaduje zadani) cel€ kladné ¢islo (pouzivejme dale obvykly termin
prirozen€ c¢islo). Uvedme dva mozné pristupy k feSeni takové otazky.
Pfi prvnim zptsobu vyuzijeme rozkladu

a+3b 1 3
V: = — —
ab b+a
a zfejmych odhadt
1 3
0<H§1, 0<H§3.
b a

Kdyby platilo a < 0, bylo by 3/a < 0, a tudiz V < 1/b < 1, tedy V by
nebylo pfirozené ¢islo. Proto nutné plati a > 0.

Proa > 6 je 3/a < %, atedy V< 1/b+ %, takZe nerovnost V = 1
plati, jediné kdyz 1/b > %, coz splnuje jediné celé b, totiz b = 1, pro
které pak ovem je 1 <V < % Proto musi platit 1 £ a < 6. Téchto Sest
moznosti jednotlivé rozebereme:

> a=1. Cislo V = 3+ 1/b je celé jediné pro b = +1, kdy je i klad-
né. V pivodnich nezndmych dostavame dvé feseni (m,n) = (—1,2)
a (m,n) = (—1,0).

>a=2CisloV = %—Q—l/bje prirozené, pravé kdyz b = +2; odpovidajici
feSeni jsou (m,n) = (0,3) a (m,n) = (0,—1).

> a = 3. Cislo V = 1+1/b je pfirozené, pravé kdyz b = 1, tehdy (m,n) =
= (1,2).
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>a=4.CisloV = %+1/bje prirozené, pravé kdyz b = 4, tehdy (m,n) =
=(2,5).

> a=5. Cislo V = 2 + 1/b zfejmé neni celé pro zadné celé b.

> a=6.CisloV = %+1/bje ptirozené, pravé kdyz b = 2, tehdy (m,n) =

= (4,3).

Odpovéd. Existuje pravé 7 dvojic celych ¢isel (m,n), pro které je hod-
nota daného vyrazu V celym kladnym ¢islem, jsou to dvojice

(m’ TL) € {(_1’ 2)’ (_17 0)7 (0?3)7 (0’ _1)’ (1’2)’ (2v 5)’ (473)}'

Jiné FeSeni. Hleddme nenulova celd a, b, pro néz a + 3b = kab pro
vhodné pfirozené k. Oznaéme d = 1 nejvétsi spoleény délitel takovych
¢isel a, b. Pak a = xd a b = yd pro cela nesoudélna ¢isla x, y, jez spliuji
rovnici (z + 3y)d = kxyd? neboli x + 3y = kzyd. Odtud plyne, Ze &islo y
déli nesoudélné cislo z. To je mozné, jediné kdyz y = +1.

V pfipadé y = 1 mame rovnici  + 3 = kzd neboli 3 = z(kd — 1).
ProtozZe plati kd = 1 (éisla k, d jsou ptirozend),jebudz =1akd—1=3
(pak kd = 4, a tedy d € {1,2,4}, takZe (a,b) = (d,d) je jedna z dvojic
(1,1), (2,2), (4,4)), nebo je x = 3 a kd —1 = 1 (pak kd = 2, a tedy
d € {1, 2}, takze (a,b) = (3d,d) je jedna z dvojic (3,1), (6,2)).

V pfipadé y = —1 mame rovnici z — 3 = —kzd neboli 3 = z(1 + kd),
coz vzhledem k nerovnosti 1 + kd = 2 znamené, ze x = 1 a 1 + kd = 3,
takze je kd = 2, a tedy d € {1, 2}, proto (a,b) = (d, —d) je jedna z dvojic
(1,-1), (2,-2).

Zjistili jsme, ze existuje sedm vyhovujicich dvojic (a, b), vypsat odpo-
vidajici feseni (m,n) = (a — 2,b+ 1) je uz nasnadé (viz odpovéd vyse).

B-S-1

Sec¢tenim druhé a tfeti rovnice dostaneme 2z = 2a + 1, odeétenim druhé
rovnice od treti 2y = —2a + 1. Odtud vyjadiime

r=a+3% y=-a+3} (1)

a dosadime do prvni rovnice puvodni soustavy. Po tpravé dostaneme
kvadratickou rovnici

a’*—ta—3=0, (2)
kterd ma kofeny a3 = —1 a as = % Pro kazdou z téchto dvou (jediné
moznych) hodnot parametru a jiz snadno stanovime neznamé z a y do-
sazenim do vzorct (1).

99



Dana soustava rovnic ma feSeni pouze pro dvé hodnoty parametru
a, jednak pro a = —1, kdy je jejim jedinym feSenim (z,y) = (—%, %),
jednak pro a = £, kdy (z,y) = (2, -1).

Zkouska dosazenim je snadnd, lze ji vynechat takovym zduvodnénim:
Soustava dvou rovnic, kterou jsme dostali (a vyfesili) seétenim a ode-
¢tenim druhé a treti rovnice, je s touto dvojici ptivodnich rovnic ekviva-
lentni. Zbyla (prvni) rovnice soustavy je pak ekvivalentni s kvadratickou
rovnici (2), jejimz FeSenim jsme nasli mozné hodnoty parametru a.

B-S-2

Oznacme S stied tsecky C'P. Podle Thaletovy véty lezi body K a L na
kruznici p sestrojené nad priumérem CP. Pfedpokladejme, Ze bod P méa
pozadovanou vlastnost, tj. ze praumér C'P puli tétivu KL (obr. 13).

C

A P B
Obr. 13

Pramér libovolné kruznice puli kazdy jiny prameér téze kruznice a také
vSechny tétivy k nému kolmé. A Zadnou jinou tétivu pulit nemuze: kdyz
totiz prochéazi dvéma rizngmi body jeji osy soumeérnosti (totiz stfedem
tétivy a stfedem kruZznice), musi byt — stejné jako tato osa — k dané
tétivé kolmy.

Tétiva KL ovSem nemuze byt primeérem kruznice p, protoze podle
Thaletovy véty by byl tthel KCL (a tedy i ithel ACB) pravy, coz odporuje
zadani, proto je tétiva KL k pruméru CP kolma. V tomto pripadé jsou
trojihelniky CK P a CLP soumérné sdruzeny podle pfimky C'P, odkud
jiz plyne, ze uhly KCP a LCP jsou shodné. Poloptimka C'P je tedy osou
thlu ACB.

Je-li naopak poloptimka C'P osou thlu ACB, shoduji se pravouhlé
trojuhelniky CK P a C'LP ve spole¢né preponé C'P a ve dvou vnitinich
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uhlech, takze body K a L jsou soumérné sdruzeny podle ptimky CP.
Proto tétiva CP puli tsecku K L.

Odpovéd. Existuje pravé jeden vnitini bod strany AB ostrotihlého
trojihelniku ABC| pro ktery usecka C'P pili ise¢ku K L. Je to priusecik
osy vnitiniho thlu pfi jeho vrcholu C se stranou AB.

B-S-3

Kazdé trojmistné ¢islo mé vyjadieni m = 100a+10b+c, kde a, b, ¢, a # 0,
jsou jeho cislice. Trojmistné ¢islo zapsané stejnymi Cislicemi v opa¢ném
pofadi méa pak vyjadieni m’ = 100c + 10b + a, ¢ # 0. Protoze na poradi
¢isel m a m’ neni bréan ztetel, pro urcitost predpokladejme, ze m < m’
neboli a < ¢, kde a,c € {1,2,3,...,9} abe {0,1,2,...,9}.

Pro magické ¢islo x podle zavedeného oznaceni Cislic plati

z=m+m' =101(a+ c) + 200b.

Vidime, ze hodnota x nezalezi tolik na jednotlivych cislicich a a ¢ jako
na jejich souctu s = a + ¢, ktery mize nabyvat hodnot s € {2,3,...,18}.
Dale uz budeme pracovat pouze s vyjadfenim z = 101s + 20b.

Predpokladejme na okamzik, ze se jako soucet 101s + 20b da nékteré
magické ¢islo x zapsat dvéma riznymi zptsoby:

z =101s + 20b = 101s" + 200’ (1)

Z rovnosti 101(s — s’) = 20(b — V') a nesoudélnosti ¢isel 101 a 20
vyplyva, zZe ¢islo 101 musi délit ¢islo b — b'. Protoze vsak b a b jsou
éislice, plati —9 < b — b < 9. V tomto intervalu najdeme jediné &islo
délitelné éislem 101, a to éislo 0. Je proto b—b" = 0 neboli b = V', a tudiz
i s = ¢'. To vSak odporuje predpokladu, Ze ¢islo x mé4 dvé rizna vyjadieni
tvaru (1). Znamena to, ze ve vyjadieni z = 101s + 20b m4 kazdé magické
¢islo z jednoznac¢né urcenou ¢islici b i jednoznacné uréeny soucet s.

Pocet zpisobt, kterymi lze magické ¢islo vyjadrit jako soucet m +m’
neboli 101s + 20b, se proto rovna poctu zpisobu, kterymi lze vyjadrit
odpovidajici hodnotu s jako soucdet dvou ¢islica ac, kde 1 Sa < c < 9.
V mnoziné {2,3,...,18} mé nejvétsi pocet takovych vyjadieni éislo s =
= 10, jez se da vyjadrit pravé péti vyhovujicimi soucty:

10=149=2+8=3+7=4+6=5+5.
Ostatni ¢isla maji takovych vyjadieni méné.
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Skutecéné: v piipadé s £ 9 z rovnosti a + ¢ £ 9 a predpokladu a < ¢
plyne a < 4, takZe mensi ¢islice a nabyva nejvyse ¢étyi hodnot stejné jako
vétsi Cislice ¢ v pfipadé s = 11, kdy ze vztahti a + ¢ 2 11 a a < ¢ plyne
c 2 6.

Nejvice (péti) soucty m + m’ se daji vyjadfit magicka ¢isla tvaru
101-10420b,kde b € {0,1,2,...,9}, jednd se tedy o ¢isla z desetiprvkové
mnoziny

{1010,1030,1050, ...,1190}.

B-Il-1

Sectenim prvni a druhé rovnice dané soustavy dostaneme 2z = 1 + a,
odectenim druhé rovnice od prvni 2y = 1 — a. Odtud

T = %(1+a), y:%(l—a). (1)

Dosadime-li za x a y do tfeti rovnice puvodni soustavy, dostaneme rovnici
—2a(14+a)+2(1 —a)=224+4 neboli 2%+ 2a?+4a+2=0,
kterou upravime na tvar
224+ 2(a+1)*=0.

Oba scitanci na levé strané posledni rovnice jsou nezaporna cisla. Jejich
soudet je 0, pravé kdyz z = 0, a = —1. Dosazenim t&chto hodnot do (1)
dostaneme x =0, y = 1.

Zaveér: Dana soustava rovnic mé feseni pouze proa = —1,atoz =0,
y =1, z = 0. Zkouska pfi tomto postupu neni nutna.

B-1l1-2

a) Staci se otdzat naptiklad na ¢ernd pole v obr.14: v kazdém Fadku
i sloupci jsou vedle sebe nejvyse dvé bila pole, zatimco kazda z lodi zabere
v jednom z obou smérti pravé t¥i po sobé stojici pole. Aspon jedno z nich
tedy bude cerné.

5

Obr. 14 Obr. 15
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b) K zdsahu lodé na desce o rozmérech 3 x 2 jsou potieba alespon dvé
otazky, protoze zadné jeji pole nelezi ve vSech lodich, které na tuto desku
muzeme umistit. Na desce 5 x 5 mizeme vymezit ¢tyfi neprekryvajici se
oblasti 3 x 2 (obr. 15). I kdyby lod byla umistovana pouze do téchto ¢ty¥
oblasti, sedm otazek na jeji zasah nestac¢i — podle predchozi uvahy totiz
potfebujeme aspon 4 x 2 = 8 otazek.

B-11-3

Ozna¢me vnitini thly v trojihelniku A BC obvyklym zpisobem. Ze shod-
nosti obvodovych thlt ACK a BCK v kruznici opsané trojtihelniku
ABC plyne shodnost odpovidajicich tétiv AK a BK, takze bod K puli
ten z oblouki AB, ktery lezi proti vrcholu C' (obr. 16). Podle véty o ob-
vodovych thlech jsou velikosti thlt AKC a BKC po tadé rovny 3 a a.
Oznacme V,, V}, paty vySek pfislusnych vrcholim A, B trojthelniku
ABC'. Protoze ABC je ostrouhly trojuhelnik, jsou body V, a V, vnitini
body odpovidajicich stran. Velikost thlu APK je shodna s velikosti vnit¥-
niho thlu pfi vrcholu P v pravouhlém trojahelniku CPV,, je tedy rovna
90° — %'y. Stejnou velikost ma analogicky i ihel BQK.

K
Obr. 16

Trojuhelniky AKP a BK( maji stejny obsah, shodné strany AK
a BK, a tudiz i vysky na né, a navic se shoduji i v tthlu proti nim.
Z konstrukce trojihelniku podle dané strany, vysky na tuto stranu a pro-
tilehlého vnitiniho thlu a ze soumérnosti sestrojenych feSeni plyne, ze
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trojihelnik AK P je shodny bud's trojihelnikem K B(Q, anebo s trojuhel-
nikem BK Q. Jelikoz trojuhelnik ABC neni rovnoramenny (tj. a # 3), je
trojihelnik AK P shodny s trojuhelnikem K BQ. Velikost vnitiniho thlu
pfi vrcholu A trojahelniku PAK je 180°—3— (90° — %'y) =90°—B+37,
takze z uvedené shodnosti plyne

90°—,6+%=a neboli 90°+%:a+ﬁ:180°—7.
Odtud dostavame vy = 60°. Naopak pokud v = 60°, je |<APK| =
= |¥xBQK]| = 60° a trojuhelniky AK P a KBQ jsou shodné podle véty
usu, maji tedy stejny obsah.

Zdvér: Uhel ACB mé velikost 60°.

B-1l-4

Uvazujme prirozené ¢islo n < 25000 a oznac¢me 73,73, ...,7r11 odpovi-
dajici mu zbytky po déleni ¢isly 2,3,...,11. Jako soucet nezapornych
zbytkl je prislusny soucet z = ry + r3 + ... + r1; rovnéz nezaporny.
V daném ptipadé vSak nemuze byt roven 0, protoze to by znamenalo, ze
¢islo n je délitelné kazdym z prvkia mnoziny M = {2,3,4,...,11}, jejichz
nejmensi spole¢ny nasobek je 27 720 > 25 000.

Ukazeme, Ze nejmensi mozny soucet je 1, a zaroven najdeme i vSechna
¢isla n mensi nez 25000 s touto vlastnosti.

Je-li prislusny soucet roven 1, jsou vSechny zbytky rx s vyjimkou
jednoho rovny 0, a existuje tedy pravé jedno d € M tak, ze ry = 1.
Ukazeme, Ze d = 7 nebo d = 11. Nemtize ziejmé byt d < 5, to by totiz
nenulovy zbytek odpovidal i ¢islu 2d € M. Kdyby zbytek 1 odpovidal
jednomu z ¢isel d = 6,8,9,10, odpovidal by nutné i jednomu z ¢isel 2
nebo 3.

Pokud d = 7, musi byt hledané ¢islo nasobkem vsech ¢isel z M\ {7},
tedy nasobkem ¢isla 3 960. Toto ¢islo dava pfi déleni 7 zbytek 5, zbytek 1
déava jeho trojnasobek n = 3 - 3960 = 11 880, ktery vyhovuje podminkam
ulohy, a obecné kazdy (3 + 7a)-ndsobek; ovSem dalsi nasobek 10 - 3 960
s vyhovujicim zbytkem je uz vétsi nez 25 000.

Pokud d = 11, musi byt hledané ¢islo ndsobkem vsech ¢isel z M\ {11},
tedy nasobkem ¢isla 2 520. Protoze toto ¢islo dava pfi déleni 11 zbytek 1,
vyhovuje pro d = 11 jediné ono (dalsi ndsobek (1+11)-2 520 s vyhovujicim
zbytkem je totiz uz vétsi nez 25000).

Zavér: Hledana ¢isla jsou dvé, a to 11880 a 2 520.
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