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Kategorie A

Texty tdloh

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

2sinzcos(z +y) +siny =1,
2sinycos(y + z) +sinz = 1.

(Jaroslav Svrcek)

A-1-2

Je dan tétivovy ctyruhelnik ABC D. Dokazte, Ze spojnice priseciku vysek
trojuihelniku ABC' s pruseéikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobézna
s pfimkou CD. (Tomds Jurik)

A-1-3
Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel z, y takové, ze
2

zy
xr+y

je prvocislo. (Jan Mazak)
A-1-4
Uvazujme nekonecnou aritmetickou posloupnost
a,a+d,a+2d,..., (*)
kde a, d jsou pfirozend (tj. kladnd celd) ¢isla.
a) Najdéte pfiklad posloupnosti (*), kterd obsahuje nekone¢né mnoho

k-tych mocnin pfirozenych ¢isel pro vSechna k = 2,3, ...
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b) Najdéte priklad posloupnosti (x), ktera neobsahuje zadnou k-tou moc-
ninu prirozeného ¢isla pro zadné k = 2,3, ...

c) Najdéte priklad posloupnosti (), kterd neobsahuje zadnou druhou
mocninu prirozeného cisla, ale obsahuje nekonec¢né mnoho tfetich
mocnin pfirozenych c¢isel.

d) Dokazte, ze pro vSechna ptirozena ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Posloup-
nost (%) bud neobsahuje zddnou k-tou mocninu pfirozeného éisla,
anebo obsahuje nekonecné mnoho k-tych mocnin pfirozenych cisel.

(Jaroslav Zhouf)

A-1-5

V kazdém vrcholu pravidelného 2008thelniku lezi jedna mince. Vybe-
reme dvé mince a pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak,
ze jedna se posune ve smeéru a druha proti sméru chodu hodinovych ruci-
¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zptusobem vSechny mince postupné
presunout:

a) na 8 hroméddek po 251 minci,

b) na 251 hromédek po 8 mincich. (Radek Horensky)

A-1-6

Je dan trojuhelnik ABC. Uvnitf stran AC, BC jsou dany body FE, D tak,
ze |AE| = |BD|. Ozna¢me M stied strany AB a P prusecik pfimek AD
a BE. Dokazte, ze obraz bodu P v stfedové soumérnosti se stfedem M
lezi na ose thlu ACB. (Jan Mazdk)

A-S-1

Zjistéte, pro které dvojice kladnych celych ¢isel m a n plati
Vm?2 —4 < 2y/n—m < \/m2—2.

(Jaromir Simsa)

A-S-2

Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik, v némz vnitini ahel pfi vrcholu A
ma velikost 45°. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C. Uvazujme déle
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libovolny vnitini bod P vysky CD. Dokazte tvrzeni: P¥imky AP a BC
jsou navzajem kolmé, pravé kdyz tsecky AP a BC jsou shodné.
(Jaroslav Svrcéek)

A-S-3

Urcete vSechna cela ¢isla vétsi nez 1, kterymi lze kratit néktery ze zlomkt
tvaru

3p—gq

5p + 2q’

kde p a ¢ jsou nesoudélna cela cisla. (Vojtech Bdlint)

A-l1l-1

Jisté ¢tyrmistné prirozené ¢islo je délitelné sedmi. Zapiseme-li jeho ¢islice
v opacném potradi, dostaneme vétsi ¢tyFmistné ¢islo, které je rovnéz dé-
litelné sedmi. Navic pfi déleni ¢islem 37 davaji obé zminéna ¢tyfmistna
lisla stejny zbytek. Urdete pivodni étyfmistné ¢islo.  (Jaromir Simsa)

A-11-2

Na odvésnach délek a, b pravouhlého trojihelniku lezi po tadé stiedy
dvou kruznic kg, k. Obé kruznice se dotykaji prepony a prochézeji vrcho-
lem proti pfeponé. Poloméry uvedenych kruznic oznac¢me g,, 0p. Urcete
nejvetsi kladné redlné cislo p takové, Ze nerovnost

i+i>p(.1_+.1_>

% O " \a b
plati pro vSechny pravothlé trojuhelniky. (Jaroslav Svréek)
A-11-3

Urcete velikosti vnitfnich Ghla «, (3, v trojihelniku, pro néz plati

2sin@sin(a + ) —cosa = 1,
2sinysin(8 + ) — cos B = 0.

(Jaroslav Svrcek)
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A-1l-4

Uvnitf strany BC' ostrotihlého trojihelniku ABC zvolme bod D a uvnitf
usecky AD bod P tak, aby nelezel na téznici z vrcholu C. Pfimka této
téznice protne kruznici opsanou trojuhelniku CPD v bodé, ktery ozna-
¢ime K (K # C). Dokazte, ze kruznice opsané trojihelniku AK P pro-
chazi kromé bodu A dal$im pevnym bodem, ktery na vybéru bodd D

a P nezavisi. (Tomds Jurik)
A-1ll-1

Jsou-li vSechna ¢isla p, 3p+2, 5p+4, Tp+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvodisla,

je ¢islo 6p + 11 slozené. Dokazte. (Pavel Novotny)
A-1ll-2

Na krat$im z obloukt C'D kruznice opsané pravouhelniku ABC D zvolme
bod P. Paty kolmic z bodu P na ptimky AB, AC' a BD ozna¢me po-
stupné K, L a M. Ukazte, ze thel LK M ma velikost 45°, pravé kdyz
ABCD je ¢tverec. (Tomds Jurik)

A-11I1-3

Najdéte nejmensi kladné ¢islo x, pro néz plati: Jsou-li a, b, ¢, d libovolna
kladna ¢isla, jejichz soucin je 1, potom

1 1 1 1
a®+b"+c"+d" 2 -+ -+ =+ .
a b ¢ d

(Pavel Novotny)

A-IllIl-4

Zkoumejme, pro kterd prirozend ¢isla n existuji praveé Ctyfi prirozena
¢isla k takova, ze &islo n + k je délitelem &isla n + k2.
a) Ukazte, Ze vyhovuje n = 58, a najdéte piislusna Ctyfi k.
b) Dokazte, Ze sudé n = 2p, kde p = 3, vyhovuje, pravé kdyz p i 2p+ 1
jsou prvocisla.
(Nulu mezi pfirozend ¢isla nepoéitdme.) (Jaromir Simsa)
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A-Illl-5

V kazdém z vrcholl pravidelného n-thelniku A; A, ... A, lezi uréity po-
éet minci: ve vrcholu Ay je to pravé k minci, 1 £ k < n. Vybereme dvé
mince a pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se
posune ve sméru a druhd proti sméru chodu hodinovych ruéi¢ek. Rozhod-
néte, pro kterd n lze po koneéném poc¢tu takovych pfemisténi docilit toho,
ze pro libovolné k, 1 < k < n, bude ve vrcholu Ay, leZet n + 1 — k minci.

(Radek Horensky)

A-I1ll1-6

V roviné w jsou dany dva rizné body O a T. Najdéte mnozinu vrcholt

vvey

opsané kruznice v bodé O. (Jaromir Simsa)
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Reseni tiloh

A-1-1

Pouzitim znamych vzorci

cos(z 4+ y) = coszcosy — sinzsiny,

sin2z = 2sinzcosz, cos2zx =1—2sin’z
dostaneme upravou levé strany prvni rovnice

2sinz cos(z + y) +siny = 2sinz(coszcosy — sinxsiny) + siny =
= 2sinzcoszcosy + (1 — 2sin® z)siny =
=sin2x cosy + cos2xsiny =
= sin(2z + y).

Podobné je leva strana druhé rovnice rovna sin(2y + z). Dana soustava
je tedy ekvivalentni soustavé

sin(2z +y) = 1,

. (1)
sin(2y + z) = 1.
Protoze funkce sinus nabyva hodnotu 1 pravé v bodech tvaru %n+2kn,
kde k je celé ¢islo, budou feSenim soustavy pravé ty dvojice (z,y), pro
néz existuji cela ¢isla k, [ takova, ze

2c+y=4in+2kn, 2y+z=gn+2n (2)

Odtud bud odeétenim vhodnych nasobkii rovnic (napf. od dvojnasobku
prvni odecteme druhou), anebo prfimym vyjadfenim jedné proménné
z prvni rovnice a dosazenim do druhé rovnice po tpravé dostaneme

T=1in+202k-Dn, y=3in+2(2 -k

Resenim soustavy jsou tedy dvojice (%TH— —23-(2k =D, %TE+ %(2[ —k)), kde
k, 1 jsou libovoln4 celd ¢isla. Neni nutné délat zkousku, nebot z uvedeného
postupu vyplyvd, Ze takovéto dvojice (z,y) spliiuji vztahy (2), a tedy
i soustavu (1), ktera je zadané soustavé ekvivalentni.

Poznamka. Uvedeny vysledek se da zapsat i jinak. Vzhledem k tomu,
#e y—x = 1(61—6k)n = 2(l — k), mzeme pro m =l —k, n = 2k —1 psét
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T = %n -+ %mt, y = = + 2mmn, feSenim jsou tedy dvojice (én + %m:, %n +
+ %nﬂ: + 2mn), kde m, n jsou libovolna celd ¢isla. (Pokud k, | probihaji
vSechny mozné dvojice celych ¢isel, plati to i pro ¢isla m, n.)

Jiné FeSeni. Pokud je feSenim dané soustavy dvojice (x,y), jsou diky
periodicité funkci sinus a kosinus s periodou 2r ziejmé feSenim i vSechny
dvojice (z + 2kmn,y + 2In) (k, I jsou libovolna cela ¢isla). Budeme tedy
soustavu Fesit jen v oboru (0, 21) a na konci nalezend feSeni ,,posuneme*
0 (2km, 2ir), abychom ziskali obecné FeSeni.

Odectenim rovnic soustavy ziskame po rozkladu levé strany na soucin
rovnici

(sinz — siny)(2cos(z +y) — 1)= 0.

Rozlisime dva pfipady podle toho, ktery z ¢initeld je nulovy.

I. Jestlize sinz = siny, mame vzhledem k podmince z,y € (0, 2r) tii
moznosti: bud z = y, anebo x + y = 1, anebo = + y = 3x (obr. 17).

Obr. 17

Pro z = y po dosazeni do ptivodni soustavy ziskdme jedinou rovnici
2sinx cos2z +sinz = 1.

Z ni pouzitim vzorce cos2x = 1 — 2sin?z a po substituci sinz = ¢
ekvivalentnimi ipravami postupné dostaneme

2sinz(1 — 2sin® x) +sinz = 1,
2t(1 —2t3) +t =1,

463 -3t +1=0,
(t+1)(2t—1)*>=0.

Pfi posledni tpravé jsme ,uhodli“ koten ¢t = —1 a rozklad na souéin
ziskali vydélenim mnohoé¢lenu 4¢3 — 3t + 1 kofenovym ¢initelem ¢ + 1.
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Vzhledem k pouzité substituci ¢ = sinx jsou feSenim posledni rovnice

ta z € (0,2n), pro kterd bud sinz = —1, anebo sinz = %, takze x €

e{ %n, %n, %n} Ve zkoumaném oboru jsou fesenim dané soustavy dvojice
11 55 3. 3

(g™ g™, (g™ g™ a (3T, 37).

Proz +y = n & z +y = 31 mame cos(z + y) = —1. Dosazenim
do puvodni soustavy (vzhledem k pfedpokladu sinz = siny) ziskdme
jedinou rovnici sinz = —1, a tedy i siny = —1. Ve zkoumaném oboru

tak dostavame jediné feseni z =y = %n, které jsme nasli uz prve.

IL. Jestlize 2cos(z + y) — 1 = 0 neboli cos(z +y) = 3, je z +y =
= i%n + 2kn pro néjaké celé k a nékteré znaménko. Po dosazeni do
puvodni soustavy dostaneme jedinou rovnici sin z + siny = 1, ktera diky
periodé 2n funkce sinus a nasledujicimu uziti zndmého vzorce sin(a+b) =
= sinacosb + cosasin b, podle néhoz

siny = sin(+in + 2kt — z) =sin(+in—z) =

= sin(£37) cos — cos(+3n)sinz = ilg cosz — sinz,

prejde do tvaru (zminény vzorec uplatnime jesté jednou)
¢ & 3 1 . i 1
1=sinz +siny = j:32£ cosz + 3 sinx = sin(x £ 7).

Ve zkoumaném oboru tak dostdvame x + %n = %n, takze bud (pfi ,hor-

nim“ znaménku) z = én, coz vzhledem k rovnosti y = %n —x + 2kn

dé jedingé y = in — In = 1ln), nebo (pfi ,dolnim* znaménku) z = 2x

. . . ’ . 5 v/ v . 27 e Y A

a analogicky dostaneme jediné y = gn. V piipadé II tedy neexistuji jind
feseni nez ta, jez jsme objevili uz v pripadé I.

Zdvér. Resenim v oboru (0,2r) jsou dvojice (3, gm), (2w, 37),

6
(%n, %n) V oboru realnych éisel to pak jsou dvojice
(in+2km, in+2ln), (3n+2km 3n+2n), (3n+ 2kw, 3n+ 2in),

kde k a [ jsou libovolna cela cisla.

Poznamka. Naznacme jesté jeden mozny zacatek feSeni zalozeny na
tom, Ze z rovnic zadané soustavy vylou¢ime spoleény ,slozity“ clen
cos(z 4+ y). Dosdhneme toho, kdyZ prvni rovnici vynésobime siny, dru-
hou rovnici vynasobime sin x a vzniklé rovnice odecteme. Dostaneme tak
rovnici
2

sin?y — sin® 2 = siny — sinz,
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po upraveé
(sinz —siny)(1 —sinz —siny) = 0.

Musi tedy platit sin z = siny nebo sin z+siny = 1. V prvnim pfipadé dale
postupujeme jako v pfedchozim feSeni, ve druhém pfipadé po dosazeni
siny = 1—sinz do prvni rovnice dané soustavy dostaneme prvni z rovnic

(2cos(z +y) —1)sinz =0, (2cos(z +y) —1)siny =0,

druhou pak odvodime obdobné. Protoze aspon jeden scitanec v rovnosti
sinx + siny = 1 musi byt nenulovy, vedou predchozi rovnice k zavéru, ze
cos(z +y) = 3, takZe opét miizeme postupovat stejné jako v predchozim
feSeni.

A-1-2

Oznacéme k kruznici opsanou ¢tyftuhelniku ABCD. Pruseciky vysek troj-
thelniki ABC a ABD ozna¢me postupné U a V' (obr. 18).

D
C
%
v
U
A A
A B
U/
> —

Obr. 18

Je znadmo, Ze obraz priseciku vysek v osové soumernosti podle strany
daného trojuhelniku lezi na kruznici trojuhelniku opsané. To znamena, ze
obraz U’ bodu U v osové soumérnosti podle strany AB lezi na kruznici k,
ktera je trojihelniku ABC opséna. (To plati i pro tupouhly trojihelnik
ABC'.) Podobné lezi na kruznici k i obraz V' bodu V v téze osové sou-
mérnosti.

Predpokladejme, ze trojuhelniky ABC a ABD jsou ostrouhlé. Body U
a V tedy lezi v poloroving ABC. Obé kolmice CU’ a DV’ na stranu
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AB jsou rovnobézné, takze ¢tyttuhelnik CU'V'D je tétivovy lichobéznik,
ktery je nutné rovnoramenny. Odtud a z vlastnosti osové soumeérnosti
dostavame rovnosti

|xCDV'| = |xU'V'D| = |xUVV'|.

Protoze body C a U lezi v téZze poloroviné vzhledem k pfimce V'D, jsou
piimky CD a UV rovnobézné, coz jsme méli dokazat. (V posledni uvaze
jsme vyuzili, ze body D, V, V' lezi na pfimce v tomto potadi.)

V pripadé, kdy je aspon jeden z trojuhelniki ABC a ABD tupouhly,
je argumentace velmi podobné. Body C, D, V', U’ vzdy vytvoii rovno-
ramenny lichobéznik, i kdyz ne nutné s vrcholy v uvedeném poradi.

Jiné Feseni. Pokud je AB primérem kruZnice k opsané danému téti-
vovému Ctyfthelniku ABCD, jsou ziejmé oba trojuhelniky ABC a ABD
pravouhlé, takze plati U = C, V = D a neni co dokazovat.

V opacném pripadé uvazme osu o kruznice k rovnobéznou se stranou
AB, 0 # AB. Jak uz vime, obrazy U’ a V' bodt U a V' v 0sové soumér-
nosti podle strany AB lezi na kruznici k opsané obéma trojuhelnikiim
ABC a ABD. Obé tétivy CU’ i DV’ jsou kolmé na osu o, takze body C
a D jsou obrazy bodi U’ a V' v osové soumérnosti podle osy o. To zna-
mena, ze usecka C'D je obrazem tsecky UV ve slozeni obou uvedenych
osovych soumérnosti. Slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéz-
nymi osami je ovSem posunuti, takze CD | UV. Tim je tedy tvrzeni
ulohy dokazéano.

Jsou to opravdu tétivy? Pokud je pfislusny trojuhelnik ABC ¢ ABD
ostrouhly, neni o tom pochyb. Podobné i v pfipadé tupého thlu pfi vr-
cholu C (a tedy i D); v obou pfipadech jsou body C,U’ i D, V'’ oddéleny
primkou AB. Zbyva moznost, kdy je tupy uhel pfi jednom z vrchold A
nebo B (s ohledem na symetrii rozebereme pouze druhou moznost,
obr.19). Je-li C = U’, je trojihelnik UC' A soumérny podle piimky AB,

c=U

Obr. 19
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takze |« BCU| = |xUAB| = |xCAB)|. Z rovnosti obvodového (CAB)
a tsekového (BCU) thlu tétivy BC nyni plyne, Ze vyska CU je tecnou
opsané kruznice, bod C' = U’ tak lezi na ose o (je samodruznym bodem
zminéné osové soumérnosti) a postup popsany v predchozim odstavci je
naprosto korektni.

Jiné FeSeni. Uvazujme tétivu AB dané kruZnice k. Pro libovolny
bod C na jednom z obloukii AB kruznice k ozna¢me U prusecik vysek
prislusného trojihelniku ABC. Ukazeme, ze délka tsecky CU nezavisi
na poloze bodu C na zvoleném oblouku AB.

Pokud je AB prumér dané kruznice, je C' = U a uvedené tvrzeni
ziejmé plati. V opacném piipadé je U # C. Oznac¢me K patu vysky
z vrcholu A na stranu BC a L patu vysky z vrcholu C na stranu AB.
Vysky AK a CL ziejmé sviraji stejny uhel jako pfimky BC a AB, k nimz
jsou kolmé. To znamena, ze uhly CUK a ABC maji stejny sinus. Z pra-
vothlych trojihelniki UKC a AKC tak méme (pfi oznaceni velikosti
stran a thli obvyklym zptsobem)

|CK]| _blcosy|  c|cosn|

sin|xCUK|  sinf3 siny ’

|CU| =

pfi¢emz posledni rovnost plyne ze sinové véty pro trojihelnik ABC.
Délka usecky CU tedy zavisi jen na délce usecky AB a na velikosti pfi-
slusného obvodového thlu ACB. Protoze tisetka AB i oblouk kruZznice
jsou dany, délka tsecky C'U se neméni.

Vrcholy C' a D daného ¢tyttuhelniku lezi na témze oblouku AB opsané
kruznice. Podle pfedchozi uvahy jsou tedy usecky CU a DV stejné dlou-
hé. Coby vysky na tutéz stranu jsou navic rovnobézné, a to souhlasné
(podle toho, zda je thel v ostry nebo tupy, méa vektor CU stejny smér
jako CL & opaény). Ctyitihelnik CDVU je tedy rovnobéznik, coz zna-
mena, ze pfimky C'D a VU jsou rovnobézné.

Predpokladejme, Ze prirozend ¢isla x, y a prvocislo p vyhovuji rovnici
2

zy
=p. 1
T+y e (1)

Nejvétsi spolecny délitel cisel z, y ozna¢me d. Potom z = da a y = db,
kde pfirozena ¢isla a, b jsou (jiz) nesoudélna. Po dosazeni do rovnosti (1),

75



odstranéni zlomku nasobenim a po vydéleni kladnym cislem d dostaneme
d*ab® = p(a +b). (2)

Cisla a a b jsou nesoudélna, proto jsou takova i ¢isla b2, a + b z rznych
stran rovnosti (2). To podle zndmého pravidla! znamena, ze b2 | p. Prvo-
¢islo p ma pouze dva délitele: ¢isla 1 a p, druhé z nich vsak neni druhou
mocninou, proto nutné plati b = 1. Po dosazeni do (2) obdrzime

d*a = p(a + 1). (3)

Zopakujme podobnou tvahu jako dfive. Protoze a déli levou stranu rov-
nosti (3), déli i jeji pravou stranu, coz vzhledem ke zfejmé nesoudélnosti
Cisel a, a + 1 vede k zavéru, Ze a | p. Plati proto bud a = 1, nebo a = p.
Oba pripady nyni posoudime oddélené.

Po dosazeni a = 1 do (3) dostaneme d? = 2p. ProtoZe p je prvoéislo,
¢islo 2p je druhou mocninou jediné v ptipadé p = 2. Potom rovnéz plati
d = 2 a vysledek vede k prvni vyhovujici dvojici z = da = 2, y = db = 2.

Po dosazeni a = p do (3) a vydéleni kladnym p dostaneme d? = p + 1
neboli p = (d + 1)(d — 1). Takovy rozklad prvoéisla p na dva &initele
(d=1<d+1)jejediny: d—1=1ad+1=p. Odtud dostavame d = 2,
p = 3, takZe druha vyhovujici dvojice je x =da =dp =6 ay = db = 2.

I kdyz muzeme provést zkousku obou feSeni snadnym dosazenim do
rovnice (1), pfi naSem postupu takova kontrola neni nezbytnd, nebot jsme
rovnici v daném oboru upravovali ekvivalentné.

Odpovéd': Uloze vyhovuji pravé dvé dvojice (z,v), a to (2,2) a (6,2).

A-1-4

a) Polozme napfiklad a = 1, d = 1. Posloupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)

pak ma tvar
1,2,3,4,...,

tj. obsahuje vSechna pfirozena ¢isla. Mezi nimi je samoziejmé nekonecné
mnoho k-tych mocnin pro kazdé k. (Vyhovujici a, d v této trividlni ¢asti
ulohy je mozné zvolit i mnohymi jinymi zpisoby.)

L Jsou-li k, | nesoudélné a k | Im, pak k | m.
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b) Polozme napiiklad a = 2, d = 4. Posloupnost (*) pak mé tvar
2,6,10,14, . . .,

tj. je tvofena sudymi ¢isly tvaru 4n + 2, kde n = 0,1,2,... Tato po-
sloupnost proto urcité neobsahuje zadnou k-tou mocninu lichého Cis-
la. VS8imnéme si, ze k-t4 mocnina libovolného sudého Cisla je délitelna
gislem 2% tedy i ¢islem 4 (uvazujeme pouze exponenty k = 2), tuto
vlastnost vSak nema zadné ¢islo tvaru 4n + 2. Zvolena posloupnost proto
neobsahuje k-tou mocninu Zaddného pfirozeného éisla, at je k = 2,3, ...
zvoleno jakkoli.

(Podobné muzeme zdtvodnit, Ze tloze b) vyhovuje kazda posloup-
nost, kterou dostaneme volbou a = p, d = p? pro libovolné prvoéislo p;
popsany pripad odpovida hodnoté p = 2.)

c¢) Polozme napfiklad a = 8, d = 16. Posloupnost (*) pak mé tvar

8,24,40,56, .. .,

tj. je tvofena lichymi ndsobky osmi tvaru 8(2n + 1), kde n = 0,1,2,....
Vysvétlime, pro¢ zvolena posloupnost neobsahuje zadnou druhou moc-
ninu pfirozeného ¢isla. Kazdy jeji ¢len 8(2n + 1) mé totiz prvocislo 2 ve
svém rozkladu na prvocinitele zastoupeno tiikrat (8 = 22 a &islo 2n + 1
je liché), zatimco kazdé druhd mocnina m4 ve svém rozkladu sudy pocet
vyskytt jakéhokoli prvocisla.

Na druhé strané, ve zvolené posloupnosti jsou zastoupeny vSechny
tfeti mocniny 8- 13,833,853, ..., protoze tfeti mocnina lichého &isla je
opét ¢islo liché, tedy tvaru 2n + 1, a vSechna ¢isla tvaru 8(2n + 1) naSe
posloupnost obsahuje.

Zvolena posloupnost tedy tloze ¢) vyhovuje. (Opét jsme mohli éisla
a a d zvolit jinak, napf. obecnéji a = p® a d = p?, kde p je libovolné
prvocislo.)

d) Predpoklddejme, ze pro dané k > 1 se v posloupnosti (x) vy-
skytuje aspon jedna k-t4 mocnina, Feknéme é&slo m*, kde m je pfiro-
zené. Ze vzorce pro obecny Clen aritmetické posloupnosti pak plyne, ze
pro nékteré celé nezaporné ¢islo n plati rovnost mF = a + nd. Ukaz-
me, %e pak v posloupnosti (x) lezi (spolu s mocninou mF) vsechny
mocniny (m + d)*, (m + 2d)¥, (m + 3d)*, ... (kterjch je nekone¢né
mnoho).
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Vezméme rovnou obecny ¢len z vypsanych k-tych mocnin, tedy moc-
ninu (m + td)*, kde t je celé kladné &islo. Podle binomické véty plati

(m + td)* =
=m* + km*td + (5)mF22d? + .+ kmtFTLdE L 4 thak =
=m* +d(km* 1t + (5)mF262d + ... + kmtF1dE 2 4 thakol) =
=m*+d-M = (a+nd)+dM =a+d(n+ M).

Protoze M (vyraz ve velké zavorce) je zfejmé pfirozené ¢islo, hodnota
(m+td)* = a+d(n+ M) je ¢lenem posloupnosti () pro kazdé prirozené t.
Tim je pozadovana vlastnost nasi posloupnosti dokazana.

Poznamenejme, Ze namisto binomické véty jsme v poslednim odstavci
mohli vyuzit kongruence?. Kazda aritmetickd posloupnost (x) je totiz
tvofena pravé témi celymi ¢isly z, pro néz plati z = a (mod d) a z 2
> a. Jak je znamo, plati implikace: jestlize z = y (mod d), pak ¥ =
= y* (mod d) pro kazdé ptirozené k. Diky tomuto pravidlu o umocnéni
miizeme celé feSeni tlohy d) pojmout takto: mé-li pro dané k kongruence
z* = a (mod d) né&jaké feseni z = m s vlastnosti m > a, je jejim fesenim
i kazdé takové z, pro néz x = m (mod d). (V pavodnim feseni bychom
mohli tedy vzit i napf. mocninu (m — d)*, kdyby platilo a + d < m.)

A-1-5
Ocislujme vrcholy daného mnohotuhelniku po fadé ¢isly 1, 2, ..., 2008.

a) Popiseme rovnou jeden z postupi jak presouvat mince, abychom
je dostali na 8 hromadek po 251 mincich.

Nejprve mince z prvnich 251 vrchola s ¢isly 1,2,...,251 postupné
shroméazdime na jedné hromadce ve vrcholu s ¢islem 251, pfitom jejich
pohyb budeme vyvazovat ziejmym ,symetrickym® pfesouvanim minci
z poslednich 251 vrcholu s ¢isly 1758,1759,...,2008 do vrcholu s ¢is-
lem 1758. Takto vytvorime prvni dvé pozadované hromadky. Podobnym
zpusobem pak shroméazdime mince z vrchola 252 az 502 na jedné hro-
madce ve vrcholu s ¢islem 502. Jejich pohyb opét symetricky vyvazime
vytvorenim stejné pocetné hromdadky ve vrcholu s ¢islem rovnym rozdilu
1757—250, tedy s éislem 1 507. Postup zopakujeme jesté dvakrat; posledni

2 S timto zpiisobem poéitani se zbytkovymi tfidami se lze seznamit v brozute Aloise
Apfelbecka: Kongruence, Mlad4 fronta, edice Skola mladych matematik®, Praha
1968.
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dvé hromadky s 251 mincemi dostaneme v sousednich vrcholech s ¢isly
1004 a 1005.

b) Dokézeme, zZe zadny postup ke kyZenému cili nevede.

Prifadme kazdé minci ¢islo vrcholu, v némz se (aktudlné) nachézi.
Vsimnéme si, jak se zmeéni soucet S vSech 2008 ¢isel prifazenych jednot-
livym mincim, kdyz povolenym zptisobem presuneme libovolnou dvojici
minci. Nenastane-li pfitom presun mince mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008,
hodnota souctu S se zfejmé nezméni, nebot jedné z presouvanych minci
se prifazené ¢islo o 1 zvétsi, druhé pfesouvané minci se prifazené ¢islo
o 1 zmensi (¢isla pfifazena ostatnim mincim, jez zistaly na misté, se ne-
zméni). Pokud vSak pfesun mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2 008 nastane a nejde-li
pritom o bezvyznamnou vymeénu mince z vrcholu 1 za minci z vrcholu
2008 a naopak, soucet S se zméni na hodnotu S £ 2008, nebot ¢isla
prifazend pfesouvanym mincim se bud obé zvétsi, nebo obé zmensi, a to
v obou pfipadech o hodnoty 1 a 2007.

Nase tvahy o aktuédlnich hodnotach sou¢tu S ptifazenych vsem min-
cim muzeme shrnout takto: po libovolném poctu presunt dvojic minci
se hodnota S z pocatecéni hodnoty Sy = 1+ 2 + ... + 2008 dostane na
hodnotu S = Sy + 2008k, kde k je vhodné celé ¢islo. Snadno urcime
hodnotu Sy = 1004 - 2009. Kdybychom pfipustili, Ze po ur¢itém poctu
presunt dvojic minci vznikne 251 hroméadek po 8 mincich ve vrcholech,
jejichz ¢isla oznacime vy, va, . .., v251, musela by platit rovnost

1004 - 2009 + 2008k = 8(vy + vg + . .. + va51),

kterou vSak nespliiuje zadné celé ¢islo k, nebot jeji prava strana je na-
sobkem osmi, zatimco leva strana nikoliv (¢islo 2 008k nasobkem osmi je,
¢islo 10042 009 nikoliv). Tim je tvrzeni o neexistenci hledaného postupu
dokéazano.

Dodejme pro zajimavost, ze ivaha o souctu S neni v rozporu s vy-
sledkem ¢asti a). Postupu popsanému v feseni a) odpovida rovnice

1004 - 2009 + 2008k = 251(vy + v2 + ... + vg),
a to dokonce s hodnotou k = 0 (Zadny pfesun mince mezi vrcholy s ¢éisly
1 a 2008 jsme neprovedli). Z uvedené rovnice s hodnotou k = 0 plyne,
ze ¢isla vrcholt osmi koneénych hromadek museji spliiovat rovnici

v +v2+...+vg =4-2009,
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at volime jakykoli postup bez pfesunu mince mezi vrcholy 1 a 2008. Pri
nasem postupu za rostouciho potadi ¢isel v; plati

v1 + vg = vy +v7 = v3 + v4 = V5 + vg = 2009.

A-1-6

Ozna¢me @ obraz bodu P ve stfedové soumérnosti se sttedem M. Bod
Q@ bude lezet na ose thlu AC B, pravé kdyz bude mit stejnou vzdalenost
od obou pfimek AC a BC'. Vzhledem k tomu, Ze usecky AE a BD maji
stejnou délku, vidime, ze bod @ bude stejné vzdalen od ptimek AC a BC,
pravé kdyz trojuhelniky AEQ a BD(@) budou mit stejny obsah (obr. 20).
Rovnost jejich obsahti ted dokazeme.

Obr. 20

Z konstrukce bodu @ plyne, ze AQBP je rovnobéznik, tj. pfimka QB
je rovnobézna s primkou AD, proto maji trojuhelniky QBD a QBA
stejny obsah (maji shodné vysky na spole¢nou zékladnu QB). Podobné
z rovnobéznosti pfimek QA a BE plyne rovnost obsahu trojahelniki
QAFE a QAB. Tim je rovnost obsahu trojuhelniki AEQ a BD(Q doka-
zana, a tudiz je dokazano i tvrzeni ulohy.

Jiné ¥eseni. Oznacéme C’ obraz bodu C a @ obraz bodu P ve stte-
dové soumérnosti podle sttedu M. Dale ozna¢me K priisecik pfimek C'B
a AD. Priseciky piimky C'P s pfimkami AB a AC ozna¢me N a L
(obr. 21).

80



c/

Obr. 21

Mame dokazat, ze bod @ lezi na ose uhlu AC B, coz je diky vlastnos-
tem stfedové soumérnosti ekvivalentni tomu, ze bod P lezi na ose uhlu
AC’ B (vnitiniho thlu v trojihelniku AC’ B). Je znamo, Ze toto nastane,
pravé kdyz bod N rozdéli tsecku AB v poméru délek useéek AC" a BC'.
Pokusime se tedy urc¢it pomér |AN|: |BN|.

Ozna¢me |BD| = |AE| = z, |CD| = y a |AC| = b. Trojahelniky
ADC a KDB jsou podobné, proto

|BK| _|BD| _z z
|AC| — |CD] g’ |BC'| y

Ze stejnolehlosti se stfedem v bodé P tak plyne

|AE| |BK| «
|[EL| — |BC'| y’

takZze |EL| =y a |AL|=z+y = |BC|=|AC'|.

Koneéné z podobnosti trojihelnikit ANL a BNC’ dostavame

|AN| _ |AL| _ |AC'|
[BN|  |BC'|  |BC'|

To, jak jsme pfed vypoétem poméru |AN| : |BN| zminili, znamena, ze
pfimka C'N = C'P je osou tthlu AC’B. Tim je tvrzeni tlohy dokézano.
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A-S-1

Spliuji-li pfirozena ¢isla m, n zadané nerovnosti, musi zfejmé platit
m=2 a 2yn—m>0, (1)

jinak by zastoupené odmocniny nebyly definovany, resp. prostfedni vyraz
2y/n—m by byl nekladny, a tak by nemohl byt v&tsi nez nezdporny vyraz
m? — 4.

Predpokladejme, ze podminky (1) jsou splnény a kazdou ze zadanych
nerovnosti v jednom sloupci ekvivalentné upravme (pfi kazdém ze Ctyt
umocnovani jsou obé strany definovany a maji nezaporné hodnoty, stejné
tak obé déleni kladnym ¢islem n jsou v poradku):

2Vn—m<vVm2—2 Vm2-4<2/n-m |2

4n — dmyn+m? <m? —2 m? —4 < 4n — dm~/n + m?
n+ 3 <myn myn<n+1 |2
n2+n+%<m2n m2n <n?+2n+1 ‘:n
1 1
n+1+-—<m? mi<n4+2+=
4in n

Posledni dvé nerovnosti plati, pravé kdyz ¢islo m? lezi v otevieném in-
tervalu

(n+1+i,n+2+ l).

4n n
Ten s ohledem na zfejmé nerovnosti 0 < in‘l < % a0<nt<l
obsahuje jediné celé ¢islo n + 2. Za predpokladu (1) proto pfirozené ¢isla
m, n spliuji ptivodni nerovnosti, pravé kdyz plati m? = n + 2.
 Zbyva zjistit, ktera piirozend ¢isla m, n vézand vztahy n = m? — 2
spliuji za predpokladu m = 2 i druhou z podminek (1). Provedme jeji
ekvivalentni tpravy:

2v/m? —2—m >0,

owm2—2>m, |°
4(m? - 2) > m?,
3m? > 8.

Posledni nerovnost je ovsem pro kazdé m = 2 uz splnéna.
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Odpoved. Hledané dvojice jsou pravé ty tvaru (m,n) = (m,m? — 2),
kde m = 2 je libovolné pfirozené ¢islo.

A-S-2

Nejdiiv dokdzeme prvni implikaci. Necht AP 1 BC, bod P je pak prii-
seCikem vysSek trojihelniku ABC. Chceme dokazat, ze usecky AP a BC'
jsou shodné, najdeme proto dva shodné trojihelniky, v nichz si tyto
usecky jako strany odpovidaji.

Ozna¢me FE prusecik ptimky BP se stranou AC, tj. patu vysky z vr-
cholu B. Z pravouhlého trojiuhelniku ABE a dané velikosti thlu BAC
snadno dopo¢itame, ze |« PBD| = 45°. Trojahelnik PDB je tedy pravo-
uhly a rovnoramenny, takze |DP| = |DB| (obr. 22). Podobné trojthelnik
ADC je pravouhly a vzhledem k velikosti ihlu pfi vrcholu A i rovnora-
menny, proto |[DA| = |DC|. Podle véty sus jsou pak pravotuhlé trojihel-
niky APD a CBD shodné a jejich ptepony AP, BC proto maji stejnou
délku.

C
E
P
45° A
A D B
Obr. 22

Zbyva dokazat opacnou implikaci. Predpokladejme, ze |[AP| = |BC|.
Protoze ADC' je rovnoramenny pravouhly trojthelnik, plati |AD| =
= |CD|, takze trojuhelniky PAD a BCD jsou shodné podle véty Ssu.
Mame tak |[PD| = |BD|, proto |<ABP| = 45°. Ozna¢me opét E prisecik
primky BP se stranou AC. V trojihelniku ABE vychéazi, ze thel BEA je
pravy, takze pfimka BP je vyskou trojihelniku ABC (obr.22) a bod P
je tak jeho prusecik vysek. Odtud plyne, Ze AP je vyska na stranu BC,
tudiz je na ni kolma.

83



Jiné feSeni. Je-li AP L BC, je bod P pruseéikem vysek trojuhelniku
ABC'. Oznaéme a = |<BAC| = 45°. Podobné jako v jednom z FeSeni
ulohy A-I-2 mtzeme odvodit, Ze

|BC| - cos a

|AP| =
sin «

= |BC| - cotga = |BC| - cotg45° = |BC.
Necht naopak |AP| = |BC|. Ozna¢me @ prisecik vysek trojuhelniku
ABC. 7 pravé dokdzané implikace vime, ze |AQ| = |BC|. VSechny body
vysky C'D maji ovSem navzajem ruznou vzdalenost od vrcholu A, proto
muze uvnitt usecky C'D lezet nejvyse jeden bod P s vlastnosti |[AP| =
= |BC]|, a tento bod musi byt totozny s bodem Q. Je tedy AP L BC.

A-S-3

Zlomek lze kratit celym cislem d > 1, pravé kdyz je ¢islo d spole¢nym
délitelem citatele i jmenovatele uvazovaného zlomku. Predpokladejme
tedy, ze plati d | 3p—q a zaroven d | 5p+2¢q, kde p a ¢ jsou nesoudélna cela
¢isla. S¢itanim vhodnych nasobkt dvojclent 3p — ¢ a 5p + 2q dostaneme

23p—q)+ (5bp+2q) =11p a 3(5p+2q) —5(3p—q) = 11q.

Protoze obé ¢isla 3p — ¢ a 5p + 2q jsou dle predpokladu nasobky cisla
d, jsou jeho nasobky i sestavena ¢isla 11p a 11¢q. Jinak feceno, ¢islo d je
spoleénym délitelem &isel 11p a 11q. Cisla p a ¢ jsou vSak nesoudélna
a cislo 11 je prvocislo, takze ¢isla 11p a 11¢ maji jediného spole¢ného
délitele vétsiho nez 1, a tim je ¢islo 11. Musi tedy platit d = 11.

ResSeni jesté neni u konce: musime ukazat, ze ¢islem 11 lze skuteénd
nékteré z uvazovanych zlomku kratit. Jak tedy najit dvojici nesoudélnych
Cisel p a g tak, aby platilo 11 | 3p — ¢ a zéroven 11 | 5p + 2¢? S trochou
trpélivosti objevime takové hodnoty p a ¢ zkusmym dosazovanim; staci
vsak vypsat soustavu rovnic

3p—q=1lm a bp+2q=11n,

najit jeji feSeni (p,q) = (2m + n,3n — 5m) a pak pohodlné dosazovat:
dvojici nesoudélnych ¢isel p a g urcité dostaneme, kdyz bude ¢ = 3n —
—5m = 1, tedy napf. pron =2 am = 1, kdy (p,q) = (4,1) a uvazovany
zlomek je 11/22.

Odpovéd. Jediné celé &islo vétsi nez 1, kterym lze kratit néktery z uve-
denych zlomk, je ¢islo 11.
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A-I1l1-1

Ozna¢me hledané ¢islo n = abed = 1000a+100b+10c+d a ¢islo s opaénym
poradim ¢islic £ = dcba = 1000d + 100c + 10b + a. Protoze obé ¢isla k, n
davaji stejny zbytek pri déleni ¢islem 37, je jejich rozdil

k —n = (1000d + 100c + 10b + a) — (1000a + 1006 + 10c + d) = g

=999(d —a) +90(c—b) = 37-27(d — a) + 90(c — b) )
délitelny ¢islem 37, odkud 37 | 90(c — b). Jelikoz 37 je prvodislo a ¢islo 90
neni jeho nasobkem, musi platit 37 | ¢ — b. To je pro &islice b, ¢ mozné
jediné v pripadé, kdy b = c. Naopak, je-li b = ¢, plyne z vyjadfeni (1),
ze bez ohledu na hodnoty ¢islic a, d je rozdil k — n délitelny ¢islem 37,
takze cisla n a k skutecné davaji pfi déleni 37 stejny zbytek. Mizeme
tedy predpokladat, ze n = abbd a k = dbba, a déle se uz zabyvat pouze
podminkami tlohy o délitelnosti sedmi.

Z podminek 7 | n, 7 | k plyne

7|k —n=237-27(d—a)

(do vyjadteni (1) jsme dosadili b = ¢), odkud vzhledem k nesoudélnosti
¢isla 7 se soucinem 37 - 27 dostéavame, ze 7 | d — a. Protoze podle zadani
plati £ > n, plati rovnéz d > a; takové cislice d, a spliuji podminku
7| d — a jediné v piipadé, kdy d — a = 7. Konkrétné je tedy bud a = 1
ad=8,neboa=2ad=09. (Moznost a =0, d =7 je vylouGena, protoze
a je prvni ¢islici ¢tyFmistného ¢isla n.)

V pripadé a = 1, d = 8 budou ¢isla

n 1008 + 110b = 7 - (144 + 15b) + 5b,
k = 8bbl = 8001 + 110b = 7 - (1143 + 15b) + 5b

délitelna sedmi, pravé kdyz bude platit 7 | 5b neboli b € {0, 7}. Dostavame
tak prvni dvé feSeni n = 1008 a n = 1778.

Rovnéz v ptipadé a =2 a d =9, kdy
2bb9 = 2009 + 1100 = 7 - (287 + 15b) + 5b,

9bb2 = 9002+ 110b = 7- (1286 + 15b) + 5b,

n
k

vyjde stejnd podminka 7 | 5b, ktera vede ke zbylym dvéma feSenim n =
=2009 an=2779.
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Hledané ctyrciferné ¢islo je kterékoli z ¢isel 1008, 1778, 2009, 2779
(a zadné jiné).

Jiné FeSeni. Zachovejme oznaceni ¢isel n, k a jejich éislic z piivodniho
feSeni. Za¢neme-li feSeni analyzou podminek 7 | n a 7 | k, zjistime s ohle-
dem na zbytky fadi 103, 102, 101, 10° pii déleni sedmi (jez jsou po fadé
6, 2, 3, 1), Ze tyto podminky lze zjednodusit do tvaru

7|6a+2b+3c+d, resp. T7|6d+ 2c+ 3b+a.

Sectenim obou vyrazi dostaneme 7 | 5(b+ ¢) neboli 7 | b+ c. Zjistime-li
stejné jako v ptivodnim FeSeni, ze plati 37 | k — n < b = ¢, z podminky
7| b+ cvyplyne b = ¢ € {0,7}; z obou zbylych podminek 7 | 6a + d
a7 | 6d+ a, jez jsou obé ekvivalentni jednomu vztahu 7 | d — a, pak
s ohledem na d > a > 0 najdeme obé vyhovujici dvojice ¢islic (a,d) =
=(1,8) a (a,d) = (2,9).

A-1I1l1-2

Ozna¢me vrcholy daného trojuhelniku A, B, C tak, aby vrcholy A, B
lezely postupné proti odvésnam délek a, b.

Nejdfive vypocitame velikosti poloméria obou kruznic k, a k.
Oznaéme A’ obraz bodu A v osové soumérnosti podle piimky BC.
Kruznice k, je vepsana trojihelniku A’AB (obr.23). Rovnoramenny
trojuhelnik ABA’ ma obvod o = 2(b + ¢) a obsah S = ab, pro polomér
0o kruznice k, tak podle znamého vztahu vychazi

_E_ ab
g = T b4c

Podobné vypocitame i polomér kruznice kp: vyjde op = ab/(a + c).
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Pro ¢islo p a pro libovolny pravouhly trojuhelnik s odvésnami a, b
a preponou ¢ ma platit

i+l b+C a—+c
p < Qo Ob _ _ab * ab :a+b+2c:1 2_—\m2+b2
a b ab

Protoze v pfipadé a = b mé posledni vyraz hodnotu 1 + /2, musi
kazdé vyhovujici &islo p spliiovat nerovnost p < 1+ /2. UkéZzeme-li nyni,
ze pro libovolné dvé kladné hodnoty a, b plati

/2 2
2 a +b 2\/5,

a+b (1)

bude vyse odvozena nerovnost znamenat, 7e p = 1++/2 je hledané reslné
¢islo (a tloha tak bude vyfesena).

Nerovnost (1) pro libovolna kladna a, b snadno ptrevedeme ekviva-
lentnimi pravami na nerovnost, ktera ziejmé plati:

2v/a? + b2 > V2(a+b),

4(a® +b?) = 2(a + b)?,
4a? + 4b% > 2a® + 4ab + 20,
2(a —b)? = 0.

Misto takové provérky bylo mozné vyuzit Cauchyovu nerovnost 2(a? +
+ %) = (a + b)? nebo nerovnost mezi kvadratickym a aritmetickym
prumeérem
a?+b2 _ a+b
2 2
Obé tyto klasické nerovnosti jsou zfejmé pouze obménénymi zapisy ne-
rovnosti (1).
Odpovéd. Hledané ¢&islo p ma hodnotu 1 + /2.

Poznamka. Velikost poloméria o, a op je mozné vypocitat i jinak:
Dvojim vyjadfenim sinu thlu ABC' z pravouhlych trojuhelnika S,BT
a ABC (obr.24) dostaneme

v
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odkud plyne g, = ab/(b+ ¢). Analogicky vypoc¢itame i gp.

A-11-3

Z rovnosti a+ 3+~ = n a ze zndmych goniometrickych vzorci dostavame

sin(a + ) = sinvy,
cosa = — cos(f + ) = — cos Fcosy + sin @ sin .

Dosadme tato vyjadieni hodnot sin(a + 3) a cosa do prvni rovnice ze
zadani a vysledek upravme:

2sin Bsiny — (— cos B cosy + sin Bsinvy) = 1,
cosFcosy +sinfFsiny = 1,
cos(f—~) =1.

Posledni rovnost nastane, pravé kdyz 5 = -, nebot rozdil dvou vnit¥nich
ahlt trojuhelniku lezi v intervalu (—m, ), v némz ma funkce kosinus
hodnotu 1 jediné v bodé nula. Tak jsme ukézali, ze prvni zadana rovnice
je pro vnitini thly trojuhelniku splnéna, pravé kdyz 8 = .
Nyni snadno vyfesime i druhou ze zadanych rovnic, kdyz do ni za y
dosadime f3:
2sin #sin 23 — cos 3 = 0,
4sin? Bcos B — cosf =0,
(4sin® B — 1) cos 3 = 0.
Je tedy bud cos3 = 0, nebo sin3 = 1. Rovnost § = v vSak pro thly
trojihelniku znamena, ze thel 3 je ostry, takze cos 3 > 0, a proto musi
platit sin 8 = % (hodnota sinfg = ——% je pro thel 8 z intervalu (0, )
vyloucena). Tak dochézime k jedingm moznym hodnotdm 3 = v = 30°,
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z nichZ snadno dopocteme v = 120°. Pfi uvedeném postupu neni zkouska
nutnd: prvni zadanda rovnice plati diky rovnosti § = v a druhou rovnici
jsme za predpokladu [ = «y Tesili ekvivalentnimi Gpravami.

Jiné Feseni. Podobné jako pri feseni ulohy domaciho kola vyuzijeme
znamé goniometrické vzorce k odvozeni rovnosti

2sinysin(z +y) — cosz = 2siny(sinx cosy + coszsiny) — cosx =
= 2sinycosysinx + (2sin2y— 1)cosx =

= sin2ysinx — cos 2y cosz == — cos(z + 2y)

pro libovolna realna ¢isla x, y. Diky tomu mizZeme soustavu rovnic ze
zadani prepsat do tvaru

cos(a + 20) = —1, (1)
cos(B+2vy) =0. (2)

Vnitfni thly libovolného trojuhelniku lezi v intervalu (0, n), z ¢ehoz ply-
nou nerovnosti 0 < a + 23 < 3n.2 Z nich plyne, Ze rovnice (1) je spl-
néna, pravé kdyz a + 23 = n. Porovnanim s obecné platnou rovnosti
a+ B+~ = r dostdvame ekvivalentni podminku v = 3, za niz (2) prejde
do tvaru

cos33 = 0. (3)

Protoze thel f je ostry (nebot je shodny s thlem v a trojuhelnik nemuze
mit dva pravé nebo dva tupé vnitini ihly), plati nerovnosti 0 < 35 < %Tt,
pri kterych je rovnice (3) splnéna, praveé kdyz 33 = %n neboli g =~ = én.
Stejné jako v prvnim FeSeni dopocitdme o« =t — [ — v = %n. Zkouskou
(ani pfi tomto postupu vSak neni nutna) snadno ovéfime, ze nalezena
trojice uhlta «, B, v spliuje vSechny podminky zadani tlohy.

Podminkam tulohy vyhovuji pouze trojuhelniky, jejichz vnitini thly
maji velikosti o = 120°, § = v = 30°.

A-Ill-4

Oznacéme ¢ velikost thlu, ktery svira pfimka t., na niz lezi téznice z vr-
cholu C, s primkou strany BC' daného trojuhelniku. Vzhledem k definici
bodu K budou stejny thel ¢ svirat i pfimky K P a AD. To vSak zname-
né, ze na kruznici opsané trojuhelniku AK P bude lezet i takovy bod M

3 Plati dokonce a + 283 < 2r, nebot a + 28 < 2(a + 8+ ) = 2r.
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primky ¢., v némz piimka AM protne pfimku ¢. pod thlem ¢. Takovou
vlastnost ziejmé ma bod M soumérné sdruzeny s bodem C podle stfedu
strany AB (ktery na volbé bodi D a P rovnéz nezavisi, obr. 25).

Obr. 25

Dokazeme nyni shora uvedené skutecnosti podrobnéji. Ozna¢me @
prusecik téznice t. s useckou AD (Q je tedy ,zakézana“ poloha bodu P).
Bod P lezi bud uvnitf tsecky D@, nebo uvnitf tsecky QA.

V prvnim ptipadé lezi bod @ vné kruznice opsané trojuhelniku CPD,
bod K tedy padne dovnitf polopfimky QC. Pokud bod K lezi uvnitf
usecky QC, jsou body C a P protilehlymi vrcholy tétivového ctyrihel-
niku CDPK, a tudiz |<APK| = ¢. Navic body P a M lezi vzhledem
k ptimce AK v téze poloroviné, takze ze shodnosti thlt AMK a APK
vyplyva, ze ¢tyfuhelnik AM PK je tétivovy, proto bod M skutecné lezi
na kruznici opsané trojuhelniku AK P.

Pokud bod K uvnitf tsecky QC nelezi a je K # C (obr.26), je
|«KPD| = |«xKCD| = 180° — ¢, takze |xKPA| = ¢ = |[xKMA]|.
(Posledni rovnost samoziejmé plati i pro K = C.) Protoze body P a M
lezi v téze poloroviné ur¢ené primkou K A, lezi i v tomto pripadé bod M
na kruznici opsané trojuhelniku AK P.

Ve druhém pfipadé lezi bod K uvnitf polopfimky QM. Pokud bod K
lezi uvnit¥ tsecky QM (obr.27), lezi body P a M v opac¢nych polo-
rovinach vzhledem k pfimce AK a z rovnosti obvodovych uhlt DCK
a DPK nad tétivou DK plyne |xDPK| = ¢ = |<XAMK|, coz zarucuje,
ze Ctytuhelnik AM K P je tétivovy, takze bod M lezi na kruznici opsané
trojuhelniku AK P.

Pokud bod K uvniti tsecky QM nelezi (obr. 28), vychazi | x K PA| =
= |xKMA| = 180° — ¢. Protoze body P a M lezi v téze poloroviné
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urcené primkou K A, lezi i v tomto pfipadé bod M na kruznici opsané
trojihelniku AK P.

Jiné FeSeni. Oznac¢me body @ a M stejné jako v prvnim feseni. Pro
mocnost bodu @ ke kruznici opsané bodtim C, P, D, K (bez ohledu na
polohu bodu P) plati |QK| - |QC| = |QP|-|QD|, takze |QK| : |QP| =
= |@D] : |QC|. Z podobnosti trojihelniki QDC a QAM, jez plyne z rov-
nobéznosti piimek BC a AM, dostavame |QD| : |QC| = |QA| : |QM].
Plati tedy

QK| _ QD] _ |Q4]
QP [QC| QM

takze
QK| QM| =|QP|-|QA]. (1)

Jak uz vime, lezi bod @ bud uvnit¥, anebo vné obou tiseéek AP a KM,
proto z pravé ziskané rovnosti vyplyva, ze bod M lezi na kruznici ur¢ené
body A, P, K. Ozna¢ime-li totiz M’ druhy prisecik piimky QK s touto
kruznici (M’ # K), plyne z mocnosti bodu @ vi¢i této kruznici rovnost
QK| - 1QM’| = |QP] - |QAl, takze podie (1) je |QM| = |QM], a musi
tudiz byt M’ = M.

Poznamky. V zadném z obou TfeSeni jsme nevyuzili predpoklad, ze
dany trojuhelnik ABC' je ostrouhly. Za tohoto predpokladu lezi bod K
vzdy uvnitt usecky C'M. Lze to ukazat tvahami o obvodovych thlech po-
dobné, jako jsme ukézali, Ze tvrzeni tlohy platii v pfipadech, kdy bod K
padne mimo tuto usecku. Jiny dukaz dostaneme nasledujici avahou:

Je-1i trojuhelnik ABC ostrouhly, plati ¢ > ¢, kde jsme jako 1) ozna-
¢ili velikost thlu CDA. Tato nerovnost ¢ > ¢ plyne ze zfejmé nerov-
nosti ¥ = 3+ |xDAB| > [ a z nerovnosti # > ¢, kterad je ekvi-
valentni nerovnosti t. > 1|AB| (proti vétsi strané trojihelniku lezi
vétsi tdhel), coz je nerovnost |CM| > |AB| mezi délkami thlopricek
rovnobézniku C AM B, jehoz vnitini thel pfi vrcholu C je dle pied-
pokladu ostry (tuto nerovnost ziskdme snadno pouzitim kosinové véty:
|AB|? < |AC|? + |CB|? = |AC|? + |AM|? < |CM|?).

7 nerovnosti 1) > ¢ pak pro bod P uvnitf use¢ky D() pro délky stran
trojuhelniktt QPK, QCD (obr.29) vychazi, ze |QK| < |QP| < |QD| <
< |QC| (proti vétsimu thlu v trojihelniku lezi vétsi strana), takze bod K
lezi uvniti tsecky QC'. Podobné pro bod P uvnitf tsecky QA dostaneme
QK| < |QP| < |QA| < |QM], takze bod K lezi uvnitt tsecky QM.

Budeme-li tthel ¢ chéapat jako orientovany thel dvou pfimek (tj. thel,
o ktery musime prvni pfimku oto¢it, aby splynula nebo byla rovnobézna
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s druhou pfimkou), vyplyne tvrzeni tlohy z tivah v tvodnim odstavci
a z nasledujici charakterizace kruznice: Body A, B, C, D leZi na kruznici,
praveé kdyz se orientovany thel ACB rovnd orientovanému thlu ADB.

A-Il1-1

Predpokladejme, ze vsechna cisla p, 3p + 2, bp + 4, Tp + 6, 9p + 8 a
11p + 10 jsou prvodisla. Zkoumejme, jaky zbytek pfi déleni péti mize
dévat prvodislo p, tj. pro jaka [ z mnoziny {0,1,2,3,4} a nezdporné celé
éislo k muze platit p = bk + [.
> Je-li p = 5k prvocislo, pak p = 5, tehdy ovSem 11p 4+ 10 = 65 neni
prvocislo.
> Je-lip = bk+1, pak 3p+2 = 5(3k+1) je prvocislem jediné pro k = 0,
tehdy ovSem plati p = 1, coz neni prvocislo.
> Je-li p = 5k + 2, pak 7p + 6 = 5(7k + 4) neni prvocislem pro zadné
celé k = 0.
> Je-li p = 5k + 3, pak 9p + 8 = 5(9% + 7) neni prvocislem pro zddné
celé k = 0.
Prvocislo p tedy musi byt tvaru 5k + 4. Pak ovSem 6p + 11 = 5(6k + 7)
je slozené ¢islo pro kazdé celé k = 0.

Pozndamka. Nejmensi prvocislo p, pro néz jsou i vSechna cisla 3p + 2,
5p+4, Tp+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvodcisla, je p = 2099.
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A-1llI-2

Ukézeme, ze Gthel LK M ma stejnou velikost jako thel CBD (obr. 30).
Odtud dané tvrzeni trividlné plyne (tthel CBD m4 velikost 45°, pravé
kdyz |BC| = |CD|, tj. kdyz ABCD je étverec).

Obr. 30

Body B, K, M, P lezi v tomto poradi na Thaletové kruznici nad
prumeérem BP. Pro velikosti obvodovych thlt nad tétivou PM tedy plati
|xPKM)| = |<PBM|. Podobné body A, K, L, P lezi v tomto pofadi
na Thaletové kruznici nad pramérem AP a pro velikosti obvodovych
thlt nad tétivou PL mame |<LKP| = |<LAP|. Z obvodovych thli
nad tétivou C'P kruznice opsané pravouhelniku ABCD tak dostavame
[«xCAP| = |xCBP|.

Z uvedenych rovnosti vyplyva

| xLKM| = |<LKP|+ |xPKM|=|xLAP|+ |xPBM| =
= |x<CAP|+ |<PBD| = |<xCBP| + |xPBD| = |<xCBD|,
coz jsme chtéli dokazat.

Poznamka. Uvedeny postup se da pouzit i v trividlnim pfipadé, kdy
P = C anebo P = D; tehdy maji nékteré z uvazovanych thld nulovou
velikost.

Jiné feSeni. Opét dokdzeme, ze thly LK M a C'BD maji stejnou ve-
likost. Oznaéme N patu kolmice z bodu P na pfimku BC. Body K, L,
N lezi na Simsonové pfimce prislusejici bodu P a trojuhelniku ABC
(obr.31). Na Thaletové kruznici nad priamérem PB lezi body K, M i N.
Z obvodovych thld nad tétivou M N téze kruznice tak mame

|xLKM|=|xNKM|=|xNBM|=|xCBD|.
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Obr. 31

A-1l1-3

Necht a, b, ¢, d jsou libovolna kladna ¢&isla, jejichz soucin se rovna 1. Podle
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prameérem trojice ¢isel a”,
b®, ¢* pro libovolné z > 0 mame

xT x "
AV A S Yarbeer = o L
3 - d*
Volbou z = 3 dostavame nerovnost 3(a® + b* + ¢®) = 1/d. Analogicky
plati

2P+ +d®) 21/, LaP+ P +d®) 21/, LBP+E+dP)21/a
Sectenim uvedenych ¢tyt nerovnosti dostaneme

1 1 1 1
A+ +E+d -+ -+ -+ -,
a b ¢ d

takze pro x = 3 nerovnost ze zadani ulohy vzdy plati.

Ukéazeme, ze © = 3 je hledanou nejmensi hodnotou, tedy ze pro
kazdé kladné x < 3 dand nerovnost pro nékterou z uvazovanych ¢tve-
fic (a, b, c,d) neplati. Najdeme takovou ¢tvefici ve tvaru a = b =c =t
ad = 1/t3 pro vhodné t > 1 (z4vislé na daném z < 3). Pro takova kladna
a, b, c, d jisté plati abed = 1,

1 1 1 1 1 3
PB4+ d =3+ —— < 4t° —t -+ =—4t3 >3
a® + b + ¢ + + & a SHoto o=+
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Bude-li proto navic platit 4t* < t3, nebude nerovnost ze zadani alohy
splnéna. S ohledem na podminku x < 3 je nerovnost 4t* < 3 ekvivalentni
s nerovnosti
1
t > 435-=,

kterd je pro dostatecné velké t skutecné splnéna.

Zdver. Hledané nejmensi kladné ¢islo je x = 3.

Pozndmka. Pozadovanou vlastnost ma nejen z = 3, ale kazdé =z = 3
(a rovnéz kazdé x < —1). Vysvétlime to tak, ze jednicky ve jmenova-
telich zlomkt na pravé strané uvazované nerovnosti zaménime vyrazem

z+1

(abed) “+ ; dostaneme tak homogenni nerovnost

> CLIT_S(bcd)E‘li + bIT_B(acd)mTH + c'z"}é(abd) = + 45T (abc) zjl,

coz je Muirheadova nerovnost pro ¢tvefice exponenti

(2,0,0,0) a (x—f—l r+1 z+1 x—3)

4 7 4 47 4

jejiz uplatnéni je v ptipadé x > 0 vazano jedinou podminkou %(:c -3)2
2 0 neboli z = 3 (zatimco v ptipadé x < 0 vychéazi jedind podminka
1(z +1) <0 neboli z < —1).

A-I1lIl-4

Z rovnosti n + k% = (k +n)(k —n) + n(n + 1) vidime, ze n + k | n + k>
plati, pravé kdyz n+ k | n(n+1). Pocet ¢isel k s touto vlastnosti je tedy
rovny poctu téch déliteld ¢isla D = n(n + 1), které jsou vétsi nez n.

a) V piipadé n = 58 z rozkladu na prvocinitele pfislusného D = 58 -
- 59 = 229 - 59 vidime, ze délitelé ¢isla D, jez jsou vétsi nez 58, jsou
praveé Ctyfi: 59, 2-59 = 118,29 -59 = 1711 a 229 - 59 = 3422. To jsou
hodnoty 58 + k, takze prislusna hledana k jsou o 58 mensi, jsou to tudiz
postupné &isla k = 1, k = 60, k = 1653 a k = 3364 = 582. (Dodejme, Ze
obé ¢isla k = 1 a k = n? spliji podminku n + k | n + k? pro kazdé n.)

b) Pro sudé n = 2p, kde p = 3, plati D = 2p(2p + 1), takZe snadno
vypiSeme Ctyfi délitele ¢isla D, které jsou vétsi nez dané n = 2p:

2p+1<2(2p+1)<p2p+1)<2p(2p+1). (1)
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Jsou-li obé ¢isla p, 2p + 1 prvocisla, zadné jiné takové délitele cislo D
ziejmé nema, tudiz ¢islo n = 2p ma pozadovanou vlastnost.

Je-li naopak asporni jedno z ¢isel p, 2p+ 1 sloZené a plati-li predpoklad
p 2 3 ze zadani ulohy, ukdZeme, Ze piislusné D pak ma kromé délitelt
vypsanych v (1) jesté aspoii jednoho dalsiho délitele vétsiho nez 2p. Roz-
lisime pfitom dva pfipady podle toho, které z ¢isel p, 2p + 1 je slozené.

(1) Je-li slozené éislo p, je toto ¢islo délitelné nékterym ¢, 2 < ¢ = %p,
a &islo D mé pak délitele 2¢(2p + 1), ktery s vyjimkou piipadu ¢ = 3p
lez{ mezi druhym a t¥etim délitelem vypsanym v (1):

22p+1) <2q(2p+1) <p(2p+1).

Nemaé-li vsak cislo p jiného netrividlniho délitele kromé ¢ = %p, plati
nutné p = 4. Tehdy ani druhé ¢islo 2p + 1 = 9 neni prvocislo, takze
péatého délitele ¢isla D (vétsitho nez 2p) najdeme v asti (ii).

(ii) Je-li slozené (liché) ¢islo 2p + 1, je toto ¢islo délitelné nékterym g,
3 < g < p,acislo D ma pak délitele 2pq, ktery lezi mezi druhym a tfetim
délitelem vypsanym v (1):

1 1
2(2p+1) < 2pg < p(2p+1), nebot q>2+5 a q<p~|—§.

Ekvivalence z ¢asti b) tlohy je tak dokazana.

Jiné Fedeni asti b). Ozna¢me D = 2p(2p + 1). Protoze 2p < VD <
< 2p+ 1, ma D pravé ¢tyti délitele vétsi nez 2p, pravé kdyz ma zaroven
pravé ¢tyii délitele mensi nez /D, celkem tedy pravé osm déliteli. Cislo
D ma aspoti dva prvocinitele, takze je bud souéinem t#i riiznych prvoéisel
(to zfejmé nastane, pravé kdyz p a 2p+ 1 jsou prvoéisla), nebo tvaru ¢°r,
kde g, r jsou rizna prvocisla. Druhy pripad vSak nemuze nastat, protoze
D = 2p(2p + 1) je sudé, ma lichého délitele 2p + 1 a jesté délitele p
nesoudélného s 2p + 1, muselo by proto byt p = 22, odkud r = 2p+ 1 =
=9, coz ovSem neni prvodéislo. Tim je pozadovana ekvivalence v ¢asti b)
dokéazana.

Pfifadme kazdé minci index ¢ vrcholu A;, na kterém lezi (tedy ¢islo z mno-
ziny {1,2,...,n}) a po kazdém pfemisténi dvojice minci ¢isla pfifazena

mincim aktualizujme. Sledujme nejprve, jak se zméni soucet S vsech n
¢isel prifazenych jednotlivym mincim po jednom premisténi.
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Nepfemistujeme-li Zddnou z obou minci mezi vrcholy A; a A, sou-
¢et S se nezméni, protoze jedno z ¢isel minci se o 1 zmensi, druhé se
o 1 zvétsi (a ostatni se nezméni). Stejné tak se soudet S zfejmé ne-
zméni, pfemistime-li jednu minci z A; do A, a soucasné druhou z A,
do A;. Pfemistime-li jednu minci z A; do A,, a druhou z A; do A;;; (kde
1 =i <n—1),soudet S vzroste o (n—1)+1 = n. Koneéné premistime-li
jednu minci z A,, do A; a druhou z A; do A;—1 (kde 2 £ i < n), soucet S
klesne o n. Z uvedeného tplného rozboru plyne, Ze zbytek souctu S po
déleni cislem n se nikdy nezménd.

Soucet S ve vychozi pozici mé hodnotu

1-142-24...+n- n—ZkQ n(n+1)(2n+1),
zatimco v kyzené cilové pozici by mél mit hodnotu

zn:k(n—l-l—k) (n+1 Zk Zk2
k=1 k=1

n(n +1)(2n +1) = én(n +1)(n+2)

Il

~n(n+1)? -

Il

Chl'—‘

(vyuzili jsme znamé vzorce pro soucet prvych a druhych mocnin &isel
prvnich n pfirozenych ¢isel). Aby bylo mozné zamgysleného cile doséh-
nout, musi dvé urc¢ené hodnoty S davat po déleni ¢islem n stejny zbytek,
neboli jejich rozdﬂ in(n 4 1)(n — 1) musi byt nasobkem &isla n. Cislo
Fn+1)(n—-1)=1¢ (n — 1) proto musi byt celé. Dosazenim vs$ech jednot-
livych zbytkd 0 az 5 modulo 6 snadno zjistime, Ze nalezena podminka je
splnéna, pravé kdyz ¢islo n dava po déleni Sesti zbytek 1 nebo 5. V dalsi
Casti TeSeni ukazeme, ze pro vSechna takova n l1ze skutecné kyzené cilové
pozice doséhnout.

Popiseme jeden z moznych postupti. (Jedinou) minci, které je na po-
catku ve vrcholu A;, ozna¢me M. VSechny mince s vyjimkou M budeme
neustéale premisfovat ve stejném spole¢ném sméru. V opa¢ném sméru se
tedy bude pfemistovat jedind mince M, aniz bychom se o jeji pozici néjak
prubézné ,starali“. Jeji kone¢nou polohu uréime pomoci dfive odvozené
vlastnosti sou¢tu S: index ¢ vrcholu A;, ve kterém se mince M nakonec
ocitne, je jednoznacné urCen tim, Ze koneCnd hodnota souctu S dava
po déleni ¢islem n stejny zbytek jako hodnota vychozi — indexy vsech
vrcholu totiz tvofi tplnou soustavu zbytkt modulo n.
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Navrzenym postupem permanentniho pfemistovani mince M miizeme
kteroukoliv ze zbylych minci (nezévisle na ostatnich zbylych mincich)
premistit do libovolného vrcholu, ktery si zamaneme. Po koneéném poctu
vhodnych pfemisténi tedy zfejmé dosdhneme toho, aby vSechny mince
rizné od M byly v kazdém vrcholu A; s indexem i > 1 v poctu, jaky
nam predepisuje zadani ikolu, tedy n+1—1. Je celkem lhostejno, Ze je to
praveé n+ 1 — i, dilezité vsak je, ze celkové poc¢ty minci ve vychozi pozici
i kyzené cilové pozici jsou zfejmé stejné, takze po zminéném ,zajisténi*
vrcholi Ag, As, ..., A, mincemi riznymi od M bude zbylych n — 1 minci
riznych od M ve vrcholu A; a posledni mince M se ocitne v nékterém,
prozatim nezjisténém vrcholu. Kdy to bude vrchol Ay, a tudiz cile bude
dosazeno? Pravé tehdy, kdyz pocet vrcholi n bude takovy, ze soucet S
pro vychozi pozici dava pti déleni n stejny zbytek jako soucet pro cilovou
pozici, o kterou premistovanim usilujeme. A vSechna takova n jsme jiz
nasli.

Odpovéd. Pozadovaného cile je mozné dosdhnout, pravé kdyz éislo n
dava po déleni Sesti zbytek 1 nebo 5.

Pozndmka. Popsany zpisob feseni vede k nasledujicimu zavéru: Jsou-
-li dana dvé rozmisténi stejného poc¢tu minci ve vrcholech n-tthelniku,
pak jedno z nich lze pfevést na druhé popsanym premistovanim minci,
praveé kdyz oba soucty S, které odpovidaji témto rozmisténim, dévaji po
déleni c¢islem n stejny zbytek.

A-I1ll1-6

Vezméme néjaky bod A z roviny w. Aby mohl byt vrcholem trojuhel-
niku popsaného v zadani, musi byt rizny od bodi O a T. Nejprve popi-
Seme obecnou konstrukci trojiuhelniku ABC, v némz jsou dany vrchol A,
A, O, T). Teprve pak zjistime, pro které body A takovy trojihelnik se-
strojit nelze.

Oznaéme A’ st¥ed strany BC. Bod A’ je obrazem bodu A ve stej-
nolehlosti se stfedem T' a koeficientem —%. Pokud A’ # O, lezi body B
a C na kolmici p vedené bodem A’ k pfimce OA’ a zaroven na opsané
kruznici k se stfedem O a polomérem |OA| (obr. 32).

K danému bodu A dokdzeme vzdy sestrojit jeho obraz A’ v uvedené
stejnolehlosti. Pfedpokladejme nejprve, ze A’ # O. Abychom dostali dva
rizné body B a C, musi byt pfimka p seénou kruznice k. To nastane,
pravé kdyz |OA’| < |OA|. Oznaéme O’ obraz bodu O ve stejnolehlosti
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A/
Obr. 32

se stfedem T a koeficientem —2. Plati |O'A| = 2|OA’|, proto konstrukéni
podminku muzZeme zapsat ve tvaru |O’A| < 2|OA|. Bod A proto musi
lezet mimo kruh uréeny Apolléniovou kruznici* m(S;|ST|), kde S je bod
soumérné sdruzeny s bodem 7" podle bodu O (obr. 33).

A

o O T o'

A
Obr. 33 Obr. 34

Pokud tedy A’ # O neboli A # O’, dostaneme konstrukei t¥i body A,
B, C. Ty budou vrcholy vyhovujiciho trojahelniku, pokud nelezi v pfim-
ce. Na pfimce lezi, kdyz je pfimka BC totozna s primkou AT, tj. kdyz
piimka OA’ je kolmé na AT. Bod A’ proto nesmi lezet na Thaletové
kruznici nad primérem OT a (po ,zobrazeni“ této podminky ve stejno-
lehlosti se stfedem 7' a koeficientem —2) bod A nesmi lezet na Thaletové
kruznici nad pramérem O'T (obr. 34).

V piipadé, ze bod A je totozny s bodem O’, tj. A’ = O, namisto
kolmice p mizeme vzit libovolnou pfimku (rtiznou od AT) prochazejici
bodem O (obr. 35). Dostaneme tak nekone¢né mnoho riznych trojihel-

4 Pro dané dva rtzné body P, @ a kladné ¢islo k # 1 je Apolléniova kruznice
mnozina bodd X, pro néz plati |PX| = k|QX]|. Stfed Apolléniovy kruznice lezi na
primce PQ stejné jako dva body kruznice, které dovedeme pro dané k jednoduse
sestrojit.
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Obr. 35 Obr. 36

nikd ABC' s pravym thlem pfi vrcholu A, které spliiuji vSechny podminky
zadani.

Zdvér. Hledanou mnozinou bodi je vnéjsi oblast kruznice m kromé
bodii lezicich na Thaletové kruznici nad primérem O'T, pfiéemZ bod O’
do hledané mnoziny téz patii (obr. 36).
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