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Pfipravna soustredéni pred 50. MMO

V priubéhu 58. ro¢niku se konalo vybérové soustfedéni pro pfipravu na
mezinarodni matematickou olympiadu bezprostiedné po skonceném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 20. do 24. dubna 2009 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustfedéni bylo pozvano 9 nejlepsich
fesitelil III. kola kategorie A. Soustfedéni bylo zaméfeno na pripravu
reprezentanti a ke konecné nominaci Sesticlenného druzstva.
Uspésnost jednotlivych studentii ukazuje nasledujici tabulka:

Josef Tkadlec
Samuel Riha
David Klaska
Jan Matéjka
Toméas Zeman
Josef Ondrej
Jan Vanhara
Hana Sormova
Miroslav Olsak

8/8 G J. Keplera, Praha 6 105
4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 81
3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 14 78
8/8 G Ceské Budé&jovice, Jirovcova 78
6/8 G J. Keplera, Praha 6 72
7/8 G Roznov pod Radhostém 68
8/8 G L. Jarose, Holesov 62
4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 61
7/8 G Praha 5, Budanka 49

Vzhledem k uvedenym vysledktim bylo do reprezentac¢niho druzstva
Ceské republiky pro 50. MMO v Brémach vybrano prvnich Sest studentt

bez Toméase Zemana, ktery odmitl ucast na dalsi pripravé v Uherském
Hradisti a na stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska z divodu studia
v zahranici, takze byl jmenovan nahradnikem.

Jednotlivé seminare vedli a tlohy pripravili:
dr. Karel Hordk (20.4.),

dr. Jaroslav Zhouf (21.4.),

Mgr. Martin Pandk (22.4.),

dr. Jaroslav Svréek (23.4.)

a doc. Jaromir Simsa (24.4.).
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Ulohy zadané na piipravném soustiedéni

1. Uvazujme krychli 1 x 1 x 1 a ozna¢me O a A dva jeji vrcholy takové,
ze OA tvori sténovou thlopricku. Zjistéte, co je vétsi: pocet cest délky
1386 zacinajicich i koncicich ve vrcholu O, nebo pocet cest délky 1386
zacinajicich ve vrcholu O a konéicich ve vrcholu A? (Cesta délky n na
uvazované krychli je posloupnost n + 1 jejich vrcholi, z nichz kazdé dva
po sobé jdouci maji vzdalenost 1.)

2. Jsou dany dvé kruznice k1, k2, jez maji vnéjsi dotyk v bodé P. Z libo-
volného bodu A kruznice k; sestrojme obé tecny ke kruznici ko a ozna¢me
M, M’ prislusné body dotyku. Jestlize dalsi prisecik piimky AM, resp.
AM' s kruznici k1 ozna¢ime N, resp. N’, plati

|PN|-|M'N'| = |PN'| - IMN|.

Dokazte.

3. V pravouhlém trojihelniku ABC oznacéme M stied prepony BC. Na
poloptimce AC zvolme bod D tak, ze |AD| = |AM]|. Druhy priisecik
kruznic opsanych trojuhelnikim AMC a BDC ozna¢me P. Dokazte, ze
bod P lezi na ose uhlu ACB.

4. Je dana koneéna mnozina P prvocisel. Dokazte, ze existuje ¢islo x, jez
se da pro zvolené prvocislo p vyjadrit jako soucet x = a? 4+ bP s vhodnymi
prirozenymi ¢isly a, b, pravé kdyz p € P.

5. Na kruznici stoji 2009 déti a kazdé ma jeden micek. Kazdou minutu
kazdé dité hodi micek, pokud néjaky ma, nékterému ze dvou nejblizsich
sousedu. Pokud se u nékterého ditéte sejdou dva micky, jeden z nich
odlozi. Za jakou nejmensi dobu muze v kruhu zustat jen jeden micek?

6. Je dan trojuhelnik ABC. Na strané AC je libovolné zvolen bod P
a na polopfimkach AB, CB jsou sestrojeny po radé body N, M tak,
aby velikosti thla APN, CPM a ABC byly stejné. Ozna¢me @ prusecik
polopfimek AM a CN. Dokazte, ze vsechny piimky PQ prochazeji tymz
bodem.

7. Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna z,y € R je
splnéna rovnost

y(x +y)f(z)sine + z(x + y) f(y) siny = zyf(—z — y) sin (z + y).
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8. Mnohoclen P(z) = 2" + a1z" ' + a2z % + ... + an_17 + a, stupné

n > 1 mé n riznych realnych kofent z1,zs,...,z,. Mnohoclen Q(x) =
=nz" 1 +a;(n—1)2"" 2 +az(n—2)2"3+...+ an_1 stupné n — 1 ma
realné koteny y1,y2,. .., Yn—1. Dokazte nerovnost

o+ xi+... +22 - v4+yi+.. +yi,
n n—1 ’

9. Rekneme, ze dvé kladna celd ¢isla a, b jsou vzdéalena o jeden krok,
jestlize ab + 1 je étvercem pfirozeného ¢isla. Rekneme, 7e dvé pfirozena
¢isla jsou vzdalena o n kroki, jestlize existuje posloupnost kladnych ce-
lych ¢isel a = cg, c1, ..., ¢, = b takova, ze kazdé dva jeji sousedni ¢leny
jsou vzdaleny o jeden krok a pfritom neexistuje takova posloupnost kratsi
délky nez n.
a) Ukazte, ze libovolna dvé kladna celd ¢isla jsou vzdalena o koneény
pocet krokii.
b) Urcete, o kolik kroki jsou vzdalena kladnéd cela ¢isla m a m + 1
(v zéavislosti na m)

10. Najdéte vsechny funkce f: RT — R* takové, Ze

@+ ) f(f(@)y) =2°F(f(z) + f(y)).

11. Necht a, ¢ jsou celd kladna ¢isla a b celé. Dokazte, ze existuje kladné
celé x tak, ze
a®+ 2 =0b (mod ¢).

12. Necht o je polomér kruznice vepsané trojihelniku ABC a o4, o,
0c jsou poloméry kruznic vné pfipsanych jeho stranam. Urcete obsah
trojuhelniku ABC, jestlize o4, 0b @ 0. jsou prirozena ¢isla a o = 1.

13. Nechf ay,as,...,a2,11 jsou celd éisla s vlastnosti: Kazdych 2n &isel
z nich je mozno rozdélit do dvou skupin o n ¢islech tak, Ze soucet ¢isel
v obou skupinach je stejny. Dokazte, ze a1 = as = ... = aspy1-

14. Je dan tétivovy ¢tyfuhelnik ABCD. Necht S je priisecik jeho tihlo-
pricek. Paty kolmic z bodu S k pfimkam AB a C'D ozna¢me po fadé F
a F'. Dokazte, ze osa usecky EF' prochézi stfedy stran BC' a AD.

15. Uvazujme libovolnou n-prvkovou mnozinu B bodi v roviné a oznac-
me S mnozinu stiedu vSech tsecek s krajnimi body v B. V zavislosti na
¢isle n urcete nejmensi mozny pocet prvki mnoziny S.
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16. Reélna cisla a, b maji tuto vlastnost: rovnice
r2—az+b-1=0

ma v oboru R dva riizné koteny, jejichz rozdil je kladnym kofenem rovnice

2 —az+b+1=0.
Najdéte nejmensi mozné a.
17. Urcete nejvétsi mozny pocet ruznych cisel, které lze vybrat z mno-
ziny {1,2,3,...,1000} tak, aby soucet zadnych tf{ vybranych éisel nebyl
nasobkem deviti.
18. Na stranach daného trojuhelniku ABC jsou vybrany body K, L a M
tak, ze AK = %AB, BL = %BC aCM= %CA. Urcete, jakou ¢ast obsahu
trojuhelniku ABC' tvori obsah trojuhelniku vymezeného useckami AL,
BM a CK.
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