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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik“ s témito pravidly: Hrac A si
mysli slovo slozené z péti riznych pismen. Hra¢ B vyslovi libovolné slovo
slozené z péti riznych pismen a hra¢ A mu prozradi, kolik pismen uhodl
na spravné pozici a kolik na nespravné. Pismena povazujeme za rizna,
i kdyz se lisi jen hdckem nebo ¢arkou (napiiklad pismena A, A jsou riznd).
Kdyby si hra¢ A myslel napiiklad slovo LODKA a B by vyslovil slovo
KOLAC, odpovi hra¢ A, ze jedno pismeno uhodl hraé B na spravné pozici
a dvé na nespravné. Zkraceneé sdéli ,,14-2%, nebot se opravdu obé slova sho-
duji pouze v pismenu O véetné pozice (druhé zleva) a v pismenech K a L,
jejichz pozice jsou odlisné. Erika si myslela slovo z péti riznych pismen
a Klarka vyslovila slova KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL.
Erika na tato slova v daném poradi odpovédéla 0+3,0+2, 142,240
a 1+ 2. Zjistéte, jaké slovo si Erika mohla myslet. (Peter Novotny)

C-1-2

Vrcholem C' pravothelniku ABCD vedte primky p a ¢, které maji s da-
nym pravouhelnikem spolecny pouze bod C|, pfricemz primka p méa od
bodu A nejvétsi moznou vzdalenost a primka g vymezuje s primkami
AB, AD trojtihelnik co nejmensiho obsahu. (Leo Bocek)

C-1-3
Urcete vSechna redlna ¢isla z, kterd vyhovuji rovnici 4z — 2|z = 5.

(Symbol |z] znaci nejvétsi celé cislo, které neni vétsi nez ¢islo x, tzv.
dolni celou ¢ast redlného cisla x.) (Jaroslav Svrcek)
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C-1-4

Kruznice k(S;r) se dotykd piimky AB v bodé A. Kruznice (T s) se
dotyka piimky AB v bodé B a protina kruznici k£ v krajnich bodech C,
D jejiho pruméru. Vyjadrete délku a tsecky AB pomoci poloméri r, s.
Dokazte dale, ze prusecik M primek C'D, AB je stfedem tsecky AB.
(Leo Bocek)

C-1-5

Dokazte, ze pro libovolné kladna realna ¢isla a, b plati

2(a® 4+ 3ab+b?) _ a+b
Vab < <
e CF NI

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechazi v rovnost.
(Jdn Mazdk)
C-1-6
Najdéte vSechna prirozena cisla, kterd nejsou délitelnd deseti a kterd
ve svém dekadickém zapisu maji nékde vedle sebe dvé nuly, po jejichz
vyskrtnuti se pivodni ¢éislo 89krat zmensi. (Jaromir Simsa)
C-S-1
KruZznice k(S;6cm) a [(O;4cm) maji vnitini dotyk v bodé B. Urcete
délky stran trojihelniku ABC, kde bod A je prisecik primky OB s kruz-
nici k£ a bod C je prusecik kruznice k s tecnou z bodu A ke kruznici [.
(Pavel Leischner)
C-S-2
Najdéte viechny dvojice nezapornych celych &isel a, b, pro néz plati a? +
+b+2=a+b%. (Jan Mazdk)
C-S5-3
2 k

Dokaite, ze pro libovolna cela &sla n a k vétsi nez 1 je éislo nf+2 —n
délitelné dvanacti. ( Vojtech Balint)
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cC-n-1

Dokazte, ze pro libovolna ¢isla a, b z intervalu (1, 00) plati nerovnost
@+1)" +1) ~ (a-1)*(b-1)* 2 4,
a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-1n-2

Je dana kruznice k se stifedem S. Kruznice | ma vétsi polomér nez kruz-
nice k, prochdzi jejim stfedem a protina ji v bodech M a N. Primka, ktera
prochézi bodem N a je rovnobézna s primkou M S, vytina na kruznicich
tetivy NP a NQ. Dokazte, ze trojuhelnik M P(Q je rovnoramenny.
(Tomds Jurik)

cC-1-3
Urcete vsechny dvojice realnych cisel x, y, které vyhovuji soustavé rovnic
lz +y] = 2010,
lz] —y =p,

jestlize a) p =2, b) p = 3.
Symbol |z | znaci nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez dané realné
¢islo z (tzv. dolni celd ¢ést redlného ¢isla z). (Jaroslav Svrcek)
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Reseni tloh

C-1-1

Slova ZAPAL a STRUK nemaji spoleéné pismena. Proto se, jak plyne
z odpoveédi 142 a 0+2, mezi jejich pismeny, jez dohromady tvori mnozinu
M = {Z,A,P,A,L,S,T,R, U, K}, nachazi viech pét pismen hledaného
slova. Ve slové SKOBA maji byt pravé tii z hledanych pismen. Jsou to
tedy pismena S, K, A. (Zbyvajici pismena B a O totiz do mnoziny M
nepatii.) Ve slové CESTA maji byt jen dvé z hledanych pismen, a obé na
spravné pozici. Jsou to jiz nalezena S a A, ktera tedy patii na tfeti, resp.
paté misto hledaného slova (a pismeno T lze z mnoziny M jvyloucit“).
Pismeno K nemtize byt ani na prvnim, ani druhém misté, jak plyne z od-
povédi pro slova KABAT (0 + 3) a SKOBA (1 + 2). Je tedy na ¢tvrtém
misté a zbyva urcit prvni dvé pismena. Ve slové STRUK jsou jen dvé
z hledanych pismen (musi to tedy byt S a K), obé v nespravnych pozi-
cich. Proto z mnoziny M jvylouc¢ime* i pismena R, U (a T, pokud jsme to
dosud neucinili). Zbyvajici dvé hledana pismena proto patii do mnoziny
{Z,A,P,L}. Z podminek pro slovo KABAT plyne, e jedno z nich je A.
Ve slové ZAPAL je pravé jedno pismeno ve spravné pozici. Kdyby to
bylo Z, neméli bychom kam umistit pismeno A. Je tedy A na druhém
misté a navic lze vyloucit pismeno Z. Na prvnim misté hledaného slova
miize byt L nebo P. Snadno se presvédéime, 7e nalezend slova LASKA
i PASKA vyhovuji vem podminkam tlohy.

C-1-2

Pata P kolmice z bodu A na primku p prochazejici bodem C' lezi na
Thaletové kruznici nad primérem AC. Vzdalenost bodu A od primky p,
tj. délka usecky AP, je tedy nejvyse rovna velikosti priméru AC. Pritom
rovnost nastane, pravé kdyz je pfimka p kolma na thlopticku AC. Ptitom
je zejmé, ze takova primka p ma s danym pravotihelnikem spolecny pouze
bod C.

Zvolme nyni libovolnou primku ¢ tak, aby méla s pravotuhelnikem
ABCD spoleény jen bod C. Jeji priiseciky s piimkami AB, AD ozna¢me
M a N (v uvedeném potfadi). Dale oznaéme M’ obraz bodu M v sou-
mérnosti podle piimky BC a N* obraz bodu N v soumérnosti podle
ptimky CD. Protoze |« NCD| + |¥xMCB| = 180° — |xBCD| = 90°,
plyne z pravé uvedenych soumérnosti rovnost |[<MCM'| = 2|xMCB| =
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= 2(90° — |[x NCDJ) = 180° — 2|« NCD| = 180° — |x NCN*|. Body C,
M'" a N* lezi tudiz na téze polopiimce s pocatkem C'. Pro obsah trojihel-
niku AMN tak vzdy plati (obr.11)

Samn = Sapcp +Spmc + Spen =
= Sapcp +SmBc + Spn+c 2 28aBcD,
s rovnosti, pravé kdyz polopfimka C M’ = CN* bude prochézet vrcho-

lem A daného pravothelniku, tj. pravé kdyz M’ = A = N* (pak budou
BC a CD stiednimi pfickami trojihelniku AMN).

TN
q~JN
D @ D €
M N” M
A " B M A B
N*/V[
Obr. 11

Zdvér. Piimku g, pro kterou je obsah trojihelniku AM N minimélni,
sestrojime jako primku C M, kde M je obraz bodu A v osové soumeérnosti
s osou BC. Piimka p s nejvétsi moznou vzdélenosti od bodu A je za
danych podminek kolmice na tsecku AC sestrojena v bodé C'.

Jiné FeSeni. Oznac¢me P patu kolmice z bodu A na hledanou primku
p a @ velikost odchylky piimek p a AC. Pro vzdalenost d ptimky p od
bodu A plati d = |AP| = |AC|sinp < |AC|. Pfimka p mé tedy nejveétsi
moznou vzdalenost od bodu A, pravé kdyz je kolma na AC.

Uvazujme libovolnou piimku ¢, kterd ma s pravothelnikem ABCD
spolecny jen bod C, a budeme hledat, za jakych podminek ohranicuje
spolu s primkami AB a AD trojihelnik nejmensiho obsahu. Pouzijeme
oznaceni z obr. 11 a zavedeme a = |AB| = |DC|, z = |BM|, b = |AD| =
= |BC| ay = |DN]|. Pomoci téchto veli¢in vyjadiime obsah trojihelniku
AMN a odhadneme jej uzitim A-G nerovnosti:

1 1
SAMN = §(a+m)(b+y) = §(ab+xy+ay+bx) >

%(ab—l—xy—i—%/ab-xy). (1)

Z podobnosti trojihelniki BMC a DCN dostavame |DN|/|BC| =
= |DC|/|BM]|, coz vzhledem ke zvolenému oznadeni dava zy = ab. Po

v
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dosazeni do (1) a po jednoduché tipravé tak dostaneme Sayn = 2ab =
= 2S5apcp- Pritom rovnost nastane, pravé kdyz plati ay = bx. Spolu
s podminkou zy = ab predstavuji oba vztahy soustavu rovnic s nezna-
mymi z, y, jejimz vyTresenim dostaneme x = a a y = b. Dospéli jsme tedy
ke stejnému vysledku jako v prvnim feseni, kde jsme téz uvedli konstrukei
primky q.

Jiné TeSeni. Postupujeme stejné jako v predchozim feSeni s tim roz-
dilem, ze nejprve z podobnosti trojuhelniki BMC ~ DCN urc¢ime

y = ab/z a potom odhadneme obsah trojihelniku AM N pomoci tvrzeni
z tlohy 5.2 takto:

Samn = %(a+x)(b+y) = %(a+x)(b+ a;b> —
2

1 b 1
= > (2ab+ b2+ 22) =ab+ Zab(Z+ 2) 2 20,
2 T 2 a x
Rovnost nastava, pravé kdyz - E, coz je ekvivalentni s podminkou
a x

T = Q.

C-1-3

Polozme |x| = a, pak ¢ = a+t, kde t € (0,1), arovnici 4(a+t)—2a =5
ekvivalentné upravme na tvar a = % — 2t. Aby bylo ¢islo a celé, musi
byt 2t = k - %, kde k je liché ¢islo. Navic 2t € (0,2). Je tedy bud 2t = %
a a = 2, nebo 2t = % a a = 1. Pavodni rovnice ma proto dvé TeSeni:

T, = 2,25 a xo = 1,75.

Jiné FeSeni. Rovnici upravime na tvar 2z—3 = |z]. Jejim feSenim jsou
x-ové soutradnice priseciki graft funkei [: y = 23:—% ap:y=|z]. Grafy
se protinaji ve dvou bodech, jak vidime na obr.12. Pro prvni prisecik
plati |z] = 1. Po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme 4z — 2 = 5
aodtud 1 = % = 1,75. Pro druhy prusecik plati |z| = 2, takze da—4 = 5
axy = % = 2,25.

Jiné FeSeni. Rovnici upravime na tvar 2z — 2 = |z]. Takova rovnice
bude splnéna, pravé kdyz cislo 21‘—% bude celé a bude splnovat nerovnosti
r—1< 2z — % < z neboli % <z < g Pro takovad x hodnoty vyrazu
2z — 3 ziejmé zapln{ interval § < 2z — 2 < 5.V ném lezf pravé dvé celd
¢isla 1 a 2, tudiz hledanéd x najdeme z rovnic 2x — % =1a2zx-— % =2.
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Obr. 12

C-1-4

Protoze kruznice | mé za tétivu primér C'D kruznice k a dané kruznice
nejsou totozné, plati pro jejich polomeéry nerovnost s > r. Oznacime-li P
patu kolmice z bodu S na tsecku BT (obr. 13), pak z Pythagorovy véty

Obr. 13
pro pravouhlé trojihelniky CST a SPT plyne
IST|?=3s%—-r% a |ST|?=|SP|>+ (s—r). (1)
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Odtud pro velikost tsecky SP vychazi
|SP|2= (s —r?) —(s—7)2 =2r(s — 7).
A protoze ABPS je pravouhelnik, dostavime
|AB| = |SP| = +/2r(s —).

7 pravouhlych trojihelniki AMS a MTS déle podle prvni rovnosti
v (1) plyne

|AM|? = |SM|? =2 = |MT|?> — |ST|? = r? = |MT|? - s*
pritom z pravothlého trojihelniku MBT mame
|BM|? = |MT|? -

Je proto |AM| = |BM]|, a bod M je tedy stfedem tsecky AB.

Pozndmka. Zaver, ze M je stiedem tsecky AB, plyne okamzité z moc-
nosti bodu M k obéma kruznicim (bod M lezi na tzv. chordéle obou
kruznic). Tyto pojmy jsou vSak pro soutézici kategorie C dosud nezndmé
a nebudou nezbytné ani pro feSeni dalsich soutéznich kol.

C-1-5
Prava nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
4(a® + 3ab + b*) < 5(a + b)?,

kterou lze ekvivalentné upravit na nerovnost a? +b% —2ab = (a —b)? =
Ta je splnéna vzdy a rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.
Levou nerovnost zbavime zlomki a umocnime na druhou,

25ab(a® + 2ab + b%) < 4(a* + 9a%b* + b* + 6a’b + 6ab® + 2a°b?),
25ab(a? + b?) + 50a2b? < 4a + 4b* 4 44a2b* + 24ab(a® + b?),

takze po upravé dostaneme ekvivalentni nerovnost
4a* + 4b* — 6a2b? > ab(a® + b?).
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Po odeé¢teni vyrazu 2a%b? od obou stran nerovnosti se nam podaii na
obou stranach vyuzit tpravy na ¢tverec. Dostaneme tak (opét ekviva-
lentni) nerovnost

4(a® — b*)% 2 ab(a — b)2.
Rozdil ¢tvercu v zavorce levé strany jesté rozlozime na soucin a vztah
upravime na tvar 4(a — b)%(a + b)? = ab(a — b)%.

Pokud je a = b, plati rovnost. Je-li a # b, miizeme posledni nerovnost
vydélit kladnym vyrazem (a—b)? a dostaneme tak nerovnost 4(a+b)? =
> ab neboli 4a? + 4b% + 7ab = 0. Leva strana této nerovnosti je vidy
kladné, proto vySetfovana nerovnost plati pro vsechna kladna cisla a, b,
pricemz rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.

Jiné FeSeni. Aritmeticky prumeér c ¢isel a, b ma tu vlastnost, ze se od
néj obé ¢isla list o tutéz hodnotu d. Nahradime-li proménné a, b v danych
nerovnostech proménnymi ¢, d, zapis nerovnosti i diikaz obou vztahti se
zjednodusi. Polozme tedy ¢ = $(a +b), pak a = c+d a b= c—d (kde
d = 3(a—b), jak se snadno mizeme piesvédéit). Tudiz a®+b* = 2(c*+d?),
ab = c? — d?, odkud a? + 3ab + b? = 5¢2 — d?. Oznaéme jesté pismeny m
a n levou a pravou stranu prvni z dokazovanych nerovnosti. Potom

m = Vab=c?— d?

2(a% + 3ab +b?)  2(5c? — d?)

5(a+ b) 5.2

—e- Sy 5 =y )

Protoze z vyjadieni kladné hodnoty m vidime, Ze d? < c?, pro vyraz
v posledni zavorce pod odmocninou plati

1>gzg__d2_>g_i:3>0,
575 25¢2° 5 25 25
coz znamend, ze odmocnénec lezi v uzavieném intervalu mezi éisly ¢? — d?
a c2. Odtud vyplyva m < n < ¢, pfi¢emz rovnost nastane, pravé kdyz
d =0, tj. kdyz a = b.

Poznamka. Z vysledkl soutézni uilohy plyne, ze rozdil mezi aritmetic-
kym a geometrickym primeérem dvou kladnych ¢isel 1ze zdola odhadnout
nezapornym lomenym vyrazem takto:

a+b_m>a+b_2(a2+3ab+b2)_ (a—b)?
= 2 5(a+ b) ~ 10(a+b)’
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Umocnénim osamostatnéné odmocniny a dalSimi tipravami mizeme do-
kazat silnéjsi odhad téhoz druhu

a+b (a —b)?

—Vab 2 .

2 = Ya+o)
Jinou metodu dikazl spolu s dalsimi podobnymi nerovnostmi najdete

v ¢lanku J. Simsi Dolni odhady rozdilu priméri in Rozhledy matema-
ticko-fyzikalni 65 (1986/87), ¢islo 10, str. 403-407.

C-1-6

a) Predpokladejme nejprve, Ze nuly jsou na tietim a druhém misté
zprava. Hledané ¢islo z ma pak tvar z = 1000a + b, kde a je prirozené
¢islo (stejné jako v dalSich pripadech) a b nenulova cislice. Podminku
zadani 1000a + b = 89(10a + b) upravime na tvar 5a = 4b, z néjz plyne,
ze b je nasobek péti. Vyhovuje tak jen b =15 a a = 4, tedy x = 4005.

b) Jestlize hledané ¢islo x méa nuly na ¢tvrtém a tfetim misté zprava,
je £ = 10000a + b, kde b je dvojmistné c¢islo. Podminku zadani 10 000a +
+ b =89(100a + b) upravime na tvar 25a = 2b, z néjz plyne, ze b je lichy
nasobek ¢isla 25 (pfipomindme, Ze x, a tedy ani b neni délitelné deseti).
Odtud b = 25, a = 2 nebo b =75, a = 6, tedy = € {20025,60075}.

c¢) Jestlize hledané ¢islo x ma nuly na patém a ¢tvrtém misté zprava,
je z = 100000a+b, kde b je trojmistné ¢islo. Podminku zadani 100 000a +
+ b = 89(1000a + b) upravime na tvar 125a = b, z néjz plyne, ze b je
lichy nasobek ¢isla 125. Vyhovuji pouze b=125aa=1,b=375aa = 3,
b=625aa=>5,b=875aa =17, tedy z € {100125,300375, 500 625,
700875}.

d) Z predchozich pfipadi vidime, Ze pro hledané ¢islo z tvaru x =
= 10"*2a + b, kde b je n-mistné &islo, dostavime podminku 10"+2q +
+ b = 89(10™a + b) neboli 11 - 10"a = 88b, odkud pro n = 4 dostédvame
podminku 125-10"3a = b, podle niz je b nasobkem deseti. Zadné dalsi z,
které by vyhovovalo zadani, tedy neexistuje.

Zavér. Hledand c¢isla jsou 4005, 20025, 60075, 100125, 300375,
500625, a 700 875.

C-S-1
Oznac¢me a/b puvodni zlomek. Podle zadani plati rovnosti
a+1 a 1 a+2 a 1
-——=— —_— = beN
b+1 5 20 * bez b5 12 @PEN
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ekvivalentni se vztahy

20b(a + 1) — 20a(b + 1) = b(b+ 1)

12b(a +2) — 12a(b+ 2) = b(b + 2),

které upravime na tvar 19 — 20a = b? a 22b — 24a = b?. Po odedteni
obou vztahu zjistime, ze 4a = 3b, coz po dosazeni do druhé rovnosti da
22b — 18b = b? neboli b? = 4b. Vzhledem k podmince b # 0 odtud plyne
b=4aa=3.

Hledané zlomky jsou tedy 3/4, 4/5 a 5/6.

Jiné feseni. Oznacme a/b pivodni zlomek. Ze vztahi

11 11 2
20 4.5 * 12 4.3 1.6

lze odhadnout, ze fesenim by mohlo byt b = 4. Pak

4(a+1
4.

) — 1 4(a+2 B
5 20 4.

) —fa_

6 12’
neboli a = 3. Musime se vSak jesté presvedcit, ze tloha jiné reseni nema.
Podminky tlohy vedou ke vztahiim

b— 1 2(b - 2
a R ( a):__

bb+1) 4-5 bb+2) 4.6

Z podilu jejich levych a pravych stran pak plyne
b+2 6
b+1 5

¢emuz vyhovuje jediné b = 4.

Poznamka. V tplném feseni nesmi chybét vylouceni moznosti b # 4.
Naptiklad z podobnych rovnosti 1/20 = 30/24 - 25 a 1/12 = 52/24 - 26
bychom mohli hadat, ze b = 24, coz fesenim neni.
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C=-S—-2

Bod dotyku kruznice [ s tenou z bodu A ozna¢me D (obr. 14). Z vlast-
nosti tecny ke kruznici plyne, ze tthel ADO je pravy. Zaroven je pravy

Obr. 14

i thel ACB (Thaletova véta). Trojihelniky ABC a AOD jsou tak po-
dobné podle véty uu, nebot se shoduji v ihlech ACB, ADO a ve spolec-
ném thlu pti vrcholu A. Z uvedené podobnosti plyne

|BC| _ |AB| (1)
|OD|  |AO|
Ze zadanych d&iselnych hodnot vychdzi |OD| = |OB| = 4cm,

|OS| =|SB|—|OB| =2cm, |OA| = |0OS|+|SA| =8cm a |AB| = 12cm.
Podle (1) je tedy |BC| : 4cm = 12 : 8 a odtud |[BC| = 6cm.
Z Pythagorovy véty pro trojihelnik ABC nakonec zjistime, ze |AC| =

=122 — 62 cm = 63 cm.

C-S-3

Rovnici pfepiseme do tvaru 2 = (b* — a?) — (b — a), z néjz po vyuzit
vztahu pro rozdil ¢tverct a nasledném vytknuti vyrazu b — a dostaneme
2= (b—a)(a+b—1). Protoze 2 je prvocislo, mame pro uvedeny soucin
nasledujici ¢tyfi moznosti:
a)b—a=1laa+b—1=2,paka=1ab=2.
b)b—a=2aa+b—1=1,paka=0ab=2.
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¢)b—a=—-1aa+b—1 = —2. Druhou rovnici lze pfepsat na

tvar a + b = —1, z néjz vidime, Ze rovnost nenastane pro zadnou dvojici
nezapornych celych cisel.
d)b—a=-2aa+b-1= —1. Druhou rovnici lze pfepsat na tvar

a+b =0, z n&jz vidime, ze ji vyhovuje jedina dvojice nezapornych celych
¢isel a = b = 0, kterd vSak nevyhovuje prvni rovnici.
Zdvér: Uloha méa dvé feSeni: Budjea=1ab=2neboa=0ab=2.

Pozndamka. Misto rozboru ¢tyf moznosti miizeme zacit tvahou, ze
nulové ¢isla a, b nejsou feSenim tulohy, takze a+b—1 = 0, a tedy i b—a = 0.
Staci tudiz uvazovat jen moznosti a) a b).

Jiné FeSeni. Rovnici upravime na tvar 2 = (b> — b) — (a® — a), resp.

na tvar 2 = b(b— 1) — a(a — 1). Z nasledujici tabulky i tvaru &isel 22 —
— 1z = z(z — 1) je zfejmé, ze rozdily mezi sousednimi hodnotami vyrazu
z(z — 1) rostou s rostoucim z (snadno se o tom presvédc¢ime vypoctem:
(z+ 1)z —z(x—1) = 2x).

T 0 1 2 3 4 5
z(x—1)] 0 0 2 6 12 | 20

Miize tedy byt jediné b2 —b =2 a a? —a = 0. Odtud a € {0,1} a b= 2.
Resenim tilohy jsou tedy dvé dvojice nezépornych celych ¢isel: a = 0,
b=2aa=10b=2.

C-1l-1

Vzhledem k tomu, ze 12 = 3 - 4, staci ukazat, ze ¢islo a = n
=nF(n? —1) = (n—1)n(n+1)nk"1 je délitelné tiemi a Etyimi. Prvni t¥i
¢initelé posledniho vyrazu jsou tfi po sobé jdouci prirozena c¢isla, takze
pravé jedno z nich je délitelné tfemi, a proto i ¢islo a je délitelné tremi.
A je délitelné i ¢tyrmi, nebof pii sudém n je v poslednim vyrazu druhy
a Cctvrty cinitel sudy, zatimco pri lichém n je sudy prvni a treti Cinitel.
Tim je dikaz proveden.

k+2 k _

—nt® =

Jiné FeSeni. Polozme a = n**2 —nk = nk(n? —1) = (n— \)n*(n+1).
Opét ukazeme, Ze a je délitelné étyfmi a tfemi. Je-li n sudé, je n* délitelné
GtyFmi pro kazdé celé k = 2. Je-li n liché, jsou ¢initelé n —1 a n+ 1 suda
Cisla, takze a je délitelné ¢tyfmi pro kazdé celé n = 2.

Délitelnost tfemi je ziejma pro n = 3l. Je-li n = 31 + 1, kde [ je
celé kladné ¢islo, je tfemi délitelny cinitel n — 1 (a tedy i ¢islo a). Je-li
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n =3l + 2 (I je celé nezaporné), je tfemi délitelny ¢initel n + 1. Protoze
jiné moznosti vzhledem ke zbytku ¢isla n pti déleni tfemi nejsou, je ¢islo a
délitelné tfemi. Tim je pozadovany diikaz proveden.

C-1n-2

Danou nerovnost ekvivalentné upravujme:

(a?0® +a® + b2 +1) — (a® —2a + 1)(b*> — 2b+ 1) = 4,
(a®b? +a® + 0> +1)—
—(a?b? — 2ab® + b%) + (2a%b — 4ab + 2b) — (a® — 2a + 1
2ab(a + b) — 4dab+2(a+b
2(a+b)(ab+1
2(ab+1)(a+b—

(ab+ 1),

v v v v
S o oA

)
)
)
2)

Vzhledem k predpokladu @ =2 1, b = 1 je a +b = 2, takZe upravend
nerovnost ziejmé plati. Rovnost v ni (a tedy i v zadané) nerovnosti pfitom
nastane, pravé kdyz a + b =2 nebolia =b=1.

Jiné FeSeni. Pfi oznaceni m = a? + 1 a n = b? + 1 lze levou stranu
dokazované nerovnosti prepsat do tvaru L = mn — (m — 2a)(n — 2b) =
= 2an + 2bm — 2ab — 2ab, z néjz vytykinim dostaneme L = 2a(n — b) +
+ 2b(m — a).

Cisla a, b jsou z intervalu (1,00), proto 1 = m — a? < m — a. Odtud
2b(m — a) = 2. Analogicky dostaneme 2a(n —b) 2 2. Je tedy L = 4
a rovnost nastava, praveé kdyz a =b = 1.

Jiné FeSeni. Po substituci a =1+ m a b=1+n, kde m,n 2 0, ziska
leva strana nerovnosti tvar

L = (m? +2m+ 2)(n? + 2n + 2) — m*n?.

Po roznasobent, které si stadi pouze piedstavit, se zrusi ¢len m?n?, takze
L bude souétem nezapornych clent, mezi nimiz bude i ¢len 2-2 = 4. Tim
je nerovnost L = 4 dokdzana. A protoZze mezi zminénymi ¢leny budou
rovnéz 4m a 4n, z rovnosti L = 4 plyne m = n = 0, coz naopak ziejmé
i rovnost L = 4 zarucCuje. To znamena, Ze rovnost nastava, pravé kdyz
a=b=1.
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cC-n-3

Polomér kruznice k oznacme r. Oznaceni vrcholi P, @Q v trojihelniku
M PQ neni dulezité, proto bez ijjmy na obecnosti oznacme jako P ten
z bodu primky vedené bodem N rovnobézné s piimkou MS, ktery lezi
na kruznici k. Bod @ pak lezi na kruznici [ a ctyfihelnik NQMS je
lichobéznik vepsany kruznici [ (obr. 15). Je tedy rovnoramenny s rameny
M@ a NS délky r. Navic i tsecky SP a SM maji délku r. Z rovno-
ramenného trojihelniku N PS a rovnoramenného lichobézniku NQM S
plyne rovnost thli |[<XSPN| = [<xSNP| = |xMQP)|. Pticka PQ tedy
protind primky SP a M@ pod stejné velkymi tihly, a proto (podle véty
o souhlasnych thlech) jsou pfimky SP a MQ rovnobézné. Ctytihelnik
PQMS je tudiz rovnobéznik, a protoze |SM| = |SP| = r, je to dokonce
kosoc¢tverec. Odtud je jiz ziejmé, ze trojuhelnik M PQ je rovnoramenny
s rameny PQ a MQ délky r.

Obr. 15 Obr. 16

Poznamka. Existence tétiv NP a NQ v zadani je zarucena diky pred-
pokladu, ze kruznice [ ma veétsi polomér nez kruznice k. Oznacime-li C'
stied tsecky SM a FE ten prisecik kruznice k s osou usecky SM, ktery
lezi v poloroviné SM O, bude stfed O kruznice [ lezet na poloptimce C'E
az za bodem E (obr.16). Dalsi prusecik N obou kruznic proto padne
do pasu mezi rovnobézkami SM a NoE v poloroviné OCS, kde Ny je
¢tvrty vrchol kosoc¢tverce s vrcholy S, M, E. K tomu staci ukazat, ze
kruznice [ protne poloprimku F Ny az za bodem Ny, ze tedy jeji polomér
OS je vetsi nez délka tsecky O Ny. Toto srovnani dvou stran trojihelniku
OS Ny snadno plyne z porovnani jeho vnitinich hlia: thel u vrcholu Ny
je nejvétsi, nebof oba tuhly pri protilehlé strané OS jsou mensi nez 60°
(trojuhelnik ES Ny je rovnostranny). Snadno nahlédneme, ze kazd4 z rov-
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nobézek uvedeného péasu protina kazdou z obou kruznic ve dvou bodech
(vzdy soumérné sdruzenych podle piislusné osy kolmé na SM).

Tim je prokdzana nejen existence obou tétiv NP a NQ, ale i to, ze
jejich krajni body P a @ lezi na stejnou stranu od bodu N (jako na
obr. 15), nebot oba body zfejmé lezi v poloroviné opaéné ke zminované
poloroviné OC'S.

C-1-4

Protoze ¢islo p je celé, je iy = |z] — p celé &islo a |z +y] = |z] +v.
Ptivodni soustava rovnic je tedy ekvivalentni se soustavou

lz] +y = 2010,
lz] —y=p,

kterou snadno vyfesime napiiklad s¢itaci metodou. Obdrzime |[z]| =
= 1(2010 + p) (coz miiZe platit jen pro suda p) a y = [z] — p.

a) Pro p = 2 je FeSenim soustavy libovolné z € (1006,1007) a y
= 1004.

b) Pro p = 3 nema soustava Feseni.

Jiné FeSeni. Polozme |z| = a, pak z = a +t, kde t € (0,1).

a) Pro p = 2 soustavu pfepiSeme do tvaru y =a—2 a |[2a —2+t| =
= 2010. Z posledni rovnice plyne 2a —2 = 2010, odtud a = 1 006. Jelikoz
t € (0,1), vyhovuje pivodni soustavé kazdé x € (1006,1007), pficemz
y = 1004.

b) Pro p = 3 dostévame y = a — 3 a [2a — 3 + t| = 2010. Posledni
rovnice je ekvivalentni se vztahem 2a — 3 = 2010, kterému nevyhovuje
zadné celé ¢islo a. Pro p = 3 neméa dana soustava rovnic feseni.
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