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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1
V oboru realnych c¢isel reste soustavu rovnic
Vi —y=2z-1,
VYR —z=1z-1,
22—x=y—-1.

(Radek Horenskiy)

A-1-2

Kosoctverci ABCD je vepsana kruznice. Uvazujme jeji libovolnou te¢nu
protinajici obé strany BC, CD a ozna¢me po fadé R, S jeji pruseciky
s pfimkami AB, AD. Dokazte, ze hodnota sou¢inu |BR| - |DS| na volbé

teCny nezavisi. (Leo Bocek)
A-1-3
Na tabuli jsou napsana cisla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na

tabuli dvé ¢isla, z nichz jedno je délitelem druhého, obé smazeme a na ta-
buli napiSeme jejich (celociselny) podil. Takto pokracujeme, az na tabuli
zustanou jen ¢isla, z nichz zZaddné neni délitelem jiného. (V jednom kroku
mizeme smazat i dvé stejnd ¢isla a nahradit je ¢islem 1.) Kolik nejméné
¢isel muze na tabuli ztstat? (Peter Novotny)

A-1-4

V libovolném ostrotihlém riznostranném trojihelniku ABC' ozna¢me O,
V a S po tadé stfed kruznice opsané, prusecik vysek a stfed kruznice
vepsané. Dokazte, ze osa usecky OV prochazi bodem S, pravé kdyz jeden
vnitini thel trojihelniku ABC ma velikost 60°. (Tomds Jurik)
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A-1-5

V kadi je ro ryb, spole¢ny tilovek n rybaii. Prichazeji pro svij dil jednot-
livé, kazdy si mysli, Zze se dostavil jako prvni, a aby si vzal pfesné n-tinu
aktudlniho poctu ryb v kadi, musi pfedtim jednu z ryb pustit zpét do
more. UrCete nejmensi mozné ¢islo ro v zdvislosti na daném n = 2, kdyz

i posledni rybar si aspon jednu rybu odnese. (Dag Hruby)
A-1-6

Pro dané prvoéislo p urete pocet (vSech) usporddanych trojic (a,b,c)

¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2p%}, které spliiuji vztah

la,c] + [b, ] _p2—+—1'
a+b  p*+2

b
kde [z, y] zna¢i nejmensi spoleény ndsobek ¢isel x a y.  (Tomds Jurik)

A-S-1

V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

(Radek Horenskiy)

A-S-2
Najdéte vsechny mozné hodnoty podilu
r+o
a+b’
kde r je polomér kruznice opsané a o polomér kruznice vepsané pravo-
ihlému trojihelniku s odvésnami délek a a b. (Tomds Jurik)
A-S-3
Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2, ...,33. V jednom kroku zvolime nékolik

¢isel napsanych na tabuli (aspon dvé), jejichz soucin je druhou mocninou
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prirozeného ¢isla, zvolena c¢isla smazeme a na tabuli napiSeme druhou
odmocninu z jejich soucinu. Takto pokracujeme, az na tabuli zlistanou
jen takova ¢isla, ze soucin zadnych z nich neni druhou mocninou. Kolik

nejméné ¢isel miize na tabuli zistat? (Peter Novotny)
A-1l1-1
Dokaite, Ze rovnice x2 + p|z| = gr — 1 s redlnymi parametry p, ¢ ma

v oboru redlnych é&isel étyfi feseni, pravé kdyz plati p + |¢| + 2 < 0.
(Jaromir Simsa)

A-11-2

Je dan rovnobéznik ABCD s tupym tihlem ABC'. Na jeho thlopticce AC
v poloroviné BDC' zvolme bod P tak, aby platilo [« BPD| = |<ABC|.
Dokazte, ze primka C'D je tecnou ke kruznici opsané trojihelniku BC'P,

pravé kdyz usecky AB a BD jsou shodné. (Jaroslav Svrcek)
A-11-3

Urcete vSechna celd kladna ¢isla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a m déli

2n — 1. (Tomas Szaniszlo)
A-I1l-4

V libovolném trojuhelniku ABC ozna¢me O stfed kruznice vepsané, P
stfed kruznice pripsané ke stran¢ BC a D prusecik osy thlu CAB se
stranou BC'. Dokazte, ze plati

2 _ 1 1
|AD| ~ AO| " |AP|

(Kruznici pripsanou ke strané BC' rozumime takovou kruznici, kterd se
dotyka jednak strany BC, jednak obou polopiimek opacnych k polopfim-
kim BA a CA.) (Pavel Leischner)

A-1lIl-1
Urcete vSechny dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pro néz plati
4% +4a® + 4 = b°.
(Martin Pandk)
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A-1I1-2

Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zasahlo 19 stiel. Dokazte, ze vzdalenost
nékterych dvou zasahu je mensi nez 7 cm.
(Vojtech Bdlint, Jaromir Simsa)

A-1l1-3

Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lent strany A, 28 ¢lenu strany B,

23 clenu strany C, 19 ¢lent strany D a kazdého zaviel do samostatné

kobky. Po praci se obc¢as mohli prochazet po dvore a povidat si. Jakmile

si spolu zacali povidat tii ¢lenové tii rtznych stran, Rumburak je za
trest preregistroval do ¢tvrté strany. (Nikdy si spolu nepovidali vice nez
t¥i uneseni.)

a) Mohlo se stat, Ze po uréitém case byli vSichni uneseni ¢leny jedné
strany? Které?

b) Urcete vSechny Ctvefice celych kladnych ¢isel, jejichz soucet je 101
a které jako pocty unesenych c¢lenti ¢tyf stran umoznuji, aby se Rum-
burakovou péci ¢asem vsichni stali ¢leny jedné strany.

(Vojtech Bdlint, Jaromir Simsa)

A-1lI1-4

Je déna kruznice k s tétivou AC, jez neni prumérem. Na jeji tecné ve-
dené bodem A zvolime bod X # A a oznacime D prusecik kruznice k
s vnittkem tsecky X C (pokud existuje). Trojihelnik AC'D doplnime na
lichobéznik ABC D vepsany kruznici k. Urcete mnozinu prisecikt primek
BC a AD odpovidajicich vsem takovym lichobézniktim.

(Pavel Leischner)

A-1lI1-5

Na tabuli jsou napsana ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na
tabuli néktera dvé cisla, jejichz soucin je druhou mocninou prirozeného
Cisla, obé zvolen4 ¢isla smazeme a na tabuli napiSeme druhou odmocninu
z jejich soucinu. Takto pokracujeme, az na tabuli zlstanou jen takova
¢isla, ze soudin zadnych dvou z nich neni druhou mocninou. (V jednom
kroku muiZzeme smazat i dvé stejnd éisla a nahradit je tymz éislem.) Do-
kazte, ze na tabuli zistane aspon 16 ¢isel. (Peter Novotny)
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A-1lI1-6
Najdéte minimum vyrazu

atb+c a0+ b +]cq
2 a+b+c

]

kde proménné a, b, ¢ jsou libovolna cela ¢isla vétsi nez 1 a [z, y] oznacuje
nejmensi spoleény nasobek cisel z, y. (Tomds Jurik)
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Reseni tloh

A-1-1

Levé strany danych rovnic maji (jako odmocniny) nezédporné hodnoty,
proto z pravych stran plynou po fadé nerovnosti z =2 1,z =2 1ay = 1.
Odmocnin v rovnicich se zbavime jejich umocnénim:

2 2 2 2 2 2
—y=(z-1)7% y*'—z=(x-1)7% 22z—-z=(@y-1)7
umocnéné rovnice seéteme a vysledek upravime:

@ -+ -2+ —2)= (-1’ +(z-1)°+(y-1)%
(@ +y°+22) (@ +y+2) =+ +9?) -2z +x+y) +3,
r+y+z=3.

Protoze vSak z odvoyenych nerovnosti z =2 1, y =2 1 a 2 = 1 sectenim
plyne z + y + 2z 2 3, miZe byt rovnost z + y + z = 3 splnéna jediné
tak, ze x = y = z = 1. Zkouskou dosazenim se presvédcime, Ze trojice
(z,y,2) = (1,1,1) je skutecné FeSenim (a to jedinym, jak plyne z naseho
postupu).

Dodejme, Ze pokud si nerovnosti z,y,z = 1 pfedem nepovSimneme,
avsak vztah x 4+ y 4+ 2 = 3 po secteni umocnénych rovnic odvodime, mi-
zeme pak urc¢enou hodnotu souctu x+y+ 2z uplatnit pri secteni ptivodnich
(neumocnénych) rovnic, a ziskat tak rovnici

VER—y+ VP -2+ V22— =0

s jasnym dusledkem: kazda z odmocnin musi byt rovna nule.

Jiné FeSeni. Protoze pro trojice (z,y, 2), (v, z,z) a (z,x,y) vyjde sou-
stava zadanych rovnic nastejno, sta¢i hledat pouze takova feseni (z,y, 2),
v nich# je prvni slozka maximalni, tj. plati z = y a = = 2.! Stejné jako
v ptivodnim FeSen{ si uvédomme, 7e z,y,z = 1 (déle ndm postaci pouze
fakt, ze z,y,z = 0).2

7 predpokladané nerovnosti x = z plyne pro pravé strany prvni
a druhé nerovnice srovnani x — 1 2 z — 1, takZe stejnou nerovnost musi

1 Nerovnost y = z ovSem predem zarucit nemtzeme. Poradi nezndmych z, y, z totiz
nemuzeme ménit libovolné, ale pouze cyklicky.
2 Nezapornost vyuzijeme k ekvivalencim typu a? > b2 <> a = b.
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spliiovat i odmocniny na levych stranach, tedy i prislusni odmocnénci:
y? — 2z 2 2% — y neboli z? — y? < y — 2. Leva strana té posledni je neza-
pornd (diky predpokladu z 2 y), takze je takova i pravé strana: y—z = 0
neboli y 2 2. To jeSté upravime na nerovnost y —1 2 z — 1 mezi pravymi
stranami prvni a tieti rovnice, takze podle jejich levych stran dostaneme
22—z 2 22 — y neboli 22 — 22 > z — y. Odtud a z piedpokladu z = y
mame z2 — 22 2 0 neboli z = x. Dohromady tak plati z = y = 2z = x,
musi tedy byt © = y = 2. Tehdy se zadana soustava redukuje na jedinou
rovnici Va2 —1 =z — 1. Je snadné ukézat, zZe jeji jediné feseni v oboru
realnych cisel je z = 1.

A-1-2

Necht U, V, W, T jsou body dotyku vepsané kruznice po fadé se stranami
AB, BC, DA a s uvazovanou tecnou RS, jejiz prusecik se stranou BC
pojmenujeme X (obr.22). Ozna¢me a = |AB| = |AD|, b = |BU| =
= |BV| = |DW]| pevné délky a r = |BR|, s = |DS| proménné délky
zavislé na volbé tecny RS. Nasim cilem je ukazat, ze zadany soucin r - s =
= |BR| - |DS| ma stélou hodnotu a - b.

Trojihelniky ARS, BRX jsou stejnolehlé podle stfedu R, nebot jejich
strany AS a BX lezi na rovnobéznych primkach. Navic kruznice vepsana
prvnimu trojihelniku ARS je pripsana strané BX druhého trojihelniku
BRX. Protoze body dotyku vepsané a pripsané kruznice jsou soumeérné
sdruzené podle stiedu strany, na které oba body lezi, mizeme usoudit, ze
poméru |[SW| : |[AR| v trojuhelniku ARS odpovidd pomér |BV| : |BR)|
v trojihelniku BRX. To vede k rovnosti, kterou v zavedeném oznaceni

69



zapiseme jako
b+ s
a—+r

Tim je diikaz hotov a tiloha vyresena.

:9, odkud r-s=a-b.
r

Jiné reSeni. Uzijeme stejné oznaceni jako v predchozim feSeni.
Oznatme jesté |RX| = z a vyjadfeme délky stran obou stejnolehlych
trojuhelniki ARS, BRX na zakladé trividlniho poznatku o rovnosti
useki tecen z daného bodu k dané kruznici. Pro trojihelnik ARS je to
snadné: plati |AR| =a+7r, |[AS|=a+sa

|RS| = |RT|+|TS| =|RU|+ |[WS|=(b+r)+(b+s)=2b+71+s.

V trojihelniku BRX predné mame |BR| = r a délku tieti strany BX
vyjadiime takto:

|IBX|=|BV|+|VX|=b+|TX|=b+ (|RT| — |RX]|) =
=b+|RU|—z=b+(b+r)—2z=2b+r—2.
Pro strany podobnych trojihelnikit ARS a BRX tedy plati iméra
(a+7r):(2b+r+s):(a+s)=r:xz:(2b+7r—2x).
Odtud je mozné eliminovat z a pak objevit zavislost rs = ab. Misto
takového postupu si vSak povSimnéme, ze obvod druhého trojihelniku
nezdvisi na x, proto porovname poméry obvodu k prvni strané (na z

nezavislé) v kazdém z obou trojihelnik:

(a+r)+(2b+r+s)+(a+s) r+z+(2b+7r—12)

b

a+r r
2
2_*_Q(b-i-s) :2_'__9’
a+r r
rs = ab.

Potiebna rovnost je dokazana.

Jiné reseni. Prekvapivé jednoduchy dikaz tvrzeni tilohy podala stu-
dentka Lenka Polcerovd z Gymnazia Kienova v Brné, kdyz ukazala, ze
jsou podobné trojihelniky ODS a RBO, kde O je stfed kruznice ve-
psané kosoctverci ABC'D (obr. 23). Z této podobnosti totiz plyne iméra
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|DS| : |DO| = |BO| : |BR| neboli |BR| - |DS| = |BO| - |DO|, coz je
konstantni hodnota (na volbé teény nezavisla).

Obr. 23

Protoze zminéné trojihelniky ODS a RBO se zfejmé shoduji ve vniti-
nich thlech pfi vrcholech D a B, stac¢i k dikazu jejich podobnosti oveé-
fit shodnost hla 8 = [xOSD| a § = |<ROB|. Zavedeme-li jesté Ghly
a = |¥BAO| avy = |<ARO|, pak z faktu, Ze kruznice vepsand kosoctverci
ABCD je zaroven vepsana trojihelniku ARS, plyne, Ze vnitini uhly to-
hoto trojuhelniku jsou 2a, 243, 27, takze plati a + 3 + v = 90°. Protoze
tthel AOB je pravy, vnitini thly trojihelniku AOR maji velikost «, 7,
64 90°, takze a+~y+§ = 90°. Porovnanim obou uvedenych rovnosti pro
soucet tif thla dostdvame kyzenou rovnost 8 = § a cely dikaz je hotov.

A-1-3

Na tabuli zfejmé budou stéle jen ¢isla z mnoziny M = {1,2,...,33}.
Prvocisla 17, 19, 23, 29 a 31 tam budou napsana porad, a to kazdé je-
denkrat, protoze nemaji zadného délitele rtizného od 1 a mnozina M ani
neobsahuje zadny jejich ndsobek (takze nikdy nemohou z tabule zmizet
ani se objevit v dalsim exemplafi).

Vysvétlime nyni, pro¢ na tabuli budou kromé uvedenych péti prvocisel
napsana vzdy jesté néktera dveé dalsi ¢isla. Soucin S vSech cisel zapsanych
na tabuli je na pocatku roven

S=2331=2%.35.57.74.113.132.17-19-23-29 - 31. (1)

V kazdém kroku zvolime néjakou dvojici cisel (z,y) s vlastnosti z | y,
tedy ¢isla tvaru x = a a y = ka, a nahradime je jednim ¢islem y/z = k.
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Soucin vSech ¢isel na tabuli se pfitom zméni z dosavadni hodnoty S na
novou hodnotu S/a?, nebot dva ¢initelé x, y o soucinu zy = ka? piejdou
v jeden novy ¢initel k (a ostatni Cinitelé se nezméni). Je jasné, ze pri
zméné S — S/a? se exponent libovolného prvoéinitele p z rozkladu éisla S
budto zachova (pokud p t a), nebo sniZi o sudé &islo (rovné exponentu p
v rozkladu é&sla a?). V zaddném piipadé se tedy nezméni parita (sudost
¢i lichost) exponentu Zadného z prvocinitelii. Proto kazdé z prvodisel,
které mélo na pocatku v rozkladu (1) lichy exponent, bude mit lichy
exponent v rozkladu méniciho se S i po libovolném poctu krokt. Takova
jsou (kromé 17, 19, 23, 29 a 31) rovnéz prvoéisla 2, 3, 5 a 11. Znamen4
to, Ze na tabuli budou stéle zastoupena (ne nezbytné ¢tyfi riiznd) ¢isla,
kterd jsou témito jednotlivymi ¢tyfmi prvocisly délitelnd. Nemtze to byt
ovsem jediné ¢islo (nebot 2 -3 -5-11 > 33), takZe to musi byt aspori
dvé ¢isla, naptiklad 10 a 33 (nebo 11 a 30 ¢i 15 a 22, jiné moznosti pfi
celkovém poétu sedmi ¢isel na tabuli neexistuji). Tak jsme dokazali, ze
na tabuli bude skute¢né vzdy napsano nejméné 7 cisel.

Zbyva popsat néjakou posloupnost krokil, po niz na tabuli 7 ¢isel zi-
stane. Existuje mnoho moznosti, mizeme napiiklad dat ,stranou“ prvo-
¢isla 17,19, 23, 29, 31 a ¢isla 10 a 33, a se zbylymi ¢isly provést nasledujici
kroky:

32,16 — 2, 30,15 —2, 28,14 -2, 26,13 -2, 24,12 — 2,
22,11 -2, 27,9—3, 21,7—3, 18,6 -3, 255—05,
20,4 -5, 8,2—-4 55—-1, 42-2 3,3-—-1,
3,3—1, 2,2—1, 22—-1, 2,2—1
Po téchto krocich uz je na tabuli (kromé sedmi ¢isel stranou) uz jen

7 jednicek, které vSsechny odstranime Sesti kroky 1,1 — 1 a poslednim
krokem napt. 10,1 — 10.

A-1-4
Nejprve ukdzeme, ze v kazdém ostrotihlém trojihelniku ABC' plati
vy=60° < |CO|=|CV]. (1)

K tomu uvézime trojihelniky CVAy a COBy, kde Ag je pata vysky z vr-
cholu A a By je stfed strany AC' (obr.24). Z pravothlého trojihelniku
AC Ap plyne

AC
v7=160° < |CAy| = % <« |CAp| =|CBy.
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Posledni je rovnost délek odvésen pravothlych trojihelniki C'VAq
a COBAy, jejichz vyznacené vnitini thly VC A9 a OCB; maji shodnou
velikost 90° — 3. (Pro thel CVA to plyne z pravoihlého trojihelniku
BCCy, kde Cy je pata vysky z vrcholu C na stranu AB, pro tthel OC B,
to plyne z rovnoramenného trojihelniku ACO, ktery ma u hlavniho
vrcholu O thel 248 diky vété o obvodovém a stfedovém thlu v opsané
kruznici.) Proto je shodnost odvésen C' Ay, C'B; ekvivalentni se shodnosti
prepon CO a CV, coz dokazuje (1).

Obr. 24

Nyni zapojime do tvah stfed S kruznice vepsané. Ze zminéné shod-
nosti uhla VCAy a OCB; plyne, Ze v kazdém ostrothlém trojihelniku
ABC je polopfimka C'S nejen osou thlu ACB, ale také osou ithlu OCV'.
Tato osa je v pfipadé v = 60°, kdy jak vime |CO| = |CV|, osou zdkladny
OV rovnoramenného trojihelniku OVC (body O a V jsou ruzné, nebot
podle zadéani dlohy je trojihelnik ABC ruznostranny), takze stied S na
ose usecky OV skutecné lezi. Stejné tak tomu je i v pripadech a = 60°,
resp. 3 = 60°.

Pripustme nyni, ze stied S lezi na ose tsecky OV, avSak zadny z thla
a, B, v neni 60°. Podle (1) tudiz plati |AO| # |AV|, |BO| # |BV|
a |CO| # |CV]. Podivejme se znovu na trojihelnik OV C, v némz tedy
osa C'S vnitfniho thlu OCV nesplyva s osou protéjsi strany OV, takze
jejich jediny spolecny bod S lezi na kruznici trojihelniku OV C' opsané.
Jinak feceno, bod C' lezi na kruznici opsané trojihelniku OV S. Ze stej-
nych divodii na této kruznici lezi i body A a B, takze se jedna o kruznici
opsanou trojihelniku ABC, ktera vsak nikdy svym stfedem O neprocha-
zi. Tak jsme dostali spor, ktery ukazuje, ze pripusténa situace nemtize
nastat. Tim je feSeni celé tlohy u konce.
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Poznamka 1.7 druhé ¢asti feseni vyplyva tento poznatek: ma-li tihel y
(ostroihlého) trojihelniku ABC velikost 60°, lezi vrcholy A a B na jedné
kruznici s prusecikem vysek, stfedem opsané kruznice i stfedem vepsané
kruznice. To ostatné plyne i z vyjadieni jednotlivych thli v trojuhelniku.

Pozndmka 2. Klicovou ekvivalenci (1) z podaného feseni 1ze rovnéz
dokazat trigonometricky. Plati totiz vzorce

COl==— a |cV|=—, (2)
2sin7y tgy
podle kterych jsou tsecky CO a C'V shodné, prave kdyz je ithel y Fesenim
rovnice 2sinvy = tg -y, ktera je zfejmé ekvivalentni s rovnici cosy = %, jez
ma v intervalu (0°,90°) jediné feSeni v = 60°. Prvni ze vzorctu (2) plyne
7z tzv. rozsitené sinové véty .

a b c

sina  sinfg  sinvy

T,

kde r je polomér kruznice opsané trojihelniku ABC, druhy vzorec ve (2)
dostaneme dvojim vyjadfenim délky |C'Ag| = beosy = |C'V]sin 3, kam
ze sinové véty dosadime sin f = (b/c)sin~y.

Pozndmka 3. Ekvivalenci (1) z podaného feSeni muzeme dokézat
i bez velkého pocitani: prusecik vysek daného trojuhelniku totiz vzdy
lezi na kruznici soumérné sdruzené s kruznici trojithelniku opsanou po-
dle pfimky AB (v naSem pfipadé). Vzhledem k tomu, Ze takové kruznice
je zaroven obrazem kruznice opsané v posunuti o vektor CV, zavisi ve-
likost |CV| v dané opsané kruznici jen na velikosti tétivy AB (¢i odpo-
vidajicim obvodovém hlu), a nikoliv na poloze bodu C. Proto rovnost
|CV| = r = |CO| nastane, pravé kdyz zminénd sdruzena kruznice pro-
chéazi stfedem O kruznice trojihelniku opsané, tj. pravé kdyz prislusna
strana lezi proti (obvodovému) tihlu velikosti 60°.

A-1-5

Pro kazdé k = 1,2,...,n ozna¢me r; pocet ryb v kadi poté, co si k-ty
rybar odnese svij dil. Tyto pocty jsou podle zadani urceny pocatecni
hodnotou r¢ a rekurentnimi vztahy

n—1

Th+1 = (re —1) (k=0,1,...,n—1).

Zapisme je ve vyhodném tvaru

-1 1—
rep1 =q- Tk +d, kdeq:nTad: .
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Rekurentni rovnice 7441 = g7 +d (kde g, d jsou konstanty) je pomérné
obvykla v fadé aplikaci. Odvodime proto nejprve, jaké primé vyjadreni
mé kazdy clen 1, takové posloupnosti rg,r1,rs,... pii obecnych ¢, d
a dané pocatecni hodnoté ro. Teprve poté se vratime k nasi tloze a do
vysledku dosadime hodnoty ¢, d pfipsané v (1).

Vsimnéme si predné, ze v pripadé ¢ = 1 dostavame rovnici rp4+1 =
= r, + d, podle které je zkoumana posloupnost aritmeticka s diferenci
d, takze jeji obecny ¢len mé vyjadieni rp, = 1o + kd. V pripadé q # 1
z rekurentni rovnice postupné dostaneme

ry =qro+d,

ro =qri+d=q(gro+d) +d = ¢*ro + (¢ + 1)d,

rs = qry +d = q(¢’ro + (¢ + 1)d) + d = ¢*ro + (¢° + ¢ + 1)d,
ra=qrs+d=q(¢’ro+ (¢ + g+ 1)d) +d = g*ro + (¢* + ¢* + ¢+ 1)d,

Takto nachazime vyjadieni
e =q"ro+ (" 1+ P+ . +q+1)d

Uplatnime-li znamy vzorec pro soucet k clentd geometrické posloupnosti
s kvocientem ¢ # 1, dojdeme k zdvéru, ze pro kazdé k = 0 je ¢len rp dén
primym vzorcem

k_1)d d d
L e L R
qg—1 q

V nasem konkrétnim pripadé plati

1—n
d = n =n-—1
g—1 n-1 1 ’

n

odkud nachézime vyjadreni jednotlivych hodnot 7y ve tvaru

— 1)k -1
rkz(n )(:;24‘" )—n+1 (k=0,1,2...,n).

Vzhledem k nesoudélnosti dvojice éisel (n—1)%, n* jsou takové hodnoty ry,
celociselné, prave kdyz je cislo ro + n — 1 délitelné vSemi zastoupenymi

75



mocninami n*, z nichZ nejvyssi je mocnina n”. Hledana nutna i postacu-

jici podminka ma proto tvar: pro nékteré celé j plati ro +n—1=j5-n"
neboli rg = j-n™ —n + 1. Pomoci tohoto parametru j pak maji vSechny
Cleny 7y vyjadreni

re=7-(n—1)%n"*_nit1 (k=0,1,2...,n). (2)

Zbyva zjistit nejmensi celé j = 1, pti kterém jsou vSechna ¢isla 71, dana
vztahy (2) kladna. ProtoZe tato ¢isla ziejmé tvoii klesajici posloupnost,
nejmens{ z nich je éislo r,, = j - (n — 1) —n + 1, coz je pii n = 3 &islo
kladné jiz pii j = 1 (tehdy 9 = n™ — n + 1), zatimco pii n = 2 to plati
az pii j =2 (tehdy 7o =2-22 -1 =17).

Odpovéd: Hledany nejmensi pocet ryb je ro = 7 pron = 2 arg =
=n" —n+ 1 pro kazdé n = 3.

Jiné feSeni. Posloupnost rg,rq,...,7, muZzeme pocitat i ,,odzadu®,
tj. pomoci posledniho ¢lenu r,, vyjadiovat ¢leny predchozi. S vyuzitim
rekurentniho vztahu

n
-1

Ty =qre+1+1, kde ¢q= -

(kvocient ¢ méa nyni prevracenou hodnotu oproti hodnoté v pivodnim
feSeni), postupné pro k =n — 1,n —2,...,1,0 dostavame:

Tn—1 =qrnp + 1,

Tneg =QTn_1+1=¢rn +q+1,

Theg =qrn2+1=¢rn+¢*+q+1,
Tnea =qrn_s3+1=q¢rn+¢®+¢+q+1,

Podobné jako v pivodnim FeSeni (s¢iténi ¢lent geometrické posloupnosti
a nasledné dosazeni kvocientu ¢q zde vynechame) tak dospé&jeme ke vzor-
clim

nk(r, +n—1)

'I"n_k:w—n"l’l (k:(),l,,n) (3)

Protoze ¢isla n* a (n — 1)* jsou nesoudélna, hodnoty r,_j jsou vesmés
celo¢iselné, pravé kdyz (n —1)" | r, +n — 1, nebolir, = j - (n —1)" —

—n+1, ¢emuz odpovida (podle vzorce (3) pro k = n) po¢atecni hodnota
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ro = j-n" —n—+ 1. Tak jsme dosli ke stejnému zavéru jako pri ptivodnim
postupu.

Poznamka. Nalezeni vzorct pro Cleny rj se pri obou postupech znacné
zjednodusi, kdyz si vSimneme, ze pozménéna posloupnost tvorend cisly
T, = +n — 1 je geometricka.

A-1-6

V zadané rovnici bude vyhodné prejit od nejmensich spolecnych nasobki
k nejvétsim spoleénym délitellim, a to pomoci zndmého vztahu (z,y) -
-|z,y] = z - y. Oznaéme proto u = (a,c), v = (b, ¢) a levou stranu rovnice
prepisme takto:

la,c] +[b,c]  ac/u+bc/v _ (g b) c

a+b - a+b w v a+b

Zadanou rovnici lze proto (po vyndsobeni zlomkem (a + b)/c) zapsat
v ekvivalentnim tvaru

= -(a+0b). (1)

Porovnejme odhady velikosti vyrazii v (1). Protoze p? > 0, pro zlomek
na pravé strané (1) zfejmé plati

1 p?+1

2<p2+2

<1,

takze v dusledku (1) musi byt

a+b a b
-+ - b.
> <u+v<a+ (2)

Diky levé nerovnosti nemohou byt obé prirozena ¢isla u, v vétsi nez 1,
nebot z nerovnosti u = 2 a v = 2 bychom dostali

A

a b _a+d
— + —

u v 2

Aspon jedno z ¢isel u, v je tedy rovno jedné. Prava nerovnost v (2) vsak
vyluéuje pfipad u = v = 1. Cislu 1 se tudiz rovna pravé jedno z éisel u, v.
S ohledem na symetrii rozebereme pouze pripad u =1 a v = 2.
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Protoze ¢islo v jsme zavedli vztahem v = (b, ¢), je zlomek b/v roven
nékterému prirozenému ¢islu b;. Dosadime nyni hodnoty v =1 a b = byv
do (1) a vzniklou rovnici vyfesime vzhledem k proménné a:

2
p°+1
a+ by 21)2—_}_2'(a+blv),
(P +2)(a+b1) = (p* + 1)(a + brv),
a=b((p*+ v -p°-2). 3)

Kdyby platilo v = 3, dostali bychom z posledni rovnosti odhad
aZ (P’ +1)v—p>-223(p°+1)—p®> —2=2p% +1,

a to je ve sporu s nerovnosti a < 2p? danou oborem, ve kterém podle
zadani tlohy maji hodnoty a, b, ¢ lezet. Plati tedy opacnd nerovnost
v < 3, kterd spolu s predpokladem v = 2 vede k zavéru, Ze nutné v = 2.
Rovnice (3) tak pfechazi v rovnici

a=0b:1(2(p* +1) —p* — 2) = p’by,

kterou v zadaném oboru hodnot a, mnoziné {1,2,3,...,2p*}, snadno
vyresime.

Protoze je tedy a < 2p?, je by < 2. Pfitom z podminek u = (a,c) = 1
av = (b,c) =2 plyne, Ze c je sudé ¢islo s ¢islem a nesoudélné. Z rovnosti
a = p®b, tak plyne, ze by = 1 a p je liché prvoéislo. Je tudiz a = p?b; = p?
ab=0bwv=1-2=2.Pro ¢islo ¢ to znamend nasledujici zpfesnéni: ¢ je
sudé cislo, které neni ndsobkem daného prvocisla p.

Ktera ¢ € {1,2,3,...,2p?} takovou podminku spliiuji a kolik jich
je? Jak uz vime, pro p = 2 zadné takové c¢ neexistuje. Pro liché p pak
ze viech p? moznych sudych é&isel ¢ = 2,4,6,...,2p? vylouéime viechny
nasobky ¢isla p, tedy pravé p &isel 2p, 4p, . . ., 2p?; vyhovujicich hodnot je
proto pravé p? —p. Takovy je tedy pocet viech hledanych trojic (a, b, c) =
= (p?,2,¢) v rozebraném piipadé, kdy u =1 a v = 2.

Ve druhém moZném pripadé, kdy naopak v = 1 a u = 2, existuje
s ohledem na symetrii stejny pocet p? — p vyhovujicich trojic, které jsou
tentokrat vSechny tvaru (2,p?, ¢). (Popis vyhovujicich trojic zahrneme
i do odpovédi, prestoze to zadani lohy nevyzaduje.)

Odpoved: V pripadé p = 2 zadné vyhovujici trojice neexistuji, v pri-
padé lichého prvoéisla p je jich pravé 2(p? — p) a vSechny jsou tvaru

(a,b,¢) = (p*,2,¢) nebo (a,b,c) = (2,p%,¢),

kde ¢ € {1,2,...,2p?} je libovolné sudé é&islo, které neni nadsobkem p.
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Jiné FeSeni. Definujme prirozena ¢isla u, v, m, n vztahy v = (a,c),
v=(b,c), a =mu a b= nv. Pak [a,c] = mc, [b,c] = nc a po dosazeni do
zadané rovnice po malé tpravé véetné zkraceni ¢islem ¢ dostaneme

(p” +2)(m +n) = (p + 1)(mu + nv).

Diky nesoudélnosti ¢isel p? + 1 a p? + 2 existuje pfirozené éislo k takové,
ze
m4+n="k(p*+1) a mu+nv=k(p*+2). (1)
Vyfesme nyni soustavu rovnic (1) pro nezndmé m a n, pokladaje u
a v za parametry. Zfejmé u # v, predpokladejme tedy dale, ze u > v
(piipad u < v se diky symetrii rozebere stejné). Soustava (1) mé jediné
feseni

k(p? +2 —v(p* + 1)) . k(u(p*+1) —p* —2)

uU—v uU—v
Z nerovnosti u — v > 0 a m > 0 plyne p? + 2 — v(p? + 1) > 0 neboli

2
2 1
ey

2
PP+l pP+1

v <

takze nutné plati v = 1 a vzorce pro m, n prejdou do tvaru

k B k(u(p® +1) —p* - 2) _ 2 2
w_1 & "= w—1 =m(u(p® +1) - p* - 2).

Kdyby pro ¢islo u > 1 platilo v = 3, méli bychom z posledni rovnosti
n2u@®+1)—p?—223(p*+1)-p?>—2=2p%+1,

coZ je ve sporu s tim, ze n = nv = b < 2p?. Je tedy nutné u = 2 a vzorce
pro m, n ziskavaji definitivni podobu

m=k a n=kp?
tudiZ (s ohledem na nerovnost n < 2p?) musi byt bud k = 1, nebo k = 2.
Je-li k = 1, mdme a = mu = 2, b = nv = p? a ¢islo ¢ spliuje
podminky (a,c) = (2,¢) =2 a (b,c) = (p?, c) = 1. Takova éisla c existuji,

jen kdyz je prvocislo p liché, a v zadaném intervalu jich je pravé p? — p.
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Je-li k = 2, mdme a = 4 a b = 2p? a &islo ¢ spliiuje podminky
(a,¢) = (4,¢) = 2 a (b,c) = (2p?,¢) = 1. Zadné takové c (které by bylo
sudé i liché) zfejmé neexistuje.

V piipadé v < v s ohledem na symetrii existuje rovnéz p? — p vyho-
vujicich trojic, takze jejich celkovy pocet je 2(p? — p) (je-li oviem p = 2,
zadna zkoumand trojice neexistuje).

A-S-1

Hodnoty odmocnin jsou vzdy nezaporné a odmocnované hodnoty také,
proto neznamé x, y, z museji spliiovat podminky z,y,2 > 1, = = 32,
y = 22 a z = 2. Z poslednich ti¥{ nerovnosti mame max{z,y,z} =
> max{y?, 22, 2%}, opa¢nd (neostra) nerovnost plati diky tomu, ze t < ¢
pro kazdé t = 1. Proto max{z,y, 2} = max{y?, 22,22} =1, tedy z = y =
= z = 1 a obé strany vSech t¥i rovnic soustavy jsou rovny nule (to je
zaroven zkouska).

Obmeéna postupu: namisto tvahy o maximech miZeme po zjiSténi
z prvni véty feSeni pokracovat nésledovné: plati ¢ = y? =2 y = 22 >
> z 2 2, nerovnost mezi krajnimi vyrazy r = z? jiz znamend z = 1,
takze i hodnoty y, z z uvedeného rfetézce Sesti ¢lent jsou rovny 1.

Zaver. Soustava mé jediné feseni z =y =z = 1.

A= S=2

Pro délky tseku stran obecného trojuhelniku ABC k bodim dotyku
vepsané kruznice (oznacenym podle obr. 25) plati vzorce

B

Obr. 25
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b —
AU| = |av] = 2222 |BV| = |BT|

|CT| = |CU| =

at+c—b
B
a+b-c
2 )
které lze snadno ziskat vyfeSenim soustavy rovnic
|AV|+ |BV|=¢, |AU|+|CU|=0b, |BT|+|CT|=a.

Body C, T', U spolu se stiedem S vepsané kruznice jsou obecné vrcholy
deltoidu, ktery je v pripadé pravého tthlu ACB ¢tvercem o strané p =
= |SU| = |SV|. Porovnéni s vyse uvedenymi vzorci pro délky tsekia CT,

CU vede ke vztahu
at+b—c

2 b
podle Thaletovy véty v takovém pravouhlém trojihelniku navic plati
r= %c. Dohromady dostavame

o _c+a+b~c_a+b
0—2 9 =5

Zkoumany podil (r + ¢)/(a + b) mé proto v libovolném pravoiithlém troj-
thelniku jedinou moznou hodnotu, rovnou ¢islu %

Uvedeny postup lze obmeénit zejména tak, Zze namisto obecnych vzorct
pro useky stran vyjdeme z rovnosti |CT| = |CU| = p, z nichz plyne
|AV|=|AU| =b—p a |BV|=|BT| = a— p, tudiz

2 = c= |AB| = |AV| +|BV| = (b — ) + (a — o),
odkud je jiz zavér nasnadé.
Jiné Feseni. Pro obsah P obecného trojihelniku ABC' plati vzorec
2P = po(a+ b+ c);

k jeho odvozeni stac¢i seCist obsahy trojihelniki ABS, ACS a BCS se
shodnou vyskou p ke strandm piivodniho trojihelniku. V pripadé v = 90°
je ovSem 2P = ab a kromé toho, jak uz jsme zminili vyse, r = %c. Spolu
s Pythagorovou vétou ¢ = a? + b? tak dostavame

r+g:£+ ab :ac+bc+02—+—2ab:ac+bc+a2+b2+2ab:
2 a+b+c 2(a+b+c) 2(a+b+c)
(a+be+(a+b)?  (a+b)(a+b+c) a+b
© 2a+b+e) 2a+bte 27

a dochazime tak ke stejnému zavéru jako v ptivodnim feseni.
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A-S-3
Soucin vsech c¢isel zapsanych na tabuli je roven
S=2%.3%.57.74.11%.132.17-19-23-29 - 31.

Pritomnost lichych exponenti znamend, ze S neni druhou mocninou.
Proto nemizeme smazat v prvnim kroku vSechna napsand c¢isla, prvo-
¢isla 17, 19, 23, 29 a 31 dokonce nesmazeme nikdy. Ze vSech ostatnich
¢isel, kterd se ucastnit tiprav mohou, vznikne vzdy neprazdny soubor
¢isel, takze na tabuli bude porad alespon 5+ 1 = 6 c¢isel. Ukazme, ze 6
je hledany nejmensi pocet popisem jednoho (z fady moznych) postupt.

Kviili lichym exponentiim u prvocisel 2, 3, 5 a 11 vyclenime nejdiive
napiiklad skupinu ¢isel A = {2,9,11, 22,25} a vSechna ostatni ¢isla rizna
od 17, 19, 23, 29 a 31 zaradime do skupiny

B ={3,4,5,6,7,8,10,12,13,14, 15,16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33}

V prvnim kroku vybereme vSechna ¢isla z A a nahradime je ¢islem

n=+v2-9-11-22-25=+22.32.52.112=2-3-.5-11.

Protoze sou¢in vsech éisel z B je 23172 .315-2.57-2.74.113-2. 132 =
=229.313.55.74.11-132, vybereme v druhém kroku ¢&islo n spolu se
vSemi ¢isly z B a nahradime je ¢islem

V(2-3-5-11)-(220.313.55.74.11-132) =21%.37.53.72.11.13.

Pak uz zustane na tabuli pouze Sest Cisel, coz je, jak jsme vysvétlili,
nejmensi mozny pocet.

A-11-1

Ze zadéani je patrné, ze ¢islo 0 neni feSenim dané rovnice, at jsou para-
metry p, q jakékoliv. Zbavme se proto absolutni hodnoty v rovnici kon-
statovanim, Ze vSechna jeji feseni jsou kladné kofeny rovnice

2?4+ pr=qr—1 neboli 2?2+ (p—qx+1=0, (1)
spolu se zapornymi kofeny rovnice
2?2 —pr=qr—1 neboli z?—(p+qx+1=0. (2)
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Protoze kazda kvadratickd rovnice ma nejvyse dva kofeny, zkoumana
situace celkového poctu étyt FeSeni nastane, pravé kdyz rovnice (1) bude
mit dva rizné kladné kofeny a zaroven rovnice (2) bude mit dva rizné
zaporné koreny. Rozborem téchto podminek se nyni budeme zabyvat.

Piedné je jasné, Ze oba diskriminanty (p—q)? —4 a (p+q)? — 4 rovnic
(1) a (2) museji mit kladné hodnoty, coz vede na nutné podminky

P—q9?>4 a (p+q9)°>4 (3)

Jsou-li splnény, sta¢i zkoumat otdzku, kdy mensi kofen rovnice (1) je
kladny a zaroven vétsi kofen rovnice (2) zdporny. Podle vzorct pro kofeny
kvadratické rovnice to lze zapsat nerovnostmi

q—p—\/(zp—q)2—4>0 a p+<1+\/(2p+(I)2—4<0. ()

(Znaménka pro mensi, resp. vétsi kofen jsme vybrali na zdkladé toho, ze
jmenovatelé obou zlomki se rovnaji kladnému ¢islu 2.) Z prvni nerovnosti
zapsané v ekvivalentnim tvaru

q—p>+/(p—q?-4 (5)

plyne ¢ — p > 0, takze prvni nerovnost v (3) lze zpFesnit na g — p > 2.
Pak uz nerovnost (5) zfejmé plati, nebot

g-p=vp—q?>/lp-9?>-4

Tak jsme ukézali, Ze rovnice (1) ma dva rizné kladné kotfeny, pravé kdyz
plati ¢ — p > 2, coz je prvni z podminek

p—q+2<0, p+qg+2<0. (6)

Stejnym postupem ovéfime, ze druhd podminka v (6) vyjadiuje existenci
dvou riznych zapornych kofenti rovnice (2). Sta¢i upravit druhou nerov-
nost z (4) do tvaru

(p+q)2—4<—(p+q) " (odkud plyne p+ g < 0)

a pro zaporné ¢islo p+ ¢ tak ziskat konecnou podminku ve tvaru p+¢q <
< —2,coz je druhd z nerovnosti (6), které tak presné vymezuji zkoumanou
situaci.
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K dokonceni celého feseni zbyva zdlvodnit ekvivalenci
(p—q+2<0Ap+qg+2<0) & p+lgl+2<0.
To je snadné, protoze ze ziejmé rovnosti |¢| = max{—q, ¢} plyne
p+ gl +2=max{p—q+2,p+q+2}

a maximum ze dvou redlnych cisel je zaporné, pravé kdyz jsou obé za-
porna.

Jiné FeSeni. Nejprve postupujme shodné s puvodnim feSenim az do
odvozeni nerovnosti (3), které, pfipomenime, zaruc¢uji existenci dvou riiz-
nych redlnych kofenii rovnice (1), resp. rovnice (2). Oznadcime je po fadé
ZT12 & T34 a zapiSeme jejich vztah ke koeficientim rovnic, vyjadreny
znamymi Vietovymi vzorci

Ty+a2=—(p—q), mr2=1, 23+x4=p+q, x374=1(7)

7 rovnosti 12 = 1 plyne, Ze kofeny x1 o maji stejné znaménko. Jsou
tedy kladné, prave kdyz je kladny jejich soucet, ktery je ovsem podle prvni
rovnosti v (7) roven —(p — q). Ziskanou nerovnost p — g < 0 lze spolu
s podminkou (p — ¢)? > 4 vyjadiit jedinou nerovnosti p — g < —2 (neboli
p—q+2 < 0), kterd je tudiz kritériem toho, kdy rovnice (1) ma dva rtizné
kladné koreny. Podobné pro existenci dvou zédpornych kofenti rovnice (2)
dostaneme kritérium p + g + 2 < 0. Zavérecny prevod obou nerovnosti
na jednu ekvivalentni nerovnost s absolutni hodnotou zduvodnime stejné
jako v predchozim feseni.

Jiné feseni. Stejné jako v predchozich postupech prejdeme k rovnicim
(1) a (2), které jsou obé téhoz typu x2+rz+1 = 0. Existenci dvou riiznych
kladnych ¢i zapornych korent takové rovnice nyni posoudime tivahou
o pifslusné kvadratické funkci f(x) = x? +rz + 1 s parametrem 7, jejimz
grafem je parabola rozeviend vzhiru. Proto ma funkce f dva riizné nulové
body, feknéme u a v, pravé kdyz ma alespon jednu zapornou hodnotu,
navic takové hodnoty se nabyvaji pravé v bodech, které lezi mezi u a v.
nulové body u, v funkce f plati uv = f(0) = 1, takZe to jsou dvé navza-
jem prevracena cisla, jez jsou zaroven kladna ¢i zaroven zaporna. Jsou
tedy obé kladnd (resp. zdpornd), pravé kdyz mezi nimi lezi ¢islo 1 (resp.
¢islo —1). Pro prvni ptipad tak dostdvame jedinou podminku f(1) < 0
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(neboli 247 < 0), pro druhy piipad jedinou podminku f(—1) < 0 (neboli
2 —r < 0). Zbyva dodat, Ze v rovnici (1) je r = p — q a v rovnici (2) je
r = —(p+ q), takze znovu dostavame dvojici nerovnosti (6).

A-1l1-2

Pro lepsi prehlednost zminme tvodem ziejmé vlastnosti obecného rovno-
bézniku ABCD, které v Teseni vyuzijeme: soucet thla BAD a ABC je
thel primy, zatimco uhly DAC a ACB jsou shodné, stejné jako strany
AB a CD.

Podle zadani tlohy pfimka BD oddéluje body A a P, ptricemz plati

|xBAD| + |<BPD| = |<xBAD| + |<ABC| = 180°,

¢tytiuhelniku ABPD lze tudiz opsat kruznici (obr.26). V ni jsou proto
shodné obvodové ihly DBP a DAP, z ¢ehoz vyplyva

|xDBP| = |xDAP| = |xDAC| = |xACB| = |xBCP|.

Protoze ptimka BP oddéluje body C' a D, lze uplatnit vétu o ob-
vodovém a usekovém uhlu pro tétivu BP kruznice k opsané trojihel-
niku BC'P: 7 odvozené shodnosti thlit BCP a DBP vyplyva, ze primka
BD je tecnou ke kruznici k£ (s bodem dotyku B). Po tomto zjisténi jiz
snadno dokazeme obé pozadované implikace.
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(i) Je-li pfimka C'D te¢nou ke kruznici k, ze symetrie obou tecen C'D
a BD plyne |CD| = |BD| neboli |AB| = |BD|.

(ii) Plati-li naopak |AB| = |BD| neboli |CD| = |BD|, lez bod D
na ose tétivy BC kruznice k, takze jeji tecnou je nejen piimka BD, ale
i soumérné sdruzena piimka CD.

A-11-3

Hledame pravé ty dvojice celych kladnych ¢isel m a n, pro néz existuji
celd kladna cisla k a [ takova, ze

2m—1=kn a 2n—1=Im. (1)

Pohlédnéme na ¢isla k, [ jako na parametry a feSme soustavu linearnich
rovnic (1) pro neznamé m, n. Kdyz napiiklad k dvojnasobku prvni rovnice
pricteme k-nasobek druhé rovnice, eliminujeme tim nezndmou n a po
upravé dostaneme prvni z rovnic

A—kK)m=k+2 a A—kl)n=1+2; (2)

druhou rovnici ziskdme analogicky. Protoze pravé strany rovnic (2) jsou
kladné, plyne z tvaru levych stran podminka 4 — kI > 0 neboli kl < 4.
To je pro celd kladné ¢isla k, | natolik omezujici, Ze jednotlivé mozné
pripady kl =1, kl = 2 a kl = 3 snadno postupné rozebereme.

V piipadé kl =1 musi byt £k =1 =1 a z rovnic (2), které prejdou do
tvaru 3m = 3 a 3n = 3, nachazime prvni vyhovujici dvojici m =n = 1.

Pripad kl = 2 vibec rozebirat nemusime, protoze podle levych stran
rovnic (1) vidime, ze éisla k, [, m, n z pravych stran musi byt (v kazdém,
nejen v tomto pripadé) licha.

V pifpadé kI = 3 je nutné {k, !} = {1, 3}, coz po dosazeni do rovnic (2)
dava Teseni m = 5 a n = 3, nebo naopak m =3 an = 5.

Zdvér. Vsechny hledané dvojice (m,n) jsou (1,1), (3,5) a (5,3).

Jind reSeni. Nerovnostni tvahy vedouci k Uplnému vyteSeni tlohy
milZeme ruznymi zpusoby obménovat. Podivejme se tedy, jakymi cestami
se lze od vychozich pfedpokladi m | 2n — 1 a n | 2m — 1 ubirat.

Pruni postup. Kdyby neplatilo m = 2n — 1 ani n = 2m — 1, byla by
éisla 2n — 1 a 2m — 1 alespon dvojnasobky po tadé cisel m a n, tudiz
by platily nerovnosti 2n — 1 = 2m a 2m — 1 = 2n. Ty se v8ak navzijem
vylucuji, nebot znamenaji 2n > 2m, resp. 2m > 2n. Proto musi platit
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aspon jedna z rovnosti m =2n — 1 ¢in = 2m — 1. Je-li m = 2n — 1, pak
2m — 1 = 4n — 3 a zbyld podminka n | 2m — 1 tak pfechazi do tvaru
n | 4n—3 neboli n | 3. To spliuji pouze ¢isla n = 1 a n = 3, kterym podle
vzorce m = 2n — 1 odpovidaji po fadé hodnoty m = 1 a m = 5. Druhy
pripad, kdy n = 2m — 1, se od prvniho lisi jen zdménou roli m a n, takze
pri ném dostaneme jesté treti vyhovujici dvojici m =3 an = 5.

Druhjg postup. S ohledem na symetrii mtizeme predpokladat, ze plati
m < n, z éehoz plyne 2m—1 < 2n—1 < 2n. Cislo 2m—1 je tak nasobkem
¢isla n mensim nez 2n, musi to tudiz byt samo ¢islo n. Tak jsme odvodili
rovnost 2m — 1 = n. Zbytek tvah je uz stejny jako pfi prvnim postupu.

Treti postup. VSimnéme si, ze ¢islo 2m + 2n — 1 je délitelné kazdym
z obou c¢isel m a n, ktera jsou navic nesoudélna, nebot napi. ¢islo m je
delitel cisla 2n — 1, jez je s cislem n zfejmé nesoudélné. Proto je cislo
2m + 2n — 1 délitelné i soudinem mn, takze plati nerovnost mn < 2m +
+ 2n — 1 neboli (m — 2)(n — 2) £ 3. Odtud vyplyvd, ze obé ¢isla m, n
nemohou byt vétsi nez 3; s ohledem na symetrii rozebereme pouze pripad
m < 3. Pro m = 1 z podminky n | 2m — 1 plyne n = 1, pro m = 2 je
podminka m | 2n — 1 nesplnitelnd, pro m = 3 mame podminky 3 | 2n—1
an | 5, které spliuje jediné n = 5.

A-1l1-4

Ozna¢me obvyklym zptusobem délky stran a velikosti vnitfnich Uhli

trojihelniku ABC. Pro poloméry p, o, kruznice vepsané, resp. pripsané

strané BC trojihelniku ABC o obsahu S plati znamé vzorce

28 25

Ca+tb+te R

(K jejich odvozeni staci uvazit rovnosti S = Spco + Sapo + Saco, resp.

S = Sacp + Sapp — Spep a uvazit, ze o, resp. g, je spoletna vyska

zastoupené trojice trojihelniki ke strandm puvodniho trojihelniku.)
Protoze stiedy O, P lezi na ose vnitfniho ihlu BAC, jsou p, g, od-

vésnami protilehlymi k dhlu %a pravouhlych trojihelnikli s pfeponami

AO, resp. AP (obr.27), takze plati o = |AO|sin ja a g, = |AP|sin ja.

Dohromady dostavame vyjadieni pravé strany dokazované rovnosti ve

tvaru

%

1 1

1 Iy 1 zsin§a+sin§a_
|[AO[ ~ |AP| 0 0a
((a+b+c)+(b+c—a))singa (b+c)sinja
B 25 - s
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Oa

A T B U
Obr. 27

Na druhé strané je obsah S souctem obsaht trojuhelniki ABD
a ACD, které vyjadrime pomoci délek jejich stran z vrcholu A a sinu
jimi sevieného (shodného) thlu o
S = Sump+Sacn = c|AD|sin ja N b|AD|sin ;o _ (b+¢)|AD|sin %a'
2 2 2
Odtud snadno obdrzime vyjadreni
2 (b+c)sin o
|AD| S ’
z néhoz vidime, Ze obé strany dokazované rovnosti maji stejnou hodno-
tu. Tim je cely dikaz hotov. Dodejme, ze diky vzorci S = %bcsina =

= besin %a cos %a 1ze ziskany vysledek zapsat ve tvaru

2 _ 1 1 _ bte
|AD| ~ |AO| * |AP|  becosia’

2

Jiné FeSeni. Vyuzijeme rovnosti |AT| = 1(b+ ¢ —a) a |AU| =
= %(a + b+ ¢) pro body T, U dotyku poloptimky AB s vepsanou,
resp. pfipsanou kruznici.> Vzhledem k rovnostem |AT| = |AO|cos %a
a |AU| = |AP|cos Ja dostaneme nasledujici vyjadieni pravé strany do-
kazované rovnosti:

1 1 |AO|+|AP| 1  JAT|+|AU| 1
|[A0] " |AP| — JAP|  [AO|  [AU|  |AO| ~
B b+c 1 2(b+c¢) 1

Ha+b+c) [A0]  atbte [AO]

3 Tyto rovnosti jsou dobfe zndmé a snadno plynou z rovnosti délek tsekt tecen od
vrcholt trojuhelniku k bodim dotyku s pfislusnou kruznici.
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Vidime, ze k dokonceni dikazu pozadované rovnosti staci ukazat, ze

|AD|  a+b+c
|AO| ~ b+c

Z vlastnosti osy thlu vSak vime, Ze bod D déli stranu BC' v poméru délek
stran AB a AC, tedy |BD|/|DC| = ¢/b, takze |CD| = ab/(b+c). Podobné
ovsem bod O osy tthlu AC'D déli protéjsi stranu AD trojihelniku ACD
v pomeéru

|AO| |AC| b b+c

OD| |CD|  ab — a
b+c
Odtud
|AD|_|AO|—|—|OD|_1+ a _a+tb+c
|AO| |AO| - b+c  b+ec

Jiné feseni. Uvedeme trigonometricky postup zalozeny na uziti sinové
véty v trojtihelnicich ABO, ABD a, ABP.* Je ziejmé, Ze tyto trojihelniky
maji u vrcholu B po radé thly %ﬂ, B a 90° + % 0, zatimco u vrcholi O,

vvvvv

rovnosti

|AB|  cos %’y |AB|  sin(y + %a) |AB|  sin %7
|AO| ~ sinlp’ |AD|  sin ' |AP| cosip’

kdyz jsme dvakrat vyuzili vzorec sin(90° 4+ §) = cosd. Po dosazeni do do-
kazované rovnosti tak dochazime k ekvivalentni tiloze dokazat pro vnitini
uhly libovolného trojihelniku ABC rovnost

2sin(y + 3a) _ cos iy singy

sin 3 sin %,B cos %,8

Po uplatnéni vzorce sin f = 2sin % [ cos % ([ a nasledném vynasobeni
obou stran nenulovym vyrazem sin % [ cos % [ prechazime k tkolu ovérit
jednodussi rovnost

sin( +106>—COS1 CO! 1ﬁ+ i - i 1ﬁ
—_— —_ . S— S —_— . — %
Y 2 2)’ 2 1n2y Sll’l2

4 Se stejnym uspéchem lze vyuzit i trojici trojuhelniki ACO, ACD a ACP.
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To je uz docela snadné: vyraz napravo je totiz roven cos(% 06— %'y) a rov-
nost typu sind = cose je zarucena, plati-li 6 + & = 90°. V nasem piipadé
je ovsem 0 =y + %a ae= %ﬁ - %'y, tudiz

1 1 1 1
(5 — — - — —_ = — (e}
+e 7+2a+2[3 57 2(a+ﬁ+’y) 90

a cely diikaz je tak hotov.

Jiné FeSeni. Polozme z = |AO|, y = |OD| a z = |DP| a podle
obr. 28 ozna¢me body dotyku T, U, V, W vepsané a pripsané kruZnice
s piimkami AB, BC'. Podle véty uu jsou dvojice trojuhelniki AOT, APU

Qa

A T B U
Obr. 28
a DOV, DPW podobné, pritom v obou piipadech je koeficient podob-

nosti roven poméru polomérta obou kruznic. Odtud pro prepony zminé-
nych &étyt trojihelniki plyne timéra®

Iy (1)
r+yt+z =z

Protoze x+y+2z > z, a tedy rovnéz x > y, uvedenym dvéma zlomkim se
rovnd i tfeti zlomek sestaveny z (kladnych) rozdila ¢itatelt a jmenovatela.
Plati tedy

T zT—y Ty 2x

- = —1
z4+y+z (z4+y+2)—2z z+y z+y

5 Jeji platnost je zarucena i v pfipadé D = V = W, kdy druhy par podobnych
trojuhelnik degeneruje na dvojici tseéek — polomérta zkoumanych kruznic.
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Odtud po vydéleni kladnou hodnotou z dostaneme

1 2 1

x+y+z_x+y T

a po prevodu druhého zlomku z pravé strany na levou jiz obdrzime do-
kazovanou rovnost, nebot

11 2 _ 2 o 1_ 1
z+y+z |AP|" z+y |AD| z  |AO|

Jiné Feseni. Body A, O, D, P lezi na ose uhlu BAC. Body O, P
navic lezi na vnitini a vnéjsi ose uhlu ABC, které jsou na sebe kolmé,
takze thly OBP a OCP jsou pravé. Body O, B, P, C proto lezi na
kruznici n, jejiz stied X je stfedem tsecky OP (obr.29), takze zaroven
plati |AP| + |AO| = 2|AX|. Vzhledem k mocnosti bodu A ke kruznici n

tak dostavame
1 - |AP| 4 |AO| B 2|AX]|
|AO| = |AP| a |AP||AO| n |AX|2 — |BX|?"

Odtud plyne, Ze misto vztahu

2 _ 1 1
[AD| ~ JA0] " TAP]

sta¢i dokazat rovnost |AD| - |AX| = |AX|? — |[BX|? neboli |BX|? =
= |AX|(|AX|—|AD|) = |AX|-|DX]|. Posledni rovnost vsak plyne z podob-
nosti trojihelnikit AX B a BX D, které se shoduji ve spolecném vnitinim
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thlu u vrcholu X a v odpovidajicich tihlech pii vrcholech A, B, jez jsou
zaroven obvodovymi tihly pfislusnymi oblouku C'X kruZnice m.

Jiné feSeni. Obé kruznice jsou stejnolehlé podle stiedi A i D. Obé
stejnolehlosti maji az na znaménko stejné koeficienty a zobrazuji bod O
na bod P (obr.30). Odtud

|DP| _|AP| . . |AP|—|AD| _ |AP|
|DO| — |AO| |AD| - |AO| — |AO|’

Upravou posledni rovnosti dostavame 2|AP||AO| = |AD|(|AP| + |AO|)
a po vydéleni nenulovym sou¢inem |AP|-|AO|-|AD| vyjde vztah, ktery
jsme chtéli dokazat.

A-1ll-1

Z rovnice plyne, Ze b? je sudé ¢islo vétsi nez 4%, tudiz b je sudé éislo vétsi
nez sudé ¢islo 2%. Musi proto platit b = 2% + 2, odkud

4°+4a®+4=0>2(2°+2)2=4"44.274+ 4.

Porovnanim krajnich vyrazti dostaneme a? > 2%, coz znameni, ze a < 4.
Dokazeme totiz indukei, Ze opacna nerovnost a? < 2% plati pro kazdé
celé a 2 5. Pro a = 5 je to tak (25 < 32); plati-li a® < 2% pro nékteré
a = 5, pak po vynasobeni dvéma dostaneme 2a? < 2911, takze kyzena
nerovnost (a+1)? < 2¢*1 je diisledkem nerovnosti (a+1)? < 2a?, ktera je
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zfejmé, nebot je ekvivalentni s nerovnosti 1 < a(a—2), jez plati trividlné,
at je a = 5 jakékoliv. Tim je dikaz indukei hotov.

Ukézali jsme, ze v kazdé hledané dvojici (a,b) musi platit a < 4.
Postupnym dosazenim hodnot a = 1,2, 3,4 do rovnice 4% + 4a? + 4 = b?
zjistime, Ze tiloha ma pravé dvé feseni, a to (a,b) = (2,6) a (a,b) = (4, 18).

A-1ll1-2

Oznaéme r = 4v/3cm a cely teré o daném poloméru rv/3 rozdélme na
18 ¢asti. Prvnich Sest ¢asti budou shodné vysece o stiedovém tihlu 60°
v kruhu o poloméru r uprostied terce. Zbylé mezikruzi rozdélime na
12 shodnych ,mezivysec¢i® o stfedovém tihlu 30° (obr. 31).

Obr. 31

Ozna¢me podle obrazku S stired terce a A, B, C vrcholy jedné ze
zminénych mezivyse¢i. Protoze kruznice ohranicujici tyto ¢asti maji po-
loméry r a /3 a protoze cos30° = %\/5, je zrejmé trojuhelnik SAC
rovnoramenny, takze |AC| = r; navic je AC nejdelsi stranou v trojihel-
niku ABC, ktery méa vnitini dhly 45°, 75° a 60°. Proto je maximéalni
vzdalenost dvou bodl jedné mezivysece rovna r stejné jako maximalni
vzdalenost dvou bodi kazdé ze 6 vyseci stfedového kruhu o poloméru r.
Podle Dirichletova principu nékteré dva z 19 zasahti lezi ve stejné z 18 vy-
tvorenych c¢asti, takze jejich vzdalenost je nejvyse r. Diikaz je hotov, pro-
toze plati 4v/3 < 7 (neboli 48 < 49).

Jiné feSeni. (Podle Tomdse Zemana z Gymnazia J. Keplera v Praze 6.)
Uvazujme v roviné sit rovnostrannych trojihelniki o strané a = V12,
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jejimz vrcholem je i stied S uvazovaného terc¢e. Kromé kruhu (S;a)
budeme uvazovat i Sest kruhii o poloméru a se stredy ve vrcholech sité
ve vzdalenosti av/3 od S a dalsich 12 kruht téhoZ poloméru se stiedy ve
vrcholech sité ve vzdalenostech stifdavé 3a a 2av/3 od stfedu S (obr. 32).
Ozna¢me P jeden z bodu sité, ktery uz nelezi uvniti ttvaru slozeného
z uvedenych devatenacti kruhti a pfitom méa od stfedu S nejmensi vzda-
lenost. Podle Pythagorovy véty je (obr.32)
5 V3

2 2
|PS|2 = (5&) + (37&) = 13(1,2 > 122

Bod P uz tedy lezi vné terce.

Pokud tedy vSechny zasahy nelezi ve stfednim kruhu (S;a) (pak neni
co dokazovat), snadno pomoci vhodného otoceni celé sité okolo stfedu S
dosahneme toho, ze néktery ze zasaht bude lezet na vyznacené lomené
¢are. V tom pripadé bud v jednom z obou kruht, v jejichz pruniku lezi
i prislusné tisecka lomené ¢ary, lezi néjaky dalsi zdsah (a to ve vzdélenosti
mensi nez 2a), anebo uz zadny dalsi zasah ani v jednom z obou kruhi
nelezi. To ovSem znamena, ze vSech 18 zbyvajicich zasahti musi lezet ve
zbyvajicich 17 kruzich, a tak podle Dirichletova principu v jednom z nich
lezi aspon dva zasahy. Tim je tvrzeni tlohy dokézano.

Pozndmka. Uvazujme tvrzeni: Je-li v kruhu o poloméru m/3 vybrano
N bodi, je vzdalenost nékterych dvou z nich nejvyse r. Kdybychom chtéli
takové tvrzeni dokazat porovnanim souctu obsahiit N shodnych kruhi
o primeéru r s obsahem kruhu o priiméru r(l + 2\/5), podafi se nam to,
praveé kdyz bude platit

w2 (14 2v/3)

N -
4 4

neboli N > 13+ 4v/3 =19.9.
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V situaci dané tlohy, kdy je odhad r vzdalenosti dvou bodi zaménén
véts hodnotou 71 = 7 - 7/44/3, méa podobna podminka tvar

' n_rf n(r + 2r\/§)2

24\2
N 1 > 1 ,  podosazeni N > <1 + 7) = 19,6.

Proto nelze takto jednoduchym postupem k feseni tlohy dospét.

A-1Il1-3

a) Oznacme a, b, ¢, d (proménné) pocty unesenych cleni stran A, B,
C, D. Pocatecni Gtverice (a,b,c,d) = (31,28,23,19) je podle parity ¢isel
typu (I, s,1,1), kde [, s oznacuji lichd, resp. suda ¢islo. Protoze pii kazdé
preregistraci se parita vSech ¢isel a, b, ¢, d zméni (tfi z nich se totiz zmensi
o 1 a étvrté zvétsi o 3), ¢tverice typu (1, s,1,1) prejde ve ¢tverici (s, 1, s, s)
a ta pak zase zpét ve Ctverici (I, s,1,1). Dostaneme-li tedy nakonec ¢tve-
Fici se tfemi nulami, musi byt tato ¢tverice typu (s,l, s, s), takze vsichni
uneseni tehdy budou c¢leny strany B.

Nasledujici tabulka zmén hodnot a, b, ¢, d ukazuje, ze se vSichni une-
seni mohou opravdu stat ¢leny strany B:

a: 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 ... O
b: 28 27 26 25 24 23 26 29 32 35 ... 101
c: 23 22 25 24 27 26 25 24 23 22 ... O
d: 19 22 21 24 23 26 25 24 23 22 ... O

b) Ukézeme, ze hledané ¢tvetice (a,b,c,d) jsou pravé ty, ve kterych
néktera tri cisla davaji pri déleni ctyrmi stejny zbytek.

Z rovnosti a+b+c+d = 101 plyne, ze tfi z ¢isel a, b, ¢, d maji stejnou
paritu a ¢tvrté paritu opacnou. S ohledem na symetrii hledejme vychozi
Ctverice (a, b, ¢, d) za predpokladu

a=b=c#d (mod 2)

a podle Teseni Césti a) zkoumejme, kdy se vSichni ¢lenové mohou stét
¢leny strany D. Z toho, jak se méni pocty a, b, ¢, d pri kazdé preregistraci
(tfi se zmensi o 1 a jedno zvétsi o 3), plyne, zZe rozdily a — b, a — ¢, b—¢
nemeéni své zbytky pii déleni ¢tyrmi. Ma-li nakonec platit a = b = ¢ =0,
musi byt uvedené t¥i rozdily uz na pocatku délitelné ¢tyrmi, takze vychozi
pocty a, b, ¢ musi spliovat podminku

a=b=c (mod4). (1)
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Ukazme, Ze podminka (1) je pro splnéni kyzeného cile a = b=c =0
i postacujici. Ziejmé staci ukézat, ze vychozi ¢tverici (a, b, ¢, d) spliujici
podminku (1) 1ze po nékolika krocich zménit na ¢tvefici typu (e, e, e, f),
pak uz totiz staci opakovat tpravu (e, e, e, f) — (e—1,e—1,e—1, f+3).

Méjme tedy ¢tverici celych kladnych éisel (a,b, ¢, d) se souc¢tem 101,
ktera splnuje podminku (1), a pfedpokladejme, Ze jeSté neplati a = b =
= ¢. Ukazme, jak v tomto pfipadé povolenymi kroky zvétsit hodnotu d
(o 1 nebo 2). Protoze vzdy d < 101, lze takové zvétSeni zopakovat jen
néekolikrat, pak jiz dosahneme vytceného cile.

Proceduru zvétSeni d jisté stac¢i popsat v piipadé, kdy a =2 b = ¢
aa > c tedy a—c = 4 diky podmince (1). Poradme Rumburakovi
dvojici kroku

(a,b,¢,d) > (a—1,b—1,¢+3,d—1) = (a—2,b—2,c+ 2,d + 2),

ktera zvysuje hodnotu d o 2. Tuto dvojici krokti nelze provést pouze
v pripadé b = 1, kdy ovSem z (1) a nerovnosti b = ¢ plyne rovnéz ¢ = 1.
Na takovou ¢tvefici (a,1,1,d), kde a 2 5 a d 2 2 (nemuze byt jesté d = 1,
protoze d méa odlisSnou paritu), pouzije Rumburak trojici kroki

(a,1,1,d) > (a—1,4,0,d—1) = (a—2,3,3,d— 2) — (a—3,2,2,d+1),

ktera zvysuje hodnotu d o 1.
Tvrzeni o tvaru vSech vyhovujicich ¢tvefic z prvni véty feseni b) je
tak dokazano.

A-1ll-4

Budeme dale uvazovat jen takové lichobézniky ABC D, ve kterych plati
AB || CD, u ostatnich prisecik (rovnobéznych) pfimek BC' a AD neexis-
tuje.

Oznac¢me O stied kruznice k, E prusecik jejich tecen vedenych body
A, C (obr.33). Jak vime, body A, C lezi na Thaletové kruznici 7 nad
prumérem OFE a jsou podle tohoto pruméru soumérné sdruzeny. Spolec-
nou velikost ostrych thla pfi zékladné AC rovnoramenného trojihelniku
ACE ozna¢me . Koneéné vnittky kratsiho a delsiho oblouku AC' kruz-
nice k oznacme kq, resp. ko.

6 Zduraznéme, ze nevylucujeme rovnost ¢ = 0. Ke ¢tvefici s nulovym prvkem nés
totiz dovede v dalsi vété popsana dvojice kroku v pripadé, kdy b = 2.
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kz k2

Obr. 33 Obr. 34

a) Zvolme na tetné AFE libovolny bod X, X # A. Kruznice k zfejme
protne usecku X C' ve vnitinim bodé D, pravé kdyz bod X je bud vniti-
nim bodem usecky AE, anebo vnitinim bodem poloptrimky opa¢né k polo-
piimce AE. Oba piipady (obr.33 a obr.34) nyni posoudime samostatné.

V prvnim pripadé plati D € k; a B € ks, takze podle véty o tseko-
vém thlu je tthel ABC roven ostrému tihlu ¢. Stejnou velikost ma i thel
BAD, protoze kazdy tétivovy lichobéznik je rovnoramenny. Bod Y, prii-
seCik riznobéznych poloprimek BC a AD, tedy lezi v poloroviné ACE.
7 rovnoramennych trojihelnikic ABY a ACFE proto plyne, ze thly AYC
a AEC jsou shodné (maji velikost t— 2¢). Podle véty o obvodovém ihlu
lezi bod Y na oblouku AEC kruznice 7, presnéji uvniti kratsiho z jejich
obloukt C'E, nebot poloprimka AD lezi v ihlu CAE.

Ve druhém pripadé je iivaha analogicka a zapiseme ji struéné: D € ks,
B € ki, |xADC| = ¢ = |«BCD|, prisecik Y riznobéznych poloptimek
CB a DA lezi v poloroviné ACE, a protoze | AYC| = |xAEC|, lezi
bod Y na kruznici 7, a to uvnitt jejiho kratsitho oblouku AFE.

b) Ukdzeme nyni, Ze naopak kazdy vnitini bod Y kratsich obloukt
CFE a AF kruznice 7 je pruseCikem primek BC a AD nékterého z uvazo-
vanych lichobéznikui ABCD. Opét rozlisime dva pripady podle toho, na
kterém z obou oblouki bod Y lezi.

Je-li Y vnitini bod oblouku CFE, lze ziejmé sestrojit body D € k;
a B € ko tak, aby body A, D, Y resp. B, C, Y lezely v uvedeném poradi
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v piimce. Z D € k; plyne existence priiseciku X polopiimky C'D s vniti-
kem tisecky AF (bod D pak odpovidd bodu X podle konstrukce ze zadéni
ulohy). Zbyva objasnit, pro¢ AB || CD. Protoze body O a Y lezi na ruz-
nych obloucich AC kruznice 7 a pritom |AO| = |CO|, je polopiimka YO
osou uhlu AY C, takze ptimky A(D)Y a B(C)Y jsou soumérné sdruzené
podle ptimky Y O, kterd je (trividlné) osou soumérnosti kruznice k, nebot
prochézi jejim stfedem. Proto podle této osy musi byt soumérné sdruzeny
i pruseciky obou zminénych pfimek A(D)Y a B(C)Y s kruznici k, tedy
(diky uréenému poradi bodi) jednak body A a B, jednak body D a C.
Obé tsecky AB a CD jsou proto kolmé na primku OY, a jsou tudiz
rovnobézné.

Je-li Y vnitini bod oblouku AFE, sestrojime body D € k2 a B € k; tak,
aby v primce lezely body v poradi D, A, Y, resp. C, B, Y. Poloptimka
CD protne piimku AE v potfebném bodé X (protoze D # A, bude
jisté X # A), pokud plati [<xAEC| + |xECD| < n. To ovéfime tak, ze
uzijeme vétu o obvodovém a tsekovém thlu v kruznici k, podle které
|xECD| = n — |xCAD| = |xCAY|, a protoze |XxAEC| = |xAY (]|, je
soucet | AEC| + |<ECD| roven souc¢tu dvou thla v trojihelniku ACY.
Ze sdruzenosti pfimek D(A)Y a C(B)Y podle osy OY thlu AYC pak
opét plyne pozadovana rovnobéznost AB || CD.

Zdgver. Hledanou mnozinou je sjednoceni vnitiki kratsich oblouki CE
a AFE Thaletovy kruznice 7.

A-I1ll-5

V jednom kroku nahrazujeme dvé ¢isla a, b jednim prirozenym cislem
Vab. Protoze pro libovolnd a < b plati a < vab < b, je ziejmé, 7e na
tabuli budou stéle zapsdna pouze ¢isla z mnoziny M = {1,2,...,33}. Je-li
pritom ¢islo a prvocislem nebo sou¢inem nékolika rtiznych prvocisel, musi
tato prvodisla byt obsazena i v rozkladu &isla v/ab, takze v/ab = ka neboli
b = k2a pro nékteré ptirozené k. Je-li k = 1, musi byt &islo a na tabuli
zapsano vicekrat. Je-li k > 2, a tedy b = k?a 2 4a, musi platit 4a < 33,
a proto z b = k?a € M plyne i 4a € M. Na tabuli tudiz ziistanou az do
konce jednak vSechna prvocisla, ktera déli pravé jedno z ¢isel mnoziny M,
jednak vSechna ta a € M, kterd jsou souc¢inem nékolika riiznych prvocisel
a zaroven spliuji podminku 4a > 33 neboli @ = 9. V souhrnu jde celkem
0 15 nesmazatelnych cisel

10,11, 13,14, 15,17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33.
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Ukazeme, ze kromé nich bude na tabuli vzdy zastoupeno aspon jedno
z Cisel mnoziny S = {6,12,18,24} (na zac¢atku tam jsou vSechna). Zvo-
lime-li v jednom kroku ¢isla a a b, kde napr. a € S, a nahradime je ¢islem
n = v/ab, musi byt i ¢slo n nésobkem Sesti, ktery diky odhadim a < 24
a b < 33 spliiuje nerovnost n < v/24-33 = 6122 < 30, takze bude
platit n € S. Na tabuli po libovolném poctu kroku tudiz ziustane 15 vyse
zapsanych ¢isel a aspon jedno ¢islo z S, tedy alespon 16 ¢isel, jak jsme
meéli dokazat.

Poznamka. Poc¢tu 16 ¢isel na tabuli 1ze napriklad dosahnout 17 kroky,
popsanymi nize tak, ze mazana c¢isla v kazdém radku jsou Seda, zatimco
nové vzniklé ¢islo je pripsano na konci dalsiho radku:

1-6, 7, 8-27, 28, 29-33;
1-6, 8-13, 14, 15-27, 29-33, 14;
1-4, 5, 6,8-13, 15-19, 20, 21-27, 29-33, 14;

1-3, 4, 6, 8-13, 15-19, 21-24, 25, 26, 27, 29-33, 14, 10;
1-3,6,8,9, 10, 11-13, 15-19, 21-24, 26, 27, 29-33, 14, 10, 10;
1-3,6,8,9, 11-13, 15-19, 21-24, 26, 27, 29-33, 14, 10, 10;
1-3,6,8,9,11, 12, 13, 15-19, 21-24, 26, 27, 29-33, 14, 10;
1-3,6,8,9, 11, 13, 15-19, 21-23, 24, 26, 29-33, 14, 10, 18;
1-3,8,9,11,13, 15-17, 18, 19, 21-23, 26, 29-33, 14, 10, 18, 12;
1,2,3,8,9, 11, 13, 15-17, 19, 21-23, 26, 29-33, 14, 10, 12, 18;
1,3, 8,9, 11, 13, 15-17, 19, 21-23, 26, 29-31, 32, 33, 14, 10, 12, 6;
1,3,9,11, 13, 15, 16, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 32, 33, 14, 10, 12, 6, 16;
1,3,9,11,13, 15,17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 12, 6, 16;
3,9, 11,13, 15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 12, 6, 4;
9,11, 13,15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6, 4, 6;
11,13,15,17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6, 6, 6;
11,13, 15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6, 6;
11,13, 15, 17, 19, 21-23, 26, 29-31, 33, 14, 10, 6.

A-1l1-6

S ohledem na symetrii staci uvazovat trojice (a, b, ¢), ve kterycha = b 2 c.
Pro ,nejmensi“ z nich (2,2,2), (3,2,2), (3,3,2), (3,3,3) a (4,2,2) mé
dany vyraz hodnoty 2, 3/2, 17/8, 7/2, resp. 11/4. Ukazeme-li, ze pro
vSechny ostatni trojice (a, b, ¢), které jiz spliuji podminku a + b+ ¢ = 9,
plati nerovnost

atb+c [a,b]+[bc|+[ca]
2 a+b+c

>3
=3
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bude to znamenat, ze hledana nejmensi hodnota je rovna 3/2. Vypsanou
nerovnost, ekvivalentné upravme:

(a+b+c)* —2([a,b] + [b,c] + [c,a]) = 3(a+ b+ ¢),
a® 4+ b? 4+ ¢® 4+ 2(ab — [a, b)) + 2(bc — [b,c]) + 2(ca — [c,a]) = 3(a + b+ c).

ProtozZe zfejmé plati xy = [z, y] pro libovolna z, y, zanedbdme nezdporné

dvojnasobky v levé strané posledni nerovnosti a dokazeme (silngjsi) ne-
rovnost

a>+ b +c223(a+b+c). (1)

=

Z predpokladu a+b+c = 9 a Cauchyovy nerovnosti 3(a?+b% +c?)
2 (a+b+c)® plyne

2
> (a+b+c)

=3(a+b+c)- 5

23(a+b+o),

a dikaz je hotov.

Pozndmky. Misto Cauchyovy nerovnosti jsme mohli pfepsat (1) do

tvaru 3.2 3.2 3.2 o7
(e-3) +(b-3) +(c-3) 27

a tuto nerovnost zdivodnit umocnénim ziejmych nerovnosti
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nebof uvazujeme uz jen trojice, ve kterych a =2 4, b 2 ¢ 2 2.
Postup z feSeni vede rovnéz k vysledku, ze pro libovolna cela ¢isla a,
b, ¢ vétsi nez 1 plati nerovnost

atbtc [ab]+[bd+[ca] S atbte
2 a+b+c - 6
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