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Pfipravna soustredéni pred 51. MMO

V pribéhu 59. ro¢niku se konalo vybérové soustfedéni pro pripravu na
mezinarodni matematickou olympiddu bezprostredné po skonceném celo-
statnim kole kategorie A, a to od 12. do 16. dubna 2010 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustiedéni bylo pozvano 11 nejlepsich
fesitel III. kola kategorie A. Soustiedéni bylo zaméfeno na pripravu
reprezentantl a ke konecné nominaci Sesticlenného druzstva.

Uspésnost jednotlivych studentt ukazuje nasledujici prehled:

David Klaska 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 94
Miroslav Olsak 8/8 G Budéanka, Praha 5 87
Tomas Zeman 7/8 G J. Keplera, Praha 6 76
Jachym Sykora 4/4 G Ch. Dopplera, Praha 5 67
Petr Rysavy 8/8 G J. Heyrovského, Praha 5 63
Radek Marcina 4/4 G Ch. Dopplera, Praha 5 60
Filip Hlasek 7/8 G Plzen, Mikulasské nam. 58
Luk4s Zavtel 7/8 G Praha 9, Chodovicka 58
Michael Bily 7/8 G J. Vrchlického, Klatovy 53
Jakub Solovsky 3/4 G M. Kopernika, Bilovec 48

Na zékladé uvedenych vysledki, v nichz jsou zapocitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
tacniho druzstva a sedmy byl urcen jako nahradnik. Toto druZstvo nas
Castecné (bohuzel museli byt povolani dva nahradnici) reprezentovalo i na
jiz tradiénim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminare vedli a tlohy pripravili:
dr. Martin Pandk (12.4.),

dr. Jaroslav Zhouf (13.4.),

dr. Karel Hordk (14.4.),

dr. Jaroslav Svréek (15.4.),

a doc. Jaromir Simsa (16.4.).
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Ulohy zadané na pripravném soustifedéni

1. Posloupnost (a,),>; je definovana vztahy a; = 3, az = 11 a a, =
= 4a,_1 — an—2 pro n = 3. Dokazte, ze kazdy ¢len této posloupnosti je
tvaru a? + 2b? pro néjaka celd kladna a, b (ne nutné riiznd).

2. Necht A,, znaci pro libovolné celé kladné n mnozinu vSech poradi
(a1,a2,...,a,) mnoziny {1,2,...,n} spliujicich

k|2(a; +az+...+ax) prolibovolné 1 <k < n.

V zavislosti na n urcete pocet prvka A,,.

3. Reste rovnici

m!+n!l=m"

v oboru celych kladnych cisel.

4. Mame k dispozici a) Sest, b) sedm riiznych barev a ¢tvereckovany papir.
Najdéte nejmensi pocet ¢tverecki, které musime barvami oznacit (kazdy
¢tvereCek jinou barvou) tak, aby pro kazdé dvé rtizné barvy existovaly
dva ¢tverecky se spole¢nou stranou oznacené témito barvami.

5. Je dan trojihelnik ABC' a stfed M strany AB. Na polopfimce opa¢né
k poloptimce M C zvolime bod N (zde ho pro zjednoduSeni volme pouze
tak, aby [MN| < |[MC|). Bodem N vedeme pfimku, kterd protne vnittek
usecky AM v bodé P a vnitiek strany AC' v bodé Q. Prusecik pfimek
QM a N B ozna¢me R, prisecik primek AB a CR oznac¢me S. DokazZte
rovnost |PM| = |MS].

6. Necht pro kladna redln4 ¢isla a, b, ¢, a # ¢ plati rovnost a++/b + /c =
= ¢+ /b + /a. Dokazte, Ze pak plati 40ac < 1.

7. Necht P je mnohoclen s redlnymi koeficienty, pro ktery plati
P(n) = 12010 4 92010 4 4 ;2010

pro kazdé pFirozené &slo n. Uréete P(—1).

8. Jsou dany dvé soustfedné kruznice k1, ko, pricemz polomér ko je dvoj-
nasobkem polomeéru k;. Do kruznice k; je vepsan ¢tyrihelnik Ay AgAgAy.
Jestlize postupné oznac¢ime By, Bs, B3, By pruseciky poloptimek A4A;,
Ay Ay, AsAs a A3 Ay s kruznici ke, bude dvojnasobek obvodu A; As A3Ay
nejvyse roven obvodu By By B3 B4. Dokazte.
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9. V ostrotihlém trojihelniku ABC' je nad vyskou BK jako priimérem
sestrojena kruznice k. Oznaéme E, F jeji pruseciky se stranami AB, BC.
Tecny sestrojené ke kruznici k v bodech E a F' se protinaji na téznici
trojiuhelniku ABC' z vrcholu B. Dokazte.

10. Zjistéte, zda je mozno rozmistit prirozend ¢isla od 1 do 21 do jedna-
dvaceti krouzkii na obrazku tak, aby v libovolném radku kromé prvniho
bylo kazdé z ¢isel rovno absolutni hodnoté rozdilu obou ¢isel nad nim
(tj. ¢ =]a —b]).
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11. Vrcholy pétithelniku ABCDE se shodnymi stranami AB a AE lezi
na kruznici k. Ozna¢me P prusecik primek AD, CE a @ prisecik primek
AC, BD. Pruseciky primky PQ s kruznici k oznacme X a Y. Dokazte,
ze plati |[AX| = |AY|.

12. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu

a+ 3¢ n 4b - 8¢
a+2b+c a+b+2c a+b+3c

kde a, b, ¢ jsou libovolna kladna cisla.

13. V konvexnim Sestitthelniku ABCDEF' jsou splnény nasledujici pod-
minky: |AD| = |BC|+|EF|, |BE| = |AF|+|CD| a |CF| = |DE|+|AB|.
Dokazte, ze plati

|AB| |CD| |EF)|

|DE| — |AF| |BC|
14. Kruznice vepsand rovnoramennému lichobézniku ABCD se dotyka
jeho ramena BC' v bodé M a protina vnittky tsecek AM, DM po radé
v bodech K, L. Najdéte vSechny mozné hodnoty vyrazu

|[AM| |DM]|
|AK| = |DL|"

15. Najdéte podminku na ¢isla a,b € R nutnou i postacujici k tomu, aby

.....
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16. V dekadickém zapise nékterych N prirozenych c¢isel vystupuji pouze
¢islice 3 a 0, soucet téchto N ¢isel je roven ¢islu zapsanému 2 010 pétkami.
Najdéte nejmensi mozné N.

17. Urcete nejmensi kladné ¢islo k, pri kterém plati nerovnost
|(a=b)(a—c)b—c)| <k-s®

pro strany a, b, ¢ libovolného trojihelniku s obvodem 2s (= a + b+ c¢).
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