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Mezinarodni stfetnuti cesko-polsko-slovenské

V ramci zavérecné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz ¢tvrté mezina-
rodni stfetnuti mezi tjymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemeé reprezentovala Sestice icastniki, kteri si vybojovali ve svych zemich
postup na 51. MMO v Kazachstanu.

Soutéz se uskutecnila ve dnech 21.-22. 6. 2010 v severomoravském Bi-
lovci. VSechna tTi reprezentacni druzstva pricestovala na misto konani jiz
v nedéli vecer 20.6. 2010. Organizace a prubéh soutéze zistal zachovan
z predeslych rocnikii — je prizptsoben stylu III. kola nasi MO a pod-
minkdm na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech predlozeny dvé trojice
soutéznich tloh, pritom za kazdou z tloh mohli ziskat nejvyse 7 bodi,
tj. celkové (stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tiloh méli
soutézici vyhrazeno 4,5 hodiny.

Poradi | Jméno Zemé | body | Soucet
1.-2. | Damian Orlef POL |777770 35
Martin Vodicka SVK 777770 35
3. | Piotr Suwara POL |767702 29
4. | Szymon Kanonowicz | POL (677700 27
5. | Jakub Konecny SVK [717700 22
6.-9. | Martin Bachraty SVK | 707700 21
Filip Borowiec POL [777000 21
Jachym Sykora CZE |770007 21
Michal Zajac POL |770700 21
10.-11. | Ladislav Baco SVK |757100 20
Miroslav Olsak CZE |607700 20
12. | Michal Hagara SVK |707000 14
13. | Marian Hornak SVK |600700 13
14. | Michal Miskiewicz POL |700005 12
15. | Radek Marcina CZE |700100 8
16.-17. | Petr Rysavy CZE |700000 7
Jakub Solovsky CZE |700000 7
18. | Petr Boros CZE |000000 0

Na vysledku ceského druzstva se bohuzel projevila netcast dvou repre-
zentantu, vitéze celostatniho kola Davida Klasky a dale Toméase Zemana.
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Névrh vSech Sesti tiloh (a jejich vzorova feseni) pfipravili ¢lenové tlo-
hové komise z Ceské republiky — dr. Jaroslav Svréek a doc. Jaromir
Simsa. Ulohy koordinovala mezinarodni komise ve slozeni Jaromir Simsa,
Jaroslav Svrcek, Pavel Caldbek a Martin Pandk za Ceskou republiku,
Peter Novotny a Jan Mazdk za Slovensko a Jerzy Bednarczuk, Andrzej
Grzesik a Michat Pilipczuk za Polsko.

Texty soutéznich tloh

1. Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) kladnych redlnych ¢isel, které vyhovuji
soustaveé rovnic

avb—c=a,

byv/c —a =b,

cva—b=c.

(Michal Takdcs)

2. V kruhu o poloméru 1 uvazujme libovolnych 60 bodi. Dokazte, ze na
hranici kruhu existuje takovy bod, zZe soucet jeho vzdalenosti od vsech
60 uvazovanych bodii neni vétsi nez 80. (Jaromir Simsa)

3. Necht p je prvoéislo. Dokazte, ze na Sachovnici o rozmérech p? x p?

je mozno zvolit p3 poli tak, ze stiedy zadnych ¢tyf z nich nejsou vrcholy

pravouhelniku se stranami rovnobéznymi s okraji Sachovnice.
(Bartlomiej Bzdega)

4. Urcete nejvétsi celé ¢islo k, pro néz plati néasledujici tvrzeni: Je dano
2010 libovolnych nedegenerovanych trojihelniki. Strany kazdého troj-
thelniku jsou obarveny tak, ze jedna je modra, jedna je ¢ervena a jedna
je bila. Pro kazdou barvu zvlast usporadame délky stran. Dostaneme tak
posloupnosti

by < by

7’1_—<_7‘2

. S bag1o  pro délky modrych stran,

IA 1IN

. < rop10 pro délky cervenych stran,

w; S wy ... S waerp  pro délky bilych stran.

Pak existuje k indexti j takovych, ze 1ze zkonstruovat nedegenerovany
trojihelnik se stranami délek b;, r;, w;. Dokazte. (Michal Rolinek)
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5. Necht z, y, z jsou libovolné kladna redlna cisla, pro néz plati  +y +
+ 2z 2 6. Uréete nejmensi moznou hodnotu vyrazu

T - Yy " z
yv+z4+1 22+z+1 224+y+1

?+y?+27+
(Jdn Mazak)
6. Necht ABCD je konvexni ¢tyfihelnik, pro ktery plati
|AB|+|CD| =V2-|AC| a |BC|+|DA|=V?2-|BD|.
Dokaite, ze ABCD je rovnobéznik. (Jaromir Simsa)
Reseni tiloh

1. Bez djmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a = max{a,b,c}. Z prvni
rovnice soustavy dostaneme

c(Vb—1)Sa(Vb—1) =¢, tedy b=<A4.
Podobné mame z druhé rovnice soustavy
b(vVe—1)=az2b, tedy c=4.
Pouzitim téchto nerovnosti dohromady s tfeti rovnici dostaneme
4<c<ce(Ve—1)Se(vVa—-1) =b< 4,

odkud plyne a = b=c=4.

Odpovéd. Jedinym FeSenim soustavy je trojice (a,b,c) = (4,4,4).

2. Do hranic¢ni kruznice vepiSme rovnostranny trojihelnik PQR. Jestlize
dokazeme, ze libovolny bod X nalézajici se v kruhu spliuje nerovnost

|PX|+1QX|+ |RX]| < 4, (1)

dostaneme se¢tenim nerovnosti (1) pro X = X, 1 < k < 60,

60 60 60
SOIPXp + > QXK+ > IRX,| £ 460 = 240.
k=1 k=1 k=1
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7 toho plyne, ze aspon jedna suma na levé strané je mensi nebo rovna
240 : 3 = 80, tedy aspon jeden z bodl P, @), R ma pozadovanou vlastnost.
S ohledem na symetrii staci (1) dokdzat pro ptipad, kdy X lezi ve
vyseci PSQ, kde S oznacuje stied kruhu. Ukdzeme, Ze v takovém pripadé

plati
IPX|+1QX] = 2, (2)

coz dohromady s trividlni nerovnosti |RX| £ 2 dava (1).
Oznac¢me S’ stfed kratsiho oblouku PQ (obr. 49). Ctytihelnik PS’QS
je zFejmé kosoctverec, staci tedy nerovnost (2) dokdzat pro body X
v tseéi PS’Q (ohrani¢ené tiseckou PQ a obloukem PS’Q).
Jestlize a = |xXPQ|, B = |xXQP|, pak a + 3 < 60° a ze sinové
véty v trojuhelniku PQX mame
|PQ|(sina +sin 3) V3 - 2sin ﬂ cos "T_ﬁ

PX|+|QX| =

sin(a + ) ~ 2sin a+ﬁ cos 2£2
V3 - cos &5 \/_ 1 a+p
= < =2, nebot —— <30°.
cos "T’Lﬁ - ‘/75 2 =

Tim jsme dokéazali (2).!

R

Obr. 49 Obr. 50

Pozndmka. Ve druhé ¢asti feSeni lze postupovat i takto: Pro libovolny
bod X v uvedené tise¢i uvazujme takovy bod @’ na polopfimce PX mimo
tsecku PX, 7e | XQ'| = | X Q|. ProtoZe ihel QX Q" mé nejvyse 60°, mame

1 Pro uplnost je potfeba dodat, ze pokud bod X lezi na tseéce PQ), tj. trojuhelnik
PQX neexistuje, a nelze tedy pouzit sinovou vétu, je |PX|+ |QX| = \/3\, < 2.

146



[xXQQ'| = |[xXQ'Q| = 60°, takze Q' lezi v kruhu, ktery je obrazem
daného kruhu v osové soumérnosti podle PQ (obr. 50). Proto

|PX|+|XQ| = [PX| + |XQ'| = |PQ| = 2

Dalsi moznosti je vyuzit skutecnost, ze vyse¢ PSQ lezi v oblasti ohra-
nicené elipsou s ohnisky P a @, ktera je mnozinou vSech bodi X splnu-
jlcich |[PX| 4 |XQ| £ |PS'|+1QS'| = |PS|+|QS| = 2.

3. Oznaéme p? fadki Sachovnice dvojicemi (a,b), kde a,b € {0,1,...,
p — 1}. Kazdy fadek tak bude oznaden jinou dvojici.? Podobné oznacéme
takovymi dvojicemi i vSech p? sloupcii.
Policko lezici v fadku (a,b) a v sloupci (¢, d) budeme nazyvat pékné,
prave kdyz
ac = b+ d (mod p). (1)

Ke kazdé dvojici (a,b) existuje ziejmé pravé p dvojic (c,d) spliuji-
cich (1).3 V kazdém fadku je tudiz p péknych policek a na celé Sachovnici
jich je p®.

Staci dokazat, ze zadna ¢tyri pékna policka nemaji vlastnost popsa-
nou v zadani. Predpokladejme sporem, Ze Ctyti policka lezici na priniku
fadkil (ag,b1) # (ag,be) se sloupci (¢1,dr) # (c2,d2) jsou vSechna pékna.
Potom

a;c; = b +d; (mod p) pro libovolna i, j € {1,2}. (2)

Odec¢tenim dvou kongruenci (2) s danym ¢ (v jedné polozime j = 2,
ve druhé j = 1) ziskame

ai(ca — c1) = doy — dy (mod p) pro i € {1,2} (3)
a po odec¢teni obou kongruenci (3) vyjde
(a2 —a1)(ea — 1) =0 (mod p).

Proto a; = a3 nebo ¢; = ¢5. Vzhledem k symetrii mtizeme predpokladat,
ze ¢1 = cy. Potom z (3) plyne dy = dg, a tedy (c1,d1) = (ca,d2), coz je
spor.

2 Naptiklad mizeme oznacit prvnich p fadkd dvojicemi tvaru (0,0), (0,1), ...,
(0,p — 1), dalsich p fadku (1,0), (1,1), ..., (1,p — 1), atd., az poslednich p fadkt
dvojicemi (p — 1,0), (p — 1,1), ..., (p — 1,p — 1). Ve skuteénosti vSak v nasem
feSeni vibec nezélezi na poradi, v némz fadky oznacime.

3 Ke kazdému c existuje pravé jedno d spliujici (1) a ¢ miizeme zvolit p zpisoby.
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Pozndmka. Radky (a,b) odpovidaji bodéim afinni roviny F2, kde F
je pole o p prvcich, sloupce (¢, d) pfimkdm této roviny o rovnicich cz —
—y—d = 0 (jde o v8echny pfimky, jez nejsou rovnobézné s osou ).
Pole je pékné, pravé kdyz bod odpovidajici jeho fadku lezi na primce
odpovidajici jeho sloupci. Dvéma riznymi body nemohou prochazet dveé
rizné primky.

4. Dokazeme, 7e hledana nejvetsi hodnota je k = 1.

Nejdrive ukazeme, ze bag10, 72010, W2010 jsou vzdy stranami trojihelni-
ku. Bez jmy na obecnosti necht wag19 = 72010 = b2o10. Staci dokazat, ze
b2010 + 72010 > Wa010- Podle zadani existuje trojihelnik se stranami délek
w, b, r, které maji postupné bilou, modrou a c¢ervenou barvu, pricemz
wap10 = w. Z trojuihelnikové nerovnosti mame b + r > w a vzhledem
k danému usporadani plati bag19 = b a r90919 = 7. Odtud uz primo plyne

bao10 + 72010 = b+ 7 > W = wap1o.

Zbyva sestrojit posloupnost takovych trojihelniki, ze wj, bj, r;
nejsou pro zadné j < 2010 délkami stran trojihelniku. Pro kazdé
j=1,2,...,2010 uvazme trojthelnik 7}, ktery ma

> modrou stranu s délkou 27,
> ¢ervenou stranu s délkou j pro 5 < 2009 a s délkou 4020 pro j =
= 2010,
> bilou stranu s délkou j + 1 pro j < 2008, s délkou 4 020 pro j = 2009
a s délkou 1 pro j = 2010.
Protoze
G+D)+7i>25 >@G+1)—5=1 pro j < 2008,
2547 >4020> 25 —j =J pro j = 2009,
4020+1>25 >4020—1 =4019 pro j = 2010,

strany kazdého trojihelniku 7} splnuji trojuhelnikové nerovnosti. Navic
wj =j,rj=jab; =2jpro1l=j<2009. Odtud

wj+rj=7+7j=2j=0by,
tedy wj, b; a rj nejsou stranami trojihelniku pro zadné 1 =< j = 2009.

5. 7Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem trojice
kladnych ¢isel 22/14, x/(y? + 2z + 1) a 2(y* + z + 1) /49 mame

1, x 2, sfxd 3
1y % L2 )2 3i% = 3,
St E i T tAT 23 m =g
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Cyklickou zdménou x — y — z — x odvodime dvé podobné nerovnosti
a sectenim vsSech tIi nerovnosti po tpravé dostaneme

=Ry Y2 O
98 v2+z2+1 224z+1 x22+y+1 49—
19
49(:r+y+z)

Z Cauchyovy nerovnosti (anebo z jednoduché tipravy na soucet tii ¢tver-
ct) plyne
(x+y+2)% =12

LW =

?+yi 222
Dohromady tak dostavame

y z _
2+z+1+z2+x+1+x2+y+1_

2+ +27+

87 6
@) L 2

T 98 49
87 19 6
> 20 2 2 2 >
:98(:c +y“+z )+49(a:+y+z) 19 2
S 87 19 6 90
124 = . 6— — = —.,
—98 +49 49 7

Zdver. Nejmensi mozna hodnota daného vyrazu je 979 a ziskame ji pro
r=y=2z=2.

6. Dané tvrzeni trivialné plyne z nasledujiciho poznatku:
Pro libovolny ctyrihelnik ABCD plati

(|AB| 4+ |CD|)? + (|BC| + |DA|)? = 2|AC|? + 2|BD|?

s rovnosti, prave kdyz je ABCD rovnobéznik.
Oznactme a = AB, b= BC, c = CD, d = DA. Jestlize umocnime na
druhou trojihelnikové nerovnosti

la|+[c| =2 ]a—c|,  [|bl+][d|=[b-d|, (1)
seCteme je a prepiSeme vyrazy pomoci skalarniho soucinu, dostaneme

(IAB| +|CD|)* + (IBC| + |DA])* 2
>la—c?+|b—d?=a*>+|b?+|c?+|d?*—-2a-c—2b-d =
=la+b?+|c+d?—2a+d)-(b+c)=
=2|AC|*> —2DB - BD = 2|AC|* + 2|BD|%.
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Tim je uvedend nerovnost dokazana. Pokud v ni plati rovnost, museji
rovnosti nastat i v (1), coZ je mozné jediné v piipadé, kdy a || c a b || d.
Obé dvojice protilehlych stran ¢tyrihelniku ABCD jsou tedy rovnobéz-
né, coz je mozné jediné pro rovnobéznik.

Naopak, jestlize ABCD je rovnobéznik, je |AB| = |CD|, |BC| =
= |DA| a dokazovand nerovnost se zméni ve zndmou rovnobézinikovou
rovnost (k jejimu diikazu sta¢i v nasem FeSeni nahradit nerovnosti v (1)
rovnostmi).

Jiné Feseni. OdlisSnym zplisobem dokazeme tvodni tvrzeni predcho-
ziho TeSeni. Strany ¢tyftihelniku ABCD ozna¢me obvyklym zptsobem.
Daéle necht |AC| = e, |BD| = f. Trojtihelniky ABC, ADC dopliime na
rovnobézniky ABKC, ADLC (obr.51).

Obr. 51

Usecka AC je shodna a rovnobézna s tseckami BK a DL, takze
BKLD je rovnobéznik a podle rovnobéznikové rovnosti mame

2¢? 4+ 2f? = 2|BK|? + 2|BD|? = |BL|* + |DK|?.

Odtud uZ s vyuzitim trojihelnikovych nerovnosti |BL| £ b+ d, |[DK| <
< a+ ¢ plyne
2¢2 +2f2 < (b+d)* + (a+ )

Rovnost nastane, pravé kdyz nastane v pouzitych trojihelnikovych ne-
rovnostech, tedy pravé kdyz body B, C, L lezi na jedné primce a zaroven
body D, C, K lezi na jedné primce, coz je zfejmé splnéno jediné tehdy,
je-li ABCD rovnobéznik.
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Poznamka. Podminkam zadani vyhovuji (navzajem nepodobné) rov-
nobézniky ABC D splnujici

2 —

|AB| =1, |[BC|=t a cos|xABC|= (1§t§1+\/§)'

Jiné FeSeni. (Podle Jdchyma Sykory.) Uzitim vektort a, b, ¢, d z prv-
niho feseni zapiSeme umocnéné rovnosti ze zadani ve tvaru

2|AC* = (a + b)> + (c + d)* = (|a| + |c])?,
2|BD|? = (b+c)? + (d + a)* = (|b| + |d])%.

Po secteni téchto dvou rovnosti a tpravach dostaneme
(@+b+c+d)?—2(a-c+b-d)=2(|a|lc|+|b||d]),
odkud vzhledem k rovnosti a + b+ ¢ + d = 0 vychazi
(lallc|+a-c)+(|b]|d| +b-d)=0.
Podle Cauchyovy-Schwarzovy nero.vnosti jsou ovsem scitanci v obou za-
vorkéach nezaporni, takze se museji rovnat nule. To znamena, ze jak tihel

mezi vektory a, c, tak tthel mezi vektory b, d ma velikost 180°, tudiz
zkoumany ¢tyiihelnik ABCD je rovnobéznik.
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