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4. stfedoevropska matematicka olympiada

EUROPEAN

Ctvrta stfedoevropskd matematickd olympiada
(Middle European Mathematical Olympiad, zkré-
cené MEMO) se uskutecnila od 9. do 15. za¥i 2010
v obci Strecno na Slovensku za tcasti Sedesati
studentti z deseti zemi stfedoevropského regionu,
jmenovité z Ceska, Chorvatska, Litvy, Madarska,

Némecka, Polska, Rakouska, Slovenska, Slovinska, STRECNO
SLOVAKIA 2010

a Svycarska. Soutéz je uréena studentiim stied-
nich skol, kteri se v daném kalendainim roce netcastnili mezinarodni
matematické olympiady (MMO) a diky svému véku jesté stale maji Sanci
zucastnit se MMO v roce pristim. Vyjimku tvori slovinsti ucastnici, kteri
vzhledem k relativné malému poc¢tu obyvatel své zemé nejsou predchozi
ucasti na MMO vazani.

Ceské druzstvo tvorili Michael Bilij z Gymnéazia Klatovy, Martin
Buchacek z Gymnazia Ludka Pika v Plzni, Filip Hldsek z Gymnazia
Plzen na Mikuldsském namésti, Martin Topfer z Gymnazia Nad Stolou
v Praze, Radek Marcina z Gymnazia Christiana Dopplera v Praze, Ja-
kub Solovsky z Gymnazia Mikulase Kopernika v Bilovci a Lukas Zavrel
z Gymndzia Praha 9 na Chodovické. Vedoucim druzstva byl dr. Mar-
tin Pandk z Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho
zastupcem pak dr. Pavel Caldabek z Prirodovédecké fakulty Palackého
univerzity v Olomouci.

VsSechny tymy byly ubytovany ve skolicim stfedisku Slovenskych ze-
leznic, kde se odehravala i ¢ast vlastni soutéze. Olympiada probihala po-
dle jiz zavedeného modelu. Prvni den po prijezdu vybirala jury slozena
z vedoucich narodnich delegaci ptiklady pro soutéz, zatimco soutézici na-
vstivili hrad Strecno. Druhy den byla na poradu soutéz jednotlivet, ktera
probéhla v prednaskové mistnosti zminéného stiediska, kde méli studenti
pét hodin ¢asu na feSeni ¢tyt tiloh. Tymova soutéz pak probéhla dalsi den,
tedy v nedéli v prostorach Zilinské univerzity. V tymové soutézi ma kazdé
narodni druzstvo k dispozici jednu mistnost, kde spolecné resi po dobu
péti hodin osm tloh. Jiz v sobotu vecer zapocala koordinace oprav tloh
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(dlohy jsou opraveny jednak vedoucimi narodnich tymu a nezavisle i ty-
mem opravovatelll zajisténym organizatory; pri koordinaci se vysledky
oprav porovnaji a pripadné neshody se vytesi) a pokracovala i béhem ne-
déle. V pondéli dopoledne se jury domluvila na rozdéleni medaili, které
se Tidi podobnymi pravidly jako na mezinarodni matematické olympiade.
Odpoledne pak nasledovala spolecna plavba s fesiteli na pltich po Tece
Véahu. V ttery byl program olympiady zavrsen vyletem do krasné prirody
Malé Fatry a slavnostnim zakoncenim, kterého se zicastnila mimo jiné
vyznamné hosty i rektorka Zilinské univerzity Tatiana Corejova.
Vysledky ceského druzstva byly nasledujici: Jakub Solovsky a Filip
Hlések ziskali bronzové medaile (Jakubovi chybél pouze jeden bod ke
stiibrné medaili), Martin Buchédéek, Martin Topfer a Lukas Zavtel pak
ziskali ¢estna uznani za jeden bezchybné vyreseny priklad. V tymové sou-
tezi snad lze za tspéch povazovat to, Ze jsme porazili slovenské druzstvo.

Body za tilohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4

52.-54. Michael Bily 2 1 0 3 6

40.-49. Martin Buchacek 0O 0 0 8 8 H.M.

29.-30. Filip Hlasek 4 0 0 8 12 bronz

16.-22. Jakub Solovsky 0 0 8 8 16 bronz

40.-49. Martin Topfer 0O 0 0 8 8 H.M.

40.-49. Lukas Zavrel 0 0 0 8 8 H.M.
Celkem 6 1 8 43 58

Detailni vysledky ceskych studentii véetné bodovych ziskil za jednot-
livé tlohy lze vycist z predchozi tabulky, pfehled vysledkti vSech zemi
v soutézi jednotliveu je v druhé tabulce. Zemé jsou v ni sefazeny podle
souCtu bodu celého druzstva podobné jako pri neoficidlnim poradi zemi
na MMO (&islo v zdvorce oznacuje mensi pocet Gcastnikit).

II IITHM body I II IITHM body
Madarsko 2 31 - 112 Slovinsko 1 1 1 1 70
Némecko - 3 3 - 90 Litva - 11 2 63
Polsko 2 3 - 83 Rakousko -1 1 3 59
Chorvatsko - - 4 - 77  Ceskd republika - - 2 3 58
Slovensko - -3 2 70  Svycarsko (5) - - -1 19

Nejlépe se tak darilo druzstviim Madarska, Polska a Némecka — Ma-
darsko vyhrélo jak soutéz druzstev, tak soutéz jednotlived, v niz ziskalo
dvé zlaté medaile. Druzstva Polska a Némecka ztlistala tentokrat bez zla-

167



tych medaili. Celkové vysledky soutéze druzstev jsou uvedeny v nésledu-
jici tabulce.

Body za tlohu Body
Umisténi 1 23456 78
1. Madarsko 8 0 8 4 8 8 8 8 52
2. Polsko 1 288 80 8 8 43
3. Némecko 721388 8 3 40
4. Rakousko 281386 81 37
5.  Chorvatsko 6 08 3 80 8 2 35
6. Litva 1 2038880 36
7. Slovinsko 6 0728031 27
8.  Ceskd republika 12338081 26
9. Slovensko 20348050 22
10.  Svycarsko 00120100 4

Texty soutéznich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tilohu navrhla)
Soutéz jednotlivcit

1. Urcete vsechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna z,y € R plati

fe+y)+ (@) f(y) = fley) + @+ Df (@) + (@ +1)f ().
(Ceskd republika)

2. Na tabuli jsou napsani vsichni kladni délitelé kladného celého ¢isla V.
Dva hraci A a B hraji hru, pri které se stiidaji v tazich. V prvnim tahu
hra¢ A smaze ¢islo N. Bylo-li naposled smazéno ¢islo d, v néasledujicim
tahu je nutno smazat bud délitele, nebo néasobek cisla d. Hrac, ktery
nemuze tahnout, prohrava. UrcCete vSechna ¢isla N, pro kterd hrac¢ A
mize vyhrat nezavisle na tazich hrace B. (Polsko)

3. Je dan tétivovy ctyruhelnik ABCD a bod E na jeho thlopiicce AC
takovy, ze |AD| = |AE| a |CB| = |CE|. Necht M je stfedem kruznice k
opsané trojuhelniku BDE. Kruznice k protind primku AC v bodech FE
a F. Dokazte, ze ptimky FFM, AD a BC prochazeji tymz bodem.
(Svijcarsko)

4. Naleznéte vSechna kladna celd cisla n, ktera vyhovuji néasledujicim
dvéma podminkam:

168



(i) ¢islo n ma alespon ¢tyfi rizné kladné délitele,
(ii) pro libovolné dva délitele a, b ¢isla n takové, Ze 1 < a < b < n, déli
jejich rozdil b — a ¢islo n. (Slovinsko)

Soutéz druzstev

5. Jsou dany tri rostouci posloupnosti
a1,02,03, ..., b17b27b35"'a C1,C2,C3, ...

kladnych celych cisel. Kazdé kladné celé ¢islo je cClenem pravé jedné
z téchto ti posloupnosti. Déale pro kazdé kladné celé ¢islo n plati:
(i) ca, =bn +1,
(11) Any1 > bny
(iii) ¢islo cpt16n — (n+ 1)cpy1 — ney, je délitelné dvéma.
Uréete ¢isla asg10, b2010 @ €2010- (Litva)

6. Pro kazdé celé ¢islo n 2 2 uréete nejvétsi realnou konstantu C,, tako-

vou, ze pro vSechna kladné realna ¢isla aq, ..., a, plati
2 2 2
ai+...+a a+...+a
L n> (2 - %)+ Cular — an)™.

(Svijcarsko)

7. V kazdém vrcholu pravidelného n-tihelniku stoji pevnost. Ve stejny
okamzik kazda pevnost vystieli na jednu ze dvou nejblizSich pevnosti
a zasdhne ji. Visledkem strelby rozumime mnozinu zasazenych pevnosti,
pricemz nerozliSujeme, zda pevnost byla zasazena jednou nebo dvakrat.
Ozna¢me P(n) pocet vSech moznych vysledka stielby. Ukazte, Ze pro
vSechna celd ¢isla k 2 3 jsou &isla P(k) a P(k + 1) nesoudélna.

(Ceskd republika)

8. Necht n je kladné celé ¢islo. Ctverec ABCD je rozdélen na n? jednot-
kovych ¢tvercti. Kazdy z nich je déle rozdélen thlopiickou rovnobéznou
s BD na dva trojihelniky. Nékteré z vrcholi jednotkovych ¢tverct jsou
obarveny ¢ervené tak, ze kazdy z 2n? ziskanych trojihelnik mé alespoii
jeden vrchol cerveny. Urcete nejmensi mozny pocet Cervenych vrchol
takového obarveni. (Slovinsko)

9. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotyka stran BC, CA, AB po
tfadé v bodech D, E, F. Necht bod K je soumérné sdruzeny s bodem D
podle stfedu vepsané kruznice a ptimky DFE, FK se protinaji v bodé S.
Dokazte, ze piimky AS a BC' jsou rovnobézné. (Polsko)
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10. Jsou dany body A, B, C, D, E tak, ze ¢tytthelnik ABCD je tétivovy
a ¢tyfuhelnik ABDE je rovnobéznik. Oznacme S prusecik thlopricek AC,
BD a F prisecik polopiimek AB, DC. Dokazte, 7ze |<AFS| = |<ECD]|.

(Chorvatsko)

11. Necht n je nezaporné celé ¢islo. Oznacme a,, ¢islo s desitkovym zapi-

sem
10...020...020...01.
e N S~

n n n

Ukazte, ze %an lze vyjadrit jako soucet dvou tfetich mocnin kladnych
celych ¢isel, ne vsak jako soucet dvou druhych mocnin celych ¢isel.
(Svyjcarsko)

12. Je dano kladné celé ¢islo n, které neni mocninou ¢isla 2. Dokazte, ze

existuje kladné celé ¢islo m s nasledujicimi dvéma vlastnostmi:

(i) ¢islo m je souc¢inem dvou po sobé jdoucich kladnych celych cisel,

(ii) desitkovy zapis ¢isla m je tvoren dvéma shodnymi bloky n ¢islic.
(Polsko)

Reseni tiloh
1. Dosazenim y = 0 ziskame
0=F0)(f(z) -z -2).

Snadno lze ovéfit, ze funkee f(z) = = + 2 nent feSenim, proto f(0) = 0.
Zvolme nyni v zadané rovnici x = 1, y = —1. Dostaneme

0=f(-1(Q1)=3),

tedy f(—1) = 0 nebo f(1) = 3.

Jestlize f(—1) = 0, po dosazeni z = 2, y = —1 vyjde f(—2) = f(1).
Nasledné volbou z = —2, y = 1 dostaneme f(—2)f(1) = 3f(-2) — f(1),
odkud vzhledem k rovnosti f(—2) = f(1) plyne f(1) € {0,2}.

Celkem je tedy f(1) = a € {0,2,3}. Polozime-li v zadané rovnici
y = 1, dostaneme pro vSechna redlna z

flz+1)=B-a)f(z) +a(z+1). (1)

Volbou y =1+ 1/z, kde  # 0 je libovolné, pak mame
1 1
f(x+;+1) +f(:c)f(;+1) -
— flz+1)+ (% +2>f(m)+f<% +1) @ +1).
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S vyuzitim (1) proto plati

ool ) () e (2)
= f(:c)(5 —2a—(a— 1)%) + 2a + ax.

Odtud s vyuzitim vyjadreni, které dostaneme ze zadané rovnice po dosa-
zeni y = 1/x, po tGpravé dostaneme

(3—a)(a+f(x)<1+;1;—)) =f(m)(5—2a—(a—1)-%) + 2a + az,
f(x)(—2+a+%) =a® +az —a.

Postupnym dosazovanim a € {0, 2,3} uz snadno odvodime jednotliva
feSeni f(z) = 0, f(z) = 22 + z, f(z) = 3z.} (Zkousky dosazenim do
puvodni rovnice jsou trividlni.)

2. Necht N = pi'...p* je prvociselny rozklad ¢isla N. V kazdém
tahu hra¢ smaze néjakého délitele ¢isla NV, jehoz lze reprezentovat k-tici
(by,...,bg), piicemz b; < a; (takova k-tice odpovidé ¢islu p2* .. .pZ‘“). Po-
dle pravidel hry po k-tici (by,...,bx) mize néasledovat (cy,...,cx), pravé
kdyz je bud ¢; £ b; pro vsechna i, anebo a; = ¢; 2 b; pro vSechna i
(samoziejmé jen v pripadé, Ze takova k-tice je jesté na tabuli).

Je-li aspon jedno z Cisel a; liché — bez Gjmy na obecnosti necht je
to a; —, ma vitéznou strategii hra¢ B. Tehdy totiz staci, kdyz na kazdy
tah (by,...,bx) hrace A odpovi hra¢ B tahem

(a1 = bl,bz, e ,bk).

Ukazme, ze je to skutecné jeho vitézna strategie: Vsechny k-tice odpo-
vidajici ¢islim, ktera jsou zpocatku na tabuli, 1ze totiz roztridit do dvojic
uvedeného typu, a pokud A smaze k-tici z néjaké dvojice, B smaze druhou
k-tici z téze dvojice (a3 — by # by, protoze aj je liché).

Jestlize jsou vSechna a; sudd, ma naopak vitéznou strategii hrac A.
Pokud B sette k-tici (by,...,bx), pfiCemz aspon jedno z Cisel b; je mensi
nez a; ((by,...,bg) # (a1,...,ax), nebot to byl prvni tah hrace A),

! Stejny predpis plati vzdy i pro hodnotu z z rovnosti —2 + a + 2/xz = 0, jak lze
ovéfit podle rovnosti (1), kdyz v ni zaménime z + 1 za = a pro novou hodnotu
z — 1 vyuzijeme jiz odvozeny predpis.
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ozna¢me j nejmensi index takovy, ze b; < a;. Potom strategickou od-
povédi hriace A bude k-tice

(bl,...,bj_l,aj —b]' = 1,bj+1,...,bk).

I v tomto pripadé lze vSechny ptvodni k-tice (kromé prvniho tahu
(a1,az,...,ax)) roztfidit do dvojic vyse popsaného typu, a pokud
B smaze néjakou k-tici, A smaze druhou z téze dvojice (a; —b; — 1 # b;,
protoze a; je sudé).

Podminka, ze vsechna a; jsou suda, je ziejmé splnéna pravé pro ta N,
kterd jsou druhou mocninou celého ¢isla. Pravé pro né hra¢ A tedy miize
vyhrat bez ohledu na tahy hrace B.

3. Prfedpokladejme, ze bod A lezi na tsecce C'F (pfipad, kdy na tsecce
AF lezi bod C, je analogicky). Ozna¢me P prisecik piimek BC a AD
(obr.55). Protoze |MB| = |ME|, |BC| = |CE| a |ME| = |[MF|, jsou

trojuhelniky M BC' a M EC shodné a trojihelnik EF M rovnoramenny,
takze pro velikosti ihli mame

|xMBC| = |xMEC|=180° — |x MEF| =180° — |[xMFC|.
Odtud plyne, ze body M, B, C, F lezi na jedné kruznici. ProtoZe
|IME| = |[MD| a |AE| = |AD|, jsou trojihelniky MEA, MDA shodné
a|XxAEM| = |xADM|, tedy | XM DP = |xM BP| a ¢tyitihelnik M PBD
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je tétivovy. Dohromady s tétivovosti ¢tyrtihelnikai ABCD, FM BC tak
dostavame

|xPMB| = |xPDB| = |xADB| = |xACB| =
= |xFCB| = 180° — |xFMB|.

Proto body F, M, P lezi v pfimce, a ptimky AD, BC a FM se tak
protinaji v jednom bodé (v bodé P).

Jiné feSeni. Stejné jako v prvnim feSeni dokazeme, ze ctyithelnik
FMBC je tétivovy. Protoze body M, A lez na ose tsecky DE, plati
|xMDA| = |¥xMEA|. Z rovnosti |ME| = |MF| dale plyne |[xMFA| =
= |x M EA|, takze ctyfihelnik MADF je tétivovy.

Piimky FM, AD, BC jsou tedy chordalami kruznic opsanych tétivo-
vym c¢tyfuhelnikim FFM BC, BCDA, ADFM, z ¢ehoz podle znamého
tvrzeni plyne, Ze se protinaji v jednom bodé (ktery ma ke vSem tfem
kruznicim stejnou mocnost).

4. Prvocisla, druhé mocniny prvocisel a ¢islo 1 nesplnuji prvni podminku,
z dalSich uvah je proto vynechame.

Nejprve predpokladejme, ze n je sudé, tj. n = 2z pro néjaké z € N.
Potom podle druhé podminky x — 2 déli n. Kazdy délitel ¢isla n mensi
nez r = %n je nejvyse roven %n Protoz — 2 < %n = %x, odkud z £ 6.
Postupnym ovérenim vsSech pripustnych hodnot x snadno zjistime, ze
vyhovujin =6, n =8 an = 12.

Déle predpokladejme, ze n je liché. Necht n = pzx, pricemz p je nej-
mens$i netrividlni délitel éisla n. Cislo p je ziejmé liché prvoéislo a p+1 1 n,
nebot p + 1 je sudé, proto z # p + 1. Protoze 1 < p < z < n, mame
Tz —p|pz.

Jestlize p 1 x, jsou ¢isla © — p a z nesoudélnd, nutné tedy =z — p | p,
odkud z —p < p. AvSak z # p+ 1, tedy x — p 2 p (nebot p je nejmensi
netrividlni délitel ¢isla n). Proto musi platit x — p = p, coz je ve sporu
s tim, ze n = pz je liché.

Jestlize p | z, je = py pro n¢jaké celé ¢islo y > 1. Z minimalnosti
prvoéisla p plyne, Ze y = p. Podle druhé podminky py — p | n = p?y
neboli y — 1 | py. Protoze y — 1 a y jsou nesoudélnd, nutné y — 1 | p,
odkud y £ p + 1. Kdyby bylo y = p + 1, bylo by y sudym délitelem
¢isla n, coz nejde. Kdyby bylo y = p, bylo by to ve sporu s podminkou
y— 1| p (protoze p = 3). Jiné moznosti vzhledem k nerovnosti y = p
nejsou.

Odpoveéd. Obéma podminkam vyhovuji jen ¢isla 6, 8 a 12.
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5. Protoze posloupnost (c,) je rostouci, plati zfejmé ¢, = n, a proto
i cq, 2 a, pro viechna n € N. Posloupnosti vSak neobsahuji stejné ¢leny,
nutné tedy

Ca, > @n pro vsechna n € N. (1)

Posloupnosti budeme ,naplinovat“ induktivné. Nejdrive dokazeme, ze
a; = 1. Kdyby naopak platilo a; > 1, muselo by byt bud ¢; = 1, anebo
by = 1. Druh4 moznost nepripada v tivahu, protoze podle (i) a (1) mame
by =¢q, — 1> a1 — 1, tedy by > a1 (nebot by # a1). Kdyby bylo ¢; =1,
bylo by b1 # 2 (nebot by > a1), ca # 2 (diky (iii) pro n = 1), muselo
by tedy byt a; = 2. Potom vSak ay # 3 (nebot ay > b1), by # 3 (nebof
v takovém pripadé by bylo ¢; = ¢, = by + 1 = 4 a neplatilo by (iii) pro
n=1) atéz ca # 3 (nebot ¢y = cq, = b1 + 1 # 3).

Nyni najdeme v posloupnostech misto pro ¢islo 2. Kdyby bylo as = 2,
platilo by podle (ii) 2 = as > by, coz neni mozné. Kdyby bylo ¢; = 2,
méli bychom podle (i) 2 = ¢; = ¢4, = b1 + 1, tedy by = 1, coz také neni
mozné. Zbyva jen moznost be = 2. Potom podle (i) dostaneme ¢; = ¢q, =
=b+1=3.

n l 1 2 3 4 5
a,| 1
b,| 2
cn | 3

Diky (iii) je c2 # 4. Také by # 4, nebot jinak by podle (1) a (i) bylo
ag < Cq, = b2 +1 =5 a pro az by uz neziistala zddna hodnota. Je tudiz
ay = 4. Nasledné podle (ii) mame as # 5 a také by # 5, nebof jinak
by podle (i) bylo ¢4 = ¢4, = b2 +1 = 6 a pro ca, c3 by uz nezbyly
zaddné hodnoty. Proto co = 5. Stejnou tivahou dostaneme ag # 6, by # 6,
tedy c3 = 6. Ddle a3 # 7 (podle (ii)), ¢4 # 7 (nebot jinak by podle (i)
bylo 7 = ¢4 = ¢a, = ba+ 1 neboli by = 6), tedy by = 7. Je tudiz
C4 =Cqp, =b2+1=8.

n|1 2 3 4 5
a,| 1 4

bo| 27

cm| 3 5 6 8

Nyni miuZeme znovu zopakovat tvahy z predchoziho odstavce:
Diky (iii) mdme c5 # 9. Z (1) a (i) plyne b3 # 9 (jinak by bylo
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a3 < cq; = bz + 1 = 10 a neztstala by volnd hodnota pro asz). Proto
az = 9. Podle (ii) je ay # 10. Z (i) dostaneme cg = ¢,y = bg + 1,
proto bz # 10 (jinak by nezustaly volné hodnoty pro cs, ..., cg). Je tudiz
¢s = 10. Podobné

ag # 11, by #11 = ¢ = 11,

aq #12, by £12 = ¢ = 12,

ag # 13, b3 #13 = cg = 13.
Koneéné, aq # 14 (z (ii)), cg # 14 (jinak by podle (i) bylo 14 = ¢g = ¢4, =
= bs+1, tedy bs = 13, coz neplati), tedy bz = 14 a cg = ¢o, = b3+1 = 15.

n| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
I 4 9

bo| 2 7 14

| 3 5 6 8 10 11 12 13 15

Zformulujeme tvrzeni, které lze jednoduse dokazat matematickou in-
dukei. (Formélni dikaz, ktery je trividlnim zobecnénim predeslych dvou
odstavct, vynechame.) Pro kazdé k e N ai=1,2,...,2k — 2 plati

ar = k2, Ck—1)24i = k2 +1,
by = k2 +2k—1, ez = k2 + 2k.
Na zakladé toho uz snadno dopocitame pozadované hodnoty:
azo10 = 2010%,  bao1o = 2010% +2-2010 — 1,
2010 = Caqz474 = 45% + 74 = 2099.
6. Pro1 < ¢ < j < nozname z;; = a; — aj. Vyrazy
a?+...+a2 . ay+...+ap

n n

budeme zkracené oznacCovat K (kvadraticky prumér) a A (aritmeticky
prumeér). Rozdil jejich ¢tverct (vyskytujici se v zadéni) lze po vyndsobeni
¢islem n? upravit na

n?(K2 - A% =n(a?+...+a2)— (a1 +... +a,)? =

=(n— 1)271:%2 —Z2aiaj =
i=1

i<j
n—1
_ 2 _ .2 2 2 2
= E Ti; =Ty, + E (23, +z3,) + E Ty
i<j i=2 1<i<j<n
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Posledni suma je evidentné nezaporné a pro soucet uprostied plati podle
trividlni nerovnosti a® 4+ b* = 1(a + b)? odhad

n—1 —

1% n—2
Z(I%i +a7,) 2 B} Z(wu + Zin)? = — xl
i=2 i=2
Dohromady tak mame
n—2 n
nQ(’Cz - Az) g x%n + _2—— ' m%’n = 5 : (a‘l - an)27
pri¢emz rovnost zifejmeé nastane, pravé kdyzas = ... = a,_1 = %(al +ap).
Nejvétsi mozna hodnota je tudiz
n 1 1
Ch== - —=—.
2 n?2 2n

7. Kazdou zasazenou pevnost ozna¢me Cernou barvou, zbylé (nezasa-
zené) pevnosti bilou. Protoze kazd4 pevnost zasdhne jednu ze soused-
nich pevnosti, je vylouceno, aby néktera pevnost méla dva bilé sousedy.
Cislo P(n) je tedy poc¢tem takovych obarveni n pevnosti ¢ernou a bilou
barvou, ze neexistuji dvé bilé pevnosti, které by mezi sebou mély préavé
jednu pevnost. Na druhou stranu pokud takové dvé bilé pevnosti ne-
existuji, snadno najdeme odpovidajici zptisob stielby, ktery k takovému
obarveni vede: staci zajistit, ze do kazdé ¢erné pevnosti stfeli prinejmen-
Sim ta pevnost, kterd s ni sousedi po sméru otaceni hodinovych rucicek.

Pospojujeme-li nyni pevnosti ob jednu, dostaneme v piipadé lichého n
Hkruznici“, na niz zadné dvé sousedni pevnosti nebudou bilé. V pripadé
sudého n dostaneme takovym spojenim ,kruznice* dvé (kazdé z nich bude
patfit pravé polovina pevnosti), na nichz také zadné dvé sousedni pev-
nosti nebudou bilé. Oznac¢ime-li K (m) pocet obarveni m pevnosti na kruz-
nici cernou a bilou barvou tak, ze zadné dvé sousedni pevnosti nejsou bilé,
bude ziejmé platit P(n) = K (n) pro liché n a P(n) = K(3n)? pro sudé n.

Pro hodnoty K (n) odvodime rekurentni vztah:

Pocet vyhovujicich obarveni s n-tou pevnosti ¢ernou je totiz roven
poctu vyhovujicich obarveni n — 1 pevnosti (jednoduse vloZime ¢ernou
pevnost mezi prvni a (n — 1)-ni pevnost) zvétSenému o pocet obarveni
n — 1 pevnosti nemajicich zadné dvé sousedni pevnosti bilé kromé prvni
a (n—1)-ni (vloZenim ¢erné pevnosti mezi tyto dvé bilé pevnosti ziskdme
vyhovujici obarveni). Po¢et moznosti v druhém piipadé je vlastné stejny
jako pocet vyhovujicich obarveni n — 2 pevnosti s prvni pevnosti bilou
(staci spojit ony dvé sousedni bilé pevnosti do jedné).
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Pocet vyhovujicich obarveni s n-tou pevnosti bilou je roven poctu
takovych obarveni n—1 pevnosti, ze zadné dve sousedni nejsou bilé a prva
a (n—1)-ni jsou éerné (bilou pevnost muzeme vlozit jen mezi dvé ¢erné).
Tento pocet je roven poctu vyhovujicich obarveni n — 2 pevnosti, v nichz
je prvni ¢erné (opét mizeme dvé sousedni cerné pevnosti spojit do jedné).

Dohromady tedy

Kn)=Kn-1)+Ky(n—2)+ Kc.(n—2) =
=Kn-1)+K(n—2),
pricemz K3, a K. je pocet vyhovujicich obarveni s prvni pevnosti bilou,
resp. ¢ernou.

Pfimo dovedeme spocitat hodnoty K(2) = 3, K(3) = 4, K(4) =T,

tedy
K(2)=F(4) - F(0), K@3)=F(5)-F(@1), K(4)=F(6)-F(2)
a indukei snadno dokdzeme, ze K (n) = F(n+2)— F(n—2), pficemz F(k)
je k-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti (F'(0) =0, F(1) = F(2) =1, ...).
Navic (K(2),K(3)) =1 a pro n = 3 mame
(K(n),K(n—1)) = (K(n) - K(n—-1),K(n-1)) =
=(K(n—-2),K(n—-1))=...=1

Podobné ukazeme, Ze pro kazdé sudé n = 2a je ¢islo P(n) = K(a)?
nesoudélné s obéma ¢isly P(n+1) = K(2a+1) a P(n—1) = K(2a—1):
(K(a), K(2a+1)) = (K(a), F(2)K(2a) + F(1)K(2a — 1)) =

=(K(a),F3)K(2a—1)+F(2)K(2a—2))=...=

= (K(a), Fa+1)K(a+1) + F(a)K(a)) = (K(a), F(a+1)) =

=(Fla+2)-Fla—-2),Fla+1)) =

=(F(a+2)-F(a+1)—F(a—2),F(a+1)) =
= (F(a) - F(a—2),F(a+1)) =(Fla—1),Fla+1)) =
=(F(a—1),F(a)) =1,

(K(a),K(2a —1)) = (K(a), F(2)K(2a - 2) + F(1)K(2a - 3)) =

= (K(a),F3)K(2a—3)+ F(2)K(2a—4))=...=

= (K(a), F(a)K(a) + F(a — 1)K (a — 1)) = (K(a), F(a — 1)) =
=(F(a+2)-F(a-2),F(a—1))=(Fla+2) - ()F(a—l))

=(F(a+2)-F(a+1),F(a—1)) = (F(a),Fla—1)) =

¢imz je tuloha vyreSena.
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8. Nejmensi mozny pocet cervenych vrcholi je

]

Nejdrive ukazeme vyhovujici obarveni s timto poctem. V druhé c¢asti
dokéazeme, ze mensi pocet ¢ervenych vrcholi neni mozny.

Misto ¢tverce budeme uvazovat kosoctverec ABCD, v némz namisto
pravouhlych rovnoramennych trojihelnikii budou rovnostranné trojihel-
niky. Kosoc¢tverec pokryjeme pravidelnymi jednotkovymi Sestitthelniky
tak, aby vrchol A lezel ve vrcholu Sestitthelniku. Stred kazdého Sestitthel-
niku obarvime ¢ervenou (na obr. 56 Sedou). Ziejmé kazdy rovnostranny
trojihelnik lezi v nékterém Sestitthelniku, a mé tedy c¢erveny vrchol.

JAVAVAVAVA )
NONCNONONONONN,

NN NN,
_/ \/ /P

Obr. 56

Ozna¢me a, pocet Cervenych vrcholi pfi tomto obarveni. Stranu
AB rozdélme body Ay, As, ..., A,_1 nan jednotkovych tsekt. Podobné
ozna¢me By,...,B,_1 body na BC,Cy,...,C,_1naCDaD,...,D,_1
na DA.

Kazdy z m vrcholi na pfimce A;B,_; je ¢erveny (obr.57). Rov-
nobézky AsB,_o, A3B,_» nemaji zadné cCervené vrcholy. Rovnobézka
A4B,,_4 obsahuje o 3 cervené vrcholy méné nez A;B,,_1, tj. n — 3. Po-
dobné lezi ¢ervené vrcholy na primkach A7 B, _7, A10Bn—10, atd. Jejich
pocet pokazdé klesne o 3. Z druhé strany uhlopricky AC mame n — 1
¢ervenych vrcholi na CoD,,—o, n — 4 na CsD,,_5 atd.
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Celkovy pocet cervenych vrcholi je tedy
an=Mn+Mm-3)+(n—-6+...)+((n—-1)+(n—-4)+n-T7)+...).

Je-dlin = 3k +1, je ap, = 3n(n + 2), takze pro n = 3k + 2 dostaneme
an = £(n+1)? a pro n = 3k + 3 pak a, = $n(n + 2). Obecné mizeme
tento pocet vyjadFit vztahem a, = [3(n+ 1)2].

Oznacme b,, nejmensi mozny pocet ¢ervenych vrcholi. Zrejme by = 1.
V kazdém rovnostranném trojihelniku slozeném ze C¢tyt jednotkovych
trojihelnik (obr.58) museji byt zfejmé obarveny cervenou aspon dva
vrcholy. Kazdy z malych vyznacenych trojihelnikii na obr. 59 musi obsa-
hovat aspon jeden cCerveny vrchol a vétsi vyznacené trojihelniky aspon
dva. Proto by 22+1=3ab3=>1+1+1+2=05,

Obr. 58 Obr. 59

Pro n € {1,2,3} jsme ukézali, ze b, = a,, nutné tedy b, = a,.
Pro zbylé hodnoty n pouzijeme matematickou indukci, jejiz prvni krok
jsme uz ucinili. V druhém kroku dokazeme, ze pokud b,,_3 = a, _3, pak
b, = ay,.
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Necht n = 3k + 2. Jak ukazuje obr. 60a, potfebujeme aspon b, _3 +
+ (2k + 1)by Cervenych vrcholt, tj.

by = by 3+ (2k+1)-3= {(—"—;ﬁJ +2n—1= {@J = ap.

Je-li n = 3k + 3, dostavdame odhad (obr. 60b)

b 2 bz +2kbo+2+1+1+1=
_ {(n—2)2

}+2(n—3)+5={

3

/\f
NN ININNINLN/
VAVAREEW /A,
N,  /

Obr. 60a Obr. 60b

Konecné, je-li n = 3k + 1, mame podle obr. 60c

by Z by s+ 2k —1)+ Dby +1+14+1+1=

S P [

Ve vsech pripadech plati b, = a,, je tudiz b,, = a,.

Obr. 60c
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9. Necht S’ je prusecik piimky FK a rovnobézky se stranou BC vedené
bodem A. Nasi tlohou je dokdzat, ze body S’, D, E lezi na jedné prim-
ce. Prusecik strany AB s tecnou k vepsané kruznici vedenou bodem K
oznacme @ (obr.61). Zfejmé KQ || BC. Proto
|xAS'F| = |xQKF| = |xQFK],
odkud |AS’| = |AF| = |AE|. Plati téz |DC| = |EC| a BC || AS’, proto
|xCDE| = |xCED| = |xAES'| = |xAS'E|,

takze body S’, D, E vskutku lezi na jedné ptimce (pri¢ce rovnobézek
BC || AS).

C
S/
E
D
K
A Q F B
Obr. 61

Jiné feseni. Oznacme o = |¥xBAC|, f = |<xABC| a I stfed vepsané
kruznice. Pro thly v tétivovém ¢tyrtuhelniku IF BD plati

|<IDF|=|xIFD| =18 =|xAFS|.

Protoze |xFDS| = §|¥FIE| = 90° — a (IEAF je rovnéZ tétivovy)
a |xFIA| = 90° — %a, jsou trojuhelniky AFI a SFD podobné. Pro
pomér podobnosti mame |AF| : |F'S| = |IF| : |DF|, a tak z rovnosti
|<AFS| = |XIFD| plyne podobnost trojuhelniki AF'S, IFD, odkud
|AF| = |AS| = |AE|. Z podobnosti trojihelnikti ASE, CDE pak dosta-
vame [XSAE| =180° — a — 3, a tedy |xBAS| + |xABC| = 180°.
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10. Ozna¢me M a N paty kolmic z bodu S na piimky AB a CD. Ctyi-
thelnik SMFN je tétivovy, protoze dva jeho thly jsou pravé (obr.62).

Z obvodovych uhla nad tétivou SM opsané kruznice plyne |<AFS| =
= |¥MFS| = |«xMNS)|. Potfebujeme dokazat, ze | xMNS| = |xECD|.
K tomu stac¢i ukazat podobnost trojihelniki M SN a EDC.

Protoze ctyruhelnik ABCD je tétivovy, trojihelniky ABS a DCS
jsou podobné. Usecky SM, SN jsou vyskami téchto trojihelnikil, proto
|[SM| : |SN| = |AB| : |CD| = |ED| : |CD|. Pro velikosti thli navic
mame

|xMSN|=180° — |xAFD| = |xEDF| = |<xEDC|,
takze trojuhelniky M SN a EDC jsou vskutku podobné.

Jiné feSeni. Pfimka F'S protinid primky AD, DE postupné v bo-
dech, které ozna¢ime X a Z (obr.63). Déile oznatme |<BAD| = a,
|xADF| =4, |AB| = a, |CD| = c. Protoze ZD || AF, sta¢i dokazat, ze
trojuhelniky CDE a ZDF jsou podobné. Tyto trojihelniky maji jeden
tihel spolecny, takze zbyva ukdzat, ze |ZD| : |FD| =|CD|: |ED| = c: a.

Podle sinové véty v trojihelniku BFC plati |CF| : |BF| = siné :
: sin «r, nebof

|« FBC| =180° — |xABC| = |xCDA| = ¢,
|« FCB| =180° — |xBCD| = |xBAD| = a.

7 Cevovy véty pro trojiuhelnik AF'D a bod S plyne
_|DX| |AB| |FC| |DX| a sind

1="1X4] |BF| |cD| = [XA| ¢ sma’ (1)
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Z podobnosti trojuhelniki AFX, DZX méme |ZD| = |AF|-|DX|/|AX]
a ze sinové véty v trojihelniku AF D dostévame |FD| = |AF|-sina/ sin 0.
Pro zkoumany pomér |ZD| : |FD| tak s vyuzitim (1) plati

|ZD| siné |DX| ¢

|FD|  sina |AX| a

11. Nejdrive dokazeme, ze %an neni pro zadné n souctem dvou ctvercti.
Druhé mocniny déavaji pti déleni ¢tyrmi jen zbytky 0 a 1, takze ¢isla, kterd
jsou souctem dvou ¢tverci, mohou po déleni ctyrmi davat jen zbytky 0,
1 nebo 2. Cislo %an vSak dava zbytek 3, nebot a,, dava zbytek 1.2

Po chvili zkouSeni najdeme vztah

an _ (107 42V (2.10M 41
3 3 3 ’

ktery po trividlni tipravé plyne z vyjadieni a, = 103"+3 4 2.10%"+2 +
+2-10"*! 4 1. Obé éisla v zavorkach jsou piirozend, nebot 10"+ =1
(mod 3), takze %an se da vzdy vyjadrit jako soucet dvou tretich mocnin.

12. Podle Mihailescuovy véty® jedingm FeSenim rovnice z® — y® = 1
v oboru celych c¢isel vétsich nez 1 jsou ¢isla ¢ = b = 3,y = a = 2.

2 Jinou moznosti, jak urcit zbytek %an po déleni ¢tyfmi, je uvédomit si, ze toto
&islo pro n 2 1 vzdy konéi dvojéislim 67.
3 Je téz znama jako Catalanova hypotéza, dokazana byla v roce 2002.
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Proto 10™ 4+ 1 nemutze byt druhou ani vyssi mocninou prvocisla. Podle
zadani ma n aspori jednoho lichého délitele k& = 3. Jestlize n = ki, je

10" +1 = (10")* + 1 = (10" + 1) ((10)*~! — (10" 2+ ... — 10" + 1),

takze 10" + 1 mé netrivialniho délitele 10" 4+ 1, a nemfize to tudiz byt
prvocislo. Z uvedeného plyne, ze existuji nesoudélna ¢isla a, b vétsi nez 1
takova, ze 10" + 1 = ab.

Nasi 1lohou je dokazat existenci takovych prirozenych ¢isel t a s, ze

m = (10" + 1)t = abt = s(s — 1),

pricemz dekadicky zapis ¢isla t obsahuje prave n cislic.

Nejdrive ukazeme, ze existuje prirozené ¢islo s délitelné ¢islem a, pro
které s = 1 (mod b). Cisla a, 2a, ..., (b—1)a, ba jsou viechna néasobky a
a vzhledem k nesoudélnosti ¢isel a, b davaji pri déleni Cislem b rizné
zbytky. Proto pravé jedno z nich dava zbytek 1 a mizeme ho vzit jako s.
Podobné najdeme s', které je ndsobkem b a spliiuje s’ =1 (mod a).

Cisla s, s’ jsou kladn4 a mensf nez 10™. Obé éisla s(s —1) a s'(s" — 1)
jsou délitelna ¢islem ab a mensi nez 102", Navic s+s' = 1 (mod ab). Cislo
s+s je vétsinez 1 a mensi nez 2-10". Nutné tedy s+s" = ab+1 = 10" +2,
takze aspon jedno z éisel s, s je vétsi nez 5-10" 1. Bez jmy na obecnosti
predpokladejme, Ze je to &islo s. Potom s(s—1) > 25-102"~2, takze s(s—1)
ma prave 2n Cislic a spliuje vsechny potiebné podminky.
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