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Ptipravna soustfedéni pred 35. MMO

V pribéehu 43. rocniku byla uspordddna dvé vybérova soustiedéni pro
pripravu na mezinarodni matematickou olympiddu. Na prvni soustiedé-
ni, které se konalo v dobfe zndmém internatu pii gymnaziu v Jevicku
od 10. do 13. kvétna 1994, bylo pozvano vsech 12 vitézu celostatniho
kola kategorie A, z nichz se jeden omluvil.

Soustiedéni bylo zaméreno na feseni obtiznych 1iloh v omezeném case
(v soutéznich podminkéch). Po odpoledni relaxaci byl proveden detailni
rozbor opravenych feSeni. UspéSnost jednotlivych studenti ukazuje na-
sledujici tabulka:

Libor Masicek 3 G Brno, kpt. Jarose 69
David Opéla 2 GMK Bilovec, 17. listopadu 67
David Pavlica 3 GMK Bilovec, 17. listopadu 66
Robert Samal 3 G Praha 5, Zborovska 65
Martin Necesal 3 G Brno, kpt. Jarose 60
Petr Kanovsky 3 G Brno, kpt. Jarose 63
Filip Krska 3 G Brno, kpt. Jarose 62
Michal Benes 2 G Praha 5, Zborovska 57
Jan Mach 4 GMK Bilovec, 17. listopadu 56
Michaela Prokesova 3 G C. Budéjovice, Jirovcova 51
Jan Rychtar 3 G Strakonice, Machova 48

Druhé soustfedéni bylo uz uréeno pouze vybranym reprezentantiim
Ceské republiky na 35. MMO v Hongkongu véetné dvou nahradniki a ko-
nalo se opét v Jevicku od 20. do 24. ¢ervna 1994. Vysledky jednotlivych
studenti ukazuje dalsi tabulka:

Robert Samal 3 G Praha 5, 30,5
David Pavlica 3 GMK Bilovec, listopadu 28,5
Petr Kanovsky 3 G Brno, Jarose 25
Libor Masicek 3 G Brno, Jarose 22
Filip Krska 3 G Brno, Jarose 20
Jan Mach 4 GMK Bilovec, listopadu 20
Martin Necesal 3 G Brno, Jarose 19
David Opéla 2 GMK Bilovec, listopadu 18
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Jednotlivé seminére vedli a tlohy pripravili:
dr. Jaroslav Svréek (20. 6. a 21. 6.),

dr. Miroslav Englis (22. 6.),

dr. Karel Hordk (23. 6.).

Nékteré tlohy zadané na pripravnych soustiedénich

1. Necht AB a CD jsou vzajemné kolmé tétivy téze kruznice k a necht
Py, Py, P3, Py oznacuji v cyklickém poradi obsahy Ctyt ¢asti, na néz je
kruh s hrani¢ni kruznici k£ obéma tétivami rozdélen. Urcete, jaké nejveétsi
a nejmensi hodnoty nabyva vyraz

Py + Ps

P+ Py
2. Urcete vsechny funkce f: R — R takové, ze plati

1 1 1
S (@y) + 5 f(z2) = f(2)f(y2) = §
pro libovolna realné z, y, z.
3. Dokazte, ze soucet velikosti Sesti thli, pod nimiz vidime hrany libo-
volného ctytsténu z jeho libovolného vnitintho bodu, je vétsi nez 540°.
4. Uvazujme tfi kruznice vné pfipsané danému trojihelniku ABC
a trojuhelnik A’B’'C’ takovy, ze tyto tfi kruznice lez{ uvnitf trojihel-
niku A’B’'C’, pficemz strany trojihelniku A’B’C’ jsou spoleénymi tec-
nami kazdych dvou z téchto kruznic. Dokazte, ze plati

Parprcr 2 25PaBc,
kde Pxy z znaci obsah trojuhelniku XY Z.

5. Necht f: R — R je dana funkce a necht dale pro kazda dvé redlna
¢isla z, y plati
a) f(2z) = f(sin(3rz + 3my)) + f(sin(3rz — ny)),
b) f(z® —y?) = (z+y)f(z —y) + (z —y)f(z +y).
Urcete
£(1994 +19941/2 4+ 19941/3).

6. V trojihelniku ABC jsou zvoleny body K € BC, L € AC, M € AB,
N € LM, R c MK, F € KL. Jestlize Q1, Q2, Q3, Q4, Qs, Q¢ a Q znadi
po tadé obsahy trojihelniki AMR, CKR, BKF, ALF, BNM, CLN
a ABC, pak plati

Q 2 8(Q1Q2Q3Q4Q5Qs)"/°.
Dokazte.
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v v v . . v v 5 vz v
7. Doka7te, 7e na kruZnici se stfedem v [0, 0] a polomérem 55 leZi aspoti
5° bodii s celo¢iselnymi soufadnicemi.

8. Jsou-li X, Y dva body roviny, pak z(XY') je zobrazeni roviny na sebe
vzniklé sloZzenim osové soumérnosti podle XY a posunuti o vektor XY. Je
dén konvexni ¢tyfthelnik ABCD; kdy je z(AB)-z(BC)-z(CD)-z(DA)
identita?

9. V roviné jsou dény dva rizné body A, B spojené lomenou c¢arou I.
Tétivou budeme rozumét tisecku rovnobéznou s AB, jejiz oba krajni body
lezi na [. Dokazte, ze pokud neexistuje tétiva délky a ani tétiva délky b,
tak neexistuje ani tétiva délky a + b.

10. V roviné je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Zjistéte, ve kterych
bodech X dosahuje funkce

f(X) = |XA[+|XB| - |XC|

svého minima.

11. Dokazte, ze pro kazdé prirozené n zacinaji ¢isla 1994™ a 1994™ 4 2™
vzdy stejnym dvojcéislim.

12. Na strandch A;As a AsAs pravidelného 2n-thelniku A;As ... Ag,
jsou ddny body K, N takové, Ze |< K A, 12 N| = 1/2n. Dokazte, ze N A, o
je osou thlu KN As.

13. Na povrchu koule jsou déany body A, B, C, A’, B’, C' takové, Ze
tétivy AA’, BB', CC’ se protinaji v bodé P uvnit¥, ale nelezi v jedné
roving. Pritom kulové plochy uréené body A, B, C, P a A’, B', C’, P se
dotykaji. Dokazte, ze |AA'| = |BB'| = |CC’|.

14. Necht mnohoclen p s komplexnimi koeficienty ma stupen nej-
vySe 1994 a vesmeés ruzné koreny. Dokazte, Ze existuji komplexni cisla

ai,ag,...,a1994 takova, Ze p(z) déli mnohoclen
2 2
( ((z—a1)2 —(JQ) == —0,1993) — 1994 -
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