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35. mezinarodni matematicka olympiada

Po lonském pomérné uspésném vystoupeni jak ceské-
ho, tak i slovenského druzstva na 34. MMO v tureckém
Istanbulu jsme letos odjizdéli na olympiddu s védomim,
ze nase vyhlidky jsou tentokrat ponékud slabsi, zvlast
kdyz vitézové I1I. kola kategorie A nedosiahli v republi-
kovém finéle vice nez 69 % moznych bodt. Nicméné dva
z nasich student ziskali na 35. MMO druhou cenu, dva
se museli spokojit s tfeti cenou a dva zustali bez ceny.
Vedoucim nasi vypravy byl dr. Karel Horak z Matematického tustavu
AV CR, pedagogickym vedoucim druzstva byl doc. Jaromir Simsa z br-
nénské pobocky téhoz tstavu.
Vysledky nasich zaki:

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 23456
78.-87. Petr Kanovsky T 7T 7703 31 IL
193.-204. Filip Krska 076 230 18
205.-213. Jan Mach 075230 17
126.-131. Libor Masicek 0777 40 25 IL
102.-113. David Pavlica 077725 28 IL
49.-57. Robert Samal 077777 3 IL
Celkem 74239321915 154

Vedoucim slovenské delegace byl doc. RNDr. Tomds Hecht, CSc.,
z MFF UK v Bratislavé a pedagogickym vedoucim byvaly Gspésny repre-
zentant Richard Kolldr, nyni student MFF UK v Bratislavé. Ze Slovensko
jede na MMO se dvéma vyrazné lepSimi borci, jsme védéli uz ze srovnani
vysledkli obou celostatnich kol v Bratislavé a Jevicku. A to ve sloven-
ském druzstvu jesté chybél vitéz I11. kola, ktery dal prednost tcasti na
MFO v Pekingu. A tak nakonec mezi slovenskymi studenty nejvice za-
zaril Andrej Zlatos ze 4. ro¢niku Gymnazia Grosslingova v Bratislave,
ktery ziskal za vSechna sva feSeni plny pocet bodu a zatradil se tak mezi
22 absolutnich vitézu 35. MMO.
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Body za tlohu Body Cena

Umisténi 123456
284.-297. Ivan Cimrak 150140 11
154.-164. Patrik Hornik 7T 7026 0 22 I
268.-283. Michal Kovar 070140 12
114.-119. Peter Macak 3 75 75 0 27 IL
44.-48. Martin Niepel TT 77T 71 36 IL
1.-22. Andrej Zlato$ TT T T T T 42 L
Celkem 254019 2533 8 150

Vybér tloh 1ze strucné charakterizovat tak, Ze nebylo témér z ¢eho
vybirat. Problémova komise, prestoze byla vedena velmi zkuSenym Ka-
nadanem ¢inského puvodu Andym Liu, se patrné rozhodla ucinit leto$ni
olympiadu jednou z nejlehcich za poslednich 10 let. Vybér 24 tloh, které
dostala jury, témér neobsahoval opravdu obtizné ulohy, jez by pak vice
rozvrstvily pocetné pole soutézicich (v nasi situaci jsme samoziejmé stali
o ulohy spiSe tézsi, protoze nasi dva nejlepsi studenti, jak se ostatné potvr-
dilo, neméli na suverénni vyteseni vsech iloh, nicméné jsem presvédcen,
ze stejného vysledku by dosahli i pfi tézsich tlohach; a pro slabsi zaky
je mensi ostuda, kdyz pohofi na tézsich tlohédch). Navic jediné dvé tlo-
hy, jez snad odpovidaly naroc¢nosti mezinarodni olympiadé, byly nakonec
stazeny po nejasném prohldseni trenéra jedné ze ztucastnénych zemi, ze
podobné ¢i stejné tlohy byly pouzity béhem jejich pripravy. Tak se na-
konec nejtézsi tlohou 1. dne stala 1. tloha, za kterou jsme ziskali jen
7 bodti. Druhy den byla bez konkurence ponékud nestandardni iloha 6.

Prekvapivé nejlepsiho vysledku dosahli nasi studenti ve 2. iloze, ktera
byla geometrické (a prestoZe to byla tiloha natolik jednoduchd, ze témér
neodpovidala narokiim na tlohy MMO, a umoznovala jak trigonomet-
rické, tak i neprilis slozité analytické reSeni, potésila i ta skutec¢nost, ze
mezi nasimi Sesti FeSenimi byla t¥i velmi péknd FeSeni syntetickd), zatimco
1. tloha, mezi ¢leny jury vSeobecné povazovand za nejlehci z predlozené
Sestice, dopadla nejhure, jak jiz bylo zminéno.

Ze letosni tilohy byly pomérné lehké, je vidét i z po¢tu bodi nutnych
pro ziskani prislusné medaile: Prvni cena se udélovala za 40-42 bodi,
druhé za 30-39 a tieti za 19-29 bodi. Zadna z tloh nebyla takova, Ze
by se dalo ocekavat néjaké zvlast elegantni ¢i prekvapivé reseni. Proto
nebyla udélena ani zadnd zvlastni cena.

Suverénné nejlepsi byli tentokrat Ameri¢ané (v ¢inském druzstvu
udajné doplatili t¥i studenti na Spatny preklad 6. tlohy do éinstiny) —
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vsichni ziskali plny pocet bodid. Znacny byl letos i pocet tspésnych di-
vek; Rakusanka Theresia Fisenkdlblovd méla dokonce plny pocet bodi
a nejméné devét dalSich defilovalo béhem slavnostniho zakonceni jesté
pred nasim nejlepsim Robertem Sdmalem. V iranském druzstvu jich byla
presné polovina. Ve vysledkové listiné se vSak divci jména obtizné urcuji.

Neoficidlni poradi prvni tfetiny zicastnénych zemi (olympiady se zi-
Castnilo 385 zaki z 69 zemi):

I II II body I 1 III body
USA 6 0 0 252 Italie 0 0 2 102
CLR 3 3 0 229 Nizozemsko 00 2 99
Rusko 3 2 1 224 Lotyssko 0 0 3 98
Bulharsko 3 2 1 223 Brazlie (5) 02 0 95
Madarsko 1 5 0 221 Gruzie 00 2 95
Vietnam 1 5 0 207 Svédsko 0 0 1 92
Velké Briténie 2 2 2 206 Recko 001 91
Iran 2 2 2 203 Chorvatsko 00 2 90
Rumunsko 0 5 1 198 Estonsko (5) 0 0 1 82
Japonsko 1 2 3 180 Norsko 0 1 1 80
Némecko 1 2 3 175 Makao 01 0 75
Australie 0 2 3 173 Litva 0 0 1 73
Korea 0 2 4 170 Finsko 0 0 O 70
Polsko 2 0 3 170 Irsko 0 0 0 68
Tchaj-wan 0 4 1 170 Makedonie (4) 0 0 1 67
Indie 0 3 3 168 Mongolsko 01 0 65
Ukrajina 1 1 2 163 Trinidad a Tobago 0 0 O 63
Hongkong 0 2 4 162 Filipiny 0 0 O 53
Francie 1 1 3 161 Chile (2) 01 0 52
Argentina 0 3 1 159 Moldavsko 0 0 1 52
Ceskd republika 0 2 2 154 Portugalsko 0 0 0 52
Slovensko 1 1 2 150 Dansko (4) 0 0 2 51
Bélorusko 0 1 4 144 Kypr 0 0 O 48
Kanada 1 0 3 143 Slovinsko (5) 0 0 0 47
Izrael 0 1 4 143 Indonésie 0 0 O 46
Kolumbie 0 2 2 136 Bosna a Hercegovina (5) 0 0 1 44
JAR 0 0 3 120 Spanélsko 0 0 0 41
Turecko 0 0 4 118 Svycarsko (3) 0 0 1 35
Novy Zéland 0 0 4 116 Lucembursko (1) 01 0 32
Singapur 0 2 0 116 Island (4) 00 0 29
Rakousko 1 0 0 114 Mexiko 0 0 0 29
Arménie (5) 0 0 4 110 Kyrgyzstan 00 0 24
Thajsko 0 0 3 106 Kuba (1) 0 0 0 12
Belgie 0 0 2 105 Kuvajt (5) 0 0 0 12
Maroko 0 0 2 105

Pristi, 36. MMO se bude konat v roce 1995 v kanadském Torontu.
Vzhledem k tomu, Ze mezi nasimi letosnimi reprezentanty byl jen jeden
maturant, mohlo by se ndm podarit do pristi olympiady pripravit docela
solidni a zkuSené muzstvo, které by se urcité mélo pokusit o navrat do
prvni ¢tvrtiny, ne-li dokonce do prvni desitky nejlepsich zemi.
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Texty soutéznich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera tilohu navrhla)

1. Necht m a n jsou kladnd celd ¢isla a necht ay,as,...,a, jsou ruzné
prvky mnoziny {1,2,...,n} s nésledujici vlastnosti: jestlize pro né-
jakd i, j, 1S i< j<m, je a; + a; < n, pak existuje k, 1 £ k < m,
ze a; + aj = ay. Dokazte, Ze

ar+ax+...+am >n+1

m - 2

(Francie)

2. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' s rameny |AB| = |AC|. Déle
predpokladejme, ze
(i) M je stied tisecky BC a O bod primky AM takovy, ze piimky OB
a AB jsou navzijem kolmé;
(ii) @ je libovolny bod tsecky BC rizny od bodi B a C;
(iii) bod E leZ{ na piimce AB a bod F na primce AC tak, ze E, Q a F
jsou t¥i rizné body lezici v pfimce.
Dokazte, ze OQ L EF, pravé kdyz |QE| = |QF|. (Arménie, Austrdlie)

3. Pro libovolné kladné celé ¢islo k oznaéme f(k) pocet vSech prvku

mnoziny {k+ 1,k +2,...,2k}, v jejichz dvojkovém zépise jsou pravé tti

jednicky.

(a) Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo m existuje aspon jedno kladné
celé cislo k takové, ze f(k) =m.

(b) Urcete vSechna kladna celd ¢isla m, pro néz existuje pravé jedno k
takové, ze f(k) = m. (Rumunsko)

4. Urcete vSechny uspofddané dvojice (m,n) kladnych celych éisel, pro
néz je cislo

nd+1

mn — 1

celé. (Australie)

5. Necht S je mnozina vSech redlnych c¢isel vétsich nez —1. Najdéte

vSechny funkce f:S — S, jez splnuji nasledujici dvé podminky:

(i) o+ fW) +2f(@)) =y + f(x) +ys () pro vechna z,y € S;

(i) funkce f(x)/z je rostouci v kazdém z intervali —1 <z <0a 0 < z.
(Velkd Britanie)
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6. Ukazte, ze existuje mnozina A kladnych celych ¢isel s nasledujici vlast-
nosti: Pro libovolnou nekoneénou mnozinu S prvocisel existuje k& = 2
a dvé kladné celd ¢isla m € A, n ¢ A, jez jsou soudinem k ruznych prvki
mnoziny S. (Finsko)

ReSeni sout&znich tloh

1. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze a; < az < ... < apy,.
Uvazujme libovolné dva prvky a;, a; takové, ze a; + a; < n. V takovém
pripadé je podle piedpokladu a; +a; = ax, < ... < a;+a; = a,; rostouci
posloupnost j prvka uvazované mnoziny {ai,as,...,a;,}, pficemz odpo-
vidajici indexy k1,...,k; patii do mnoziny {i + 1,...,m}, takze plati
J £ m—i. Dokézali jsme tak, Ze jakmile a; +a; < n, pak i +j < m. Pro
kazdé i € {1,2,...,m} tedy plati a; + ams1—; = n + 1. Sectenim vSech
m takovych nerovnosti dostavame

2(a1+az+...+am) 2m(n+1)

neboli
ar+as+...+am > n+1
m = 2
Jiné FeSeni. Ozna¢me h nejmensi prvek mnoziny A = {ay,az,...,am}

a uvazme rozklad mnoziny A na podmnoziny A podle zbytkd modulo A,
kde Ay = {a € A:a = k (mod h)}, 0 £ k < h — 1. Pokud je mno-
Zina A, neprazdnd, ozna¢me hy, jeji nejmensi prvek, takze bude Ay, = {hy,
hi+ h, ..., hi+jkh}, kde ji je nejvétsi celé Cislo takové, ze hy +jiph < n.
Protoze prvky z Ay tvori aritmetickou posloupnost, je jejich aritmeticky
priamér roven prumeéru nejmensiho a nejvétsiho prvku a ten spliuje ne-
rovnosti

hi + (A +jkh) S he+ (e +1)h  n+1
2 - 2 = 2 7
Protoze vysledna nerovnost plati pro vSechny neprazdné mnoziny Ag,
plati stejnd nerovnost i pro aritmeticky prumér prvkia mnoziny A.

2. Protoze trojihelnik ABC' je osové soumérny podle osy AO, mizeme
bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze bod @ lezi uvniti tsecky BM,
coz zfejmé znamend, ze bod E musi lezet na poloprimce AB za bodem B.
Dodejme, ze pro Q = M je tvrzeni tlohy zfejmé.

Necht OQ L EF. Podle predpokladu je tthel EBO pravy, proto body
O, Q, B, E lezi na kruznici s prumérem FO. Obdobné dostavame, Ze
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body O, Q, C, F lezi na kruznici s primérem F'O. Z rovnosti odpovi-
dajicich obvodovych thli nad spolecnou tétivou OQ obou kruznic tak
plyne (obr. 32) podobnost trojihelniki FOF ~ BOC. Trojihelnik BOC
je vsak rovnoramenny, je tudiz rovnoramenny i trojihelnik EFOF a Q
jakozto pata jeho vysky puli zakladnu EF.

Necht |QE| = |QF|. Opisme kruznice trojihelnikim EBQ, FCQ
a dalsi prusec¢ik obou kruznic ozna¢me X. Jelikoz trojihelnik ABC je rov-
noramenny, plati | <X EBQ| = 180° — |« QCF|. Odtud plyne, Ze shodnym
tétivam FQ a F'Q v kazdé z obou opsanych kruznic ptislusi tyz stiedovy
thel. Jsou to tudiz shodné kruznice, a tak je také |[<xQEX| = |xQFX].
Trojihelnik FFX je tudiz rovnoramenny a QX je jeho vyska, takze
QX L EF. To vsak znamend, ze EX a FX jsou primeéry uvazovanych
kruZnic, a proto (podle Thaletovy véty) |<xEBX| = |«xFCX| = 90°.
Vidime, Ze bod X je totozny s bodem O, proto OQ L EF.

A

Obr. 32 Obr. 33

Jiné Feseni. Predpokladejme opét, ze bod @ lezi uvnit¥ tsecky BM
a necht |QF| = |QF|. Uvazujme bod F’ soumérné sdruzeny s bodem F
podle osy AM (obr.33). Je tedy |OF| = |OF'|, FF' | BQ, a protoze Q je
stied strany E'F, je BQ stfedni pricka trojuhelniku F'FE, tudiz |[EB| =
= |BF’|, a tak je OB vyska rovnoramenného trojihelniku EOF’. Vidime,
ze |[EO| = |OF'| = |OF|, takze i trojuhelnik EOF je rovnoramenny a OQ
je tim padem jeho vyska, tedy OQ L EF, jak jsme chtéli dokazat.
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K dikazu opa¢né implikace si sta¢i uvédomit, Ze danym bodem Q
prochéazi jedind piimka ¢ kolma na QO a jedind primka p takovd, Ze
polopfimky AB, AC na ni vytinaji shodné useky QF, QF (takovy
bod F € AC musi lezet na obrazu primky AB ve stfedové soumérnosti
podle Q). A z ditkazu prvni implikace vime, Ze p = q.

Pozndmka. Predchozi argument samozrejmé nezavisi na tom, kterou
ze dvou implikaci dokazeme jako prvni. Uvedme jesté hezky argument
v ptipadé, Ze jsme nejdiive dokdzali implikaci QO L EF = |QFE| = |QF)|.
Za predpokladu |QFE| = |QF| vedme bodem @ kolmici ke QO. Ta protne
polopiimky AB, AC v bodech E’, F’, pro néz tedy rovnéz plati |QE'| =
= |QF'|. Bod @Q je tak spoleénym stiedem tiseCek FF a E'F’. Kdyby byly
usecky EF a E'F' rizné, byl by EE'FF’ rovnob&znik, coZ neni mozné,
protoze AB, AC jsou ruznobézky.

3. (a) Podivejme se, jak se méni hodnota funkce f prfi prechodu od k
ke k+1. Ozna¢me T mnozinu vsech ¢isel, jejichz dvojkovy zapis obsahuje
pravé tfi jednicky. Hodnota f(k) pak udéva pocet ¢isel z T v mnoziné
{k+1,k+2,...,2k}, zatimco f(k+1) pocet ¢isel z T v mnoziné {k+2,...,
2k, 2k + 1,2k + 2}. Vsimnéme si, Ze pocet jednicek v dvojkovém zdpisu
Cisel k+1 a2k+2 =2(k+1) je stejny, proto o pripadné zméné hodnoty
f(k+1) oproti f(k) rozhoduje jen ¢&islo 2k + 1, tudiz

1, kdyz2k+1€T,

1
0, kdyz2k+1¢T. M)

k1) = f(k) = {

Dvojkovy zapis ¢isla 2k 4+ 1 dostaneme z dvojkového zapisu ¢isla k prida-
nim jednicky na konec, proto plati, ze

f(k+1)— f(k) =1, pravé kdyz dvojkovy zépis ¢isla k (2)
obsahuje pravé dvé jednicky.

Posloupnost f(1), f(2),... za¢ind nulou, a protoze ¢isel, jejichz dvojkovy
zapis obsahuje pravé dvé jednicky, je nekonecné mnoho, obsahuje uvazo-
vanda posloupnost vsechna prirozend cisla.

(b) Z (1) vidime, ze funkce f je po ¢astech konstantni. Ma-li tedy
funkce f nabyt néjaké hodnoty m pro jediné k, musi jednotkovy skok
nastat v k — 11 v k, coz podle (2) nastane, pravé kdyz obé éisla ki k—1
maji ve svém dvojkovém zapisu pravé dvé jednicky. Cislo k — 1 ziejmé
musi byt liché, protoze jinak by jeho dvojkovy zapis koncil nulou a k by
pak nutné mélo o jednicku vic. Jako liché ¢islo, jehoz dvojkovy zéapis
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obsahuje pravé dve jednicky, musi ¢islo k — 1 zacinat a koncit jednickou,
mezi nimiz je skupina nul. Ta vSak nemize byt prazdnd, protoZze jinak
bychom z (11) dostali (100),. Cislo k — 1 proto musf byt tvaru 2" + 1,
kde r = 2, neboli

k=2"+2, r=2.

Obrécené pro kazdé takové k maji jak k, tak & — 1 ve svém dvojkovém
zépisu pravé dvé jednicky. Zbyva vy¢islit pfislusnou hodnotu m = f(k).

Pro k = 27 je 2k = 2"*! takZe mnoZina TN {k + 1,k + 2,..., 2k}
je tvorena ¢isly, jejichz dvojkovy zapis zacind jednickou a na zbyvajicich
r mistech md prévé dvé jednicky. Pro jejich vybér méme (3) moZnosti,

proto
1@ = @

ProtoZe pro kazdé r = 2 mé dislo 2" ve svém dvojkovém zdpisu jednu
jednicku a ¢islo 2" 4+ 1 dvé jednicky, je podle (2)

FEHY—f@) =0 a f@+2)-f2 +1) =1

Sectenim obou rovnosti dostavame
m=f2 +2)=f2)+1= (g) 11, r22

To jsou vSechny hledané hodnoty, pro néz ma rovnice f(k) = m pravé
jedno TeSeni.

Jiné FeSeni. (a) Oznacme ¢ funkci, jeZ je rovna jedné pravé pro vSechna
prirozena ¢isla, jejichz zapis v dvojkové soustavé obsahuje prave tii jed-
nicky, a jinak je nulova. Z rozdilu mnozin {k + 2,...,2k,2k + 1,2k + 2}
a{k+1,k+2,...,2k} vyplyva, zZe

flk+1)=f(k)—t(k+1)+t(2k + 1) + t(2k + 2).

Protoze dvojkové zapisy cisel n a 2n se lisi jen pridanou nulou na konci
druhého z nich, je t(2k + 2) = t(k + 1), a proto

fk+1)— f(k) =t(2k+1). (3)

Funkce f je tedy neklesajici, jeji prirtstek je nejvyse 1, f(1) = 0 a navic
funkce f nenf shora omezena, protoze f(27) = () (to jsme uZ zdivodnili
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v predchozim FeSeni). Funkce f tedy nabyva vSech nezapornych celocisel-
nych hodnot.

(b) Vzhledem k uvedenym vlastnostem bude mit rovnice f(k) = m
jediné teseni k, prave kdyz bude f v hodnoté k rostouci, tj. kdyz bude
platit

fR) = flk=1)=f(k+1) - f(k) =1,

coz nastane, pravé kdyz bude
t(2k—1)=t(2k+1) = 1.

Protoze dvojkovy zépis lichého ¢éisla 2k — 1 = 2(k — 1) + 1 koné{
jednickou, musi mit 2(k — 1), a tedy i k£ — 1 ve svém dvojkovém zapisu
pravé dvé jednicky. Dvojkovy zapis ¢isla k—1 ovsem nemuze koncit nulou,
nebot pak by ¢islo 2(k — 1) kon¢ilo dvéma nulami, tudiz dvojkovy zapis
¢isla 2k + 1 = 2(k — 1) 4+ 3 by celkem obsahoval ¢tyfi jednicky. Vychazi
tak, ze dvojkovy zapis ¢isla k — 1 je sestaven ze dvou jednic¢ek a pripadné
skupiny nul mezi nimi, tudiz k—1 = 2" 41 neboli k = 2"+ 2. Pro takové k
pak vychédzi 2k +1 = 2"t 5, coz je &islo se tfemi jednickami v dvojkové
soustavé, praveé kdyz r = 2.

Pro odpovidajici hodnoty m = f(k) tak podle (3) méme

m=f(2"+2)=f2 +1)+t2t +3) =
fEY+t M+ 1)+t +3) =

r
1 =2
2>+7 T.._.’

protoZze pro r = 2 je t(2"1 + 1) = 0 a t(2"*! + 3) = 1. Tim je hledand
mnozina popsana.

4. Vsimnéme si, Ze &isla mn—1 a m3 jsou nesoudélna. Cislo mn —1 proto
déli n® + 1, pravé kdyz mn — 1 délif m3(n + 1) = m3n3 — 1+ m3 + 1
neboli mn — 1 déli m3 + 1. Ac¢koli to nebylo na prvni pohled zjevné, je
tloha vii¢i neznamym m a n symetricka, proto budeme dal bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze m = n.
V pripadé m = n dostavame
m*+1 nd+1 1

mn—l_nz—l_n+n—1'

To je cislo celé, prave kdyz n = 2.
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3
1 2
Nechf je nyni m > n. Pokud n = 1, mé byt ¢islo nE =
mn — 1 m—1

celé, coz nastane jen pro m = 2 nebo m = 3.

Zbyva rozebrat pifpad m > n = 2. Je vak n® +1 = 1 (mod n),
zatimco mn — 1 = —1 (mod n). Proto pro pfipadny celoc¢iselny podil
musi platit

3
1
i =kn—-1
mn —1
pro vhodné celé k. Pak ovSem
nd+1 1
kn —1 e
n <n2—1 n+n—1

neboli

1
k—ln<1l+—:.
(k=1n <14-——

Odtud plyne, 7Ze k = 1, a tedy n® + 1 = (mn — 1)(n — 1). Mdme tak

3 1 3
L T eboli m=nt ]+

mh= 1 n—1 n—1’

coz je celé jen pro n = 2 nebo n = 3. V obou piipadech vychazi m = 5.

Uloha mé tedy celkem devét FeSeni (2,2), (2,1), (3,1), (5,2), (5,3),
(1,2), (1,3), (2,5) a (3,5), pricemz posledni ¢tyti jsme ziskali diky syme-
trii mezi m, n.

5. Z podminky (ii) v zadani plyne, ze rovnice f(z) = x miZze mit nejvyse
tii Teseni, jedno na intervalu (—1,0), jedno rovné 0 a jedno na intervalu
(0, 00). Dokazme sporem, Ze rovnice ani v jednom z uvedenych intervalii
(—=1,0) ¢i (0,00) Teseni nema.

Necht u € (—1,0) U (0,00) je takové, ze f(u) = u. Dosadime-li z =
=y = u do dané funkcionalni rovnice, dostaneme f(u? + 2u) = u? + 2u.
Kvadraticka funkce u? 4 2u, jak se lze snadno piesvédéit, zobrazuje kazdy
z intervalii (—1,0) a (0, 00) do sebe. Proto musi platit u?+2u = u. Oviem
ani jeden z kofenil 0 a —1 této kvadratické rovnice ve sjednoceni obou
intervalll nelezi. Jediné feSeni rovnice f(z) = z tudiz muze byt z = 0.

Dosazenim z = y do dané funkcionélni rovnice vSak pro vSechna z € S
dostavame

flz+(@+1)f(2)) =z+ (1 +2)f(2).
Proto musi platit z + (1 + ) f(z) = 0 neboli
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Jesté ovérime zkouskou, ze nalezena funkce vyhovuje zadanym pod-
minkdm. Funkce (1) je evidentné rostouci na S a pro vSechna z,y € S
spliiuje

z(l+y) y-—=z
y+ (1 +y)f(z)=y- =

z+1 41
! z-y
_ Ty y+l  y—z
P+t a)fw) =5( 1) = s - T
y+1

6. Nechf A je mnozina vSech prirozenych ¢isel tvaru z = qiq2 . . . g4, , kde
1 < g2 < ...<qq jsou jakdkoli prvocisla v libovolném (tedy prvocisel-
ném) poc¢tu ¢;. Jinymi slovy

A={2-3,2-527,...}U{3-5-7,3-5-11,.. .} U
U{5-7-11-13-17,.. .}U...

Snadno se presvédéime, ze pro libovolnou nekoneénou mnozinu prvocisel
S = {p1,p2,P3,--.}, kde p1 < p2 < p3 < ...,spliuje mnozina A podminky
tlohy. Staci zvolit k =p; 2 2, m =pips...Pk &N = PaP3 ... Pk41-

Jiné feSeni. Vytvorme mnozinu A nasledovné: Pro kazdé prirozené
k = 2 zafadime do A pravé ta prirozena c¢isla z, pro kterd = = pips ... pk,
kde pi,p2,...,pr je k navzijem ruznych prvocisel, jejichz soucet je
délitelny k. Pro libovolnou nekonecnou mnozinu prvocisel S oznacme
¢ = minS. Protoze mnozina S je nekonec¢na, urcité v ni najdeme ¢ prvoci-
sel p1,p2,...,pq se stejnym zbytkem mod ¢ (podle Dirichletova principu
sta¢f v mnoZiné S probrat g(g — 1) + 1, nebo dokonce jen (¢ — 1)% + 1
¢isel, ponévadz zadné dalsi prvocislo uz nemd nulovy zbytek mod q).

Nyni staéi vzit k = q¢, m = p1p2...px @ n = qpP1P2 - --Pr—1. Zrejmé
m € A, protoze g cisel se stejnym zbytkem mod ¢ méa soucet délitelny g,
an ¢ A, protoze soucet g—1 ¢isel se stejnym nenulovym zbytkem délitelny
¢islem ¢ byt nemuze.

Poznamka. VSimnéme si, ze tloha se tyka jen cisel, jez ve svém roz-
kladu na prvocinitele postradaji vyssi mocninu néjakého prvocisla. Kam
budou patrit ostatni slozena c¢isla, nehraje zadnou roli. Je asi zrejmé, ze
pocet moznosti, jak pozadovanou mnozinu A sestrojit, neni omezen.
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