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0 SKOLE MLADYCH MATEMATIKU

JAN VYSIN

UZ% béhem prvnich deseti let deskoslovenské matematické
olympiddy (1951 az 1960) se ukazovalo stale jasnéji, zZe
tdastnikiim soutéZe schazi pfimétend popularni studijni
literatura. Tento nedostatek nemohly zmirnit ani élanky
v zdkovském matematickém dasopise ani brozury vyda-
vané SPN po probéhnuti kazdého roéniku MO. S po-
vzdechem jsme sledovali, kolik a jaké literatury tohoto
druhu se vydava v zahraniéi, zejména v Sovétském
svazu. I kdyz sovétské publikace byly nasim zZakém
v podstaté srozumitelné a cenové zcela dostupné, byly
prece jen dost nesnadné a mimoto nebyly k dispozici
v dostatetném mnozstvi. Za této situace vzesel z inicia-
tivy prof. Frantiska Veselého navrh na zaloZenf pavodni
kniznice popularni studijni matematické literatury;
navrh byl prodiskutovian v UV MO a podaiilo se ziskat
mladeznické nakladatelstvi Mlada fronta, aby vydéavalo
roéné 3 a% 4 svazedky nové kni¥nice, nazvané Skola
mladych matematikd, (SMM). Odborného vedeni kniZnice
se ujal tehdejii predseda UV MO akademik Josef Novik.
Tak vysSel r. 1961 prvni svazek pod ndzvem Nékolik 4iloh
z geometrie jednoduchijch téles. .

Tehdejsi ministerstvo skolstvi CSSR se zavézalo vy-
kupovat déast nakladu kaZdého svazku kniZnice; za-
koupené brozury rozdélovalo do §kolnich Zakovskych
knihoven; tento zavazek prevzala pak obé narodni mi-
nisterstva Skolstvi a plni jej dodnes. Tim je zaroven
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zajistén odbyt podstatné ¢isti ndkladu a vyuziti vy-
danych svazkii, na které nakladatelstvi vynaklada
znadné prostiedky — tituly SMM jsou vesmés ztratové.

Protoze kniZnice méla slouZit pfedeviim ku pomoci
udastnikim MO, bylo pojeti prvnich svazedkt SMM
tlohové. Byly tu jednak fesené piiklady, jednak dlohy
pro cvideni. Teoreticky vyklad byl omezen na nejnut-
néjsi minimum. Teprve pozdéji se objevily v kniznici
brozury tzv. vybérové fady, které se lisily od Skolsky
pojatych svazedékt tzv. zédkladni ¥ady hlavné ve dvou
smeérech:

a) tematicky piesahovaly napln stiedni skoly;

b) zpracovanim se vice bliZzily béZné odborné litera-
tuf'e, nebot jadrem textu byl souvisly vyklad, doplnény
ilustraénimi p¥iklady a cvidenimi.

Tyto svazky byly zéasti kniZnim zpracovanim pied-
nisek z celostatnich prazdninovych soustfedéni a_jejich
autory byli i néktefi védedti pracovnici MU CSAV.
V posledni dobé obraci kni¥nice SMM svou pozornost
i k nejmlad$im &tend¥am-tdastnikim MO. Zéktm ZDS
zamysli vénovat popularni brozury takového charakte-
ru, jako je Maly vylet do moderni matematiky.

V edici SMM vychézeji svazky s éeskym i slovenskym
textem; az dosud jich vyslo celkem 36. Protoze nékteré
z nich, zejména starsi, jsou ptistupné — bohuzel — jen
ve §kolnich zakovskych knihovnach, patii snad k historii
olympiddy i mald revue & prochazka touto kniznici
a upozornéni na zajimavé detaily nékterych svazki.

*

Prochézku zaéneme ti¥eba u prvnfho ,stereometric-
kého*“ svazetku. Ma t¥i ¢asti, prvni z nich je jakési
,,Stereometrie bez stereometrie’, vlastné geometrie na
povrechu télesa — ti'eba mnohosténu nebo koule. Nejdiive
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se brozura zabyva ulohou zjistit vSechny sité daného
mnohosténu, napt. pravidelného étyisténu. Sit tetraedru,
lépe Feteno rozvinuty povrch, je rovinny, tieba nevy-
pukly mnohothelnik, ktery je sjednocenim obrazcu
shodnych postupné se vSemi sténami tetraedru. Sjed-
noceni je omezeno jistymi podminkami motivovanymi
praktickou tlohou: Slozit ze sité model povrchu télesa.
Ctena¥ je upozornén na nutnost definovat rtznost
siti pomoci shodnosti obrazct.

Po této tvodni analyze problému se roziesi tuloha
o poétu siti pravidelného &tytsténu, vysledek zni: Pra-
videlny Ctyistén md pravé dvé rizné sité. Text brozury
doporuéuje rozvijeni problémové situace ,,poéet siti
daného mnohosténu‘‘, napt. sestrojeni v8ech 11 riznych
siti krychle. Na tlohu rozieSenou v textu brozury lze
bezprostiedné navazat tlohu sestrojit vSechny navza-
jem ruzné sité pravidelného dvojjehlanu, tj. Sestisténu
slozeného ze dvou shodnych pravidelnych d&tyistént.
Je uziteéné znat viechny sité daného mnohosténu, nebot
pii Teseni konkrétni tlohy si vybereme vhodnou sit.

Cast I vyuziva rozvinutého povrchu télesa k uréeni
nejkratsi spojnice dvou bodu povrchu vedené po povrchu
télesa. Vysledek se da predem experimentalné odhad-
nout pomoci gumic¢ky upevnéné v danych bodech. Ma-
tematické uréeni spojnice lze provést bud konstrukei
v Gasti vhodné sité, nebo vypodtem, ktery se zpravidla
opira o nejjednodussi planimetrické vzorce. Do tematiky
I. dasti pat¥i i dlohy o rtznych zpusobech pievazovani
krabice tvaru kvadru, zejména véazani ,ptes rohy*,
které je v siti zobrazeno tseékou konstruovanou obdobné
jako pii feSeni kulednikového problému. Je zajimavé
porovnat co do délky ,,vazani pies rohy* a ,,dvojité
vazani kitzem®; vysledek zavisi na jistém vztahu mezi
délkami hran kvadru. V I. &asti jsou dale i nékteré
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jednoduché tlohy o nejkratsi spojnici dvou bodi na
valcové, kuzelové a kulové plose. Jde tedy vlastné o pro-
blém tzv. geodetiky na plose — o problém diferencialni
geometrie, feseny ve zvlastnich piipadech elementarnimi
prostredky.

Vratme se je§té k tloze nalézt vSechny navzdjem rézné
sité krychle. Jde o sestrojeni jistych nekonvexnich mno-
hotihelniki, sloZzenych ze 6 shodnych étverci. Sité roz-
délime do tif skupin charakterizovanych takto:

(a) Sit obsahuje &tyfi &tverce leziei v témie pasu

roviny;

(b) sit neobsahuje Zzadnou &tvetici étverch téhoZ pasu,

ale obsahuje aspoii jednu takovou trojici étverci;

N

Obr. 1a
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Obr. lc

(c) sit obsahuje jen dvojice &tvercu lezicich v témz
pasu.

Skupina (a) da 6 siti, skupina (b) 4 sité, skupina (c) je-
dinou.

Vsech jedenact siti je na obr. la, 1b, lc.

II. ¢ast brozury je vénovana prusekém (prinikim)
roviny s hranolem (hlavné kvadrem) a jehlanem. Také
zde lze vyuzit pii konstrukénich feSenich siti téles. Nej-
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vz 2

zajlmave]m uloha je pravdépodobné tloha o nakloné-
ném akvariu:

Akvarium mé tvar krychle ABCDA'B'C'D’ o hrané
délky 1 se dnem ABCD a je naplnéno do poloviny vo-
dou. Je naklonéno tak, Ze vodni hladina sah4 a% k bodu
B’ a hrana AA’ je pod hladinou az do vzdalenosti
AX = .

(a) Mame nadrtnout obvod vodni hladiny a jeji sku-

teénou velikost.

(b) Mame vyjadiit velikost vodni hladiny jako funkei

proménné z a studovat jeji pribéh.

Zajimavé je také studium priseku krychle se sousta-
vou rovin kolmych k jeji télesové thlopiicce; lze pii
ném pouzit sité z obr. le.

II1. &ast brozury je vénovana nékolika iloham o plose
kulové. Bylo zcela ptirozené sblizit tyto tlohy s realitou
tim, Ze autor volil nékteré naméty z geodézie, kosmo-
nautiky apod. Toho druhu je napi. tloha:

Na Zemi jsou &tyti pozorovaci stanice Sy, S,, S, S,.
Bod 8, je v daném okamziku jediné misto na Zemi,
z kterého muzeme (teoreticky) pozorovat soudasné dru-
zice A,, A,. Tutéz vlastnost ma v témz okamziku
bod S, a druzice 4,, 4;, bod S; a druzice 45, 4, a ko-
-neéné bod S, a druzice 4,, 4,. Mame vySetiit polohu
stanic Sl, Sz, 83, S, (médme dokazat, Ze lezi na kruznici).

Pii feseni pochopltelne pokladame Zemi za kouli.

Ulohy ,,ryze geometrické* ]sou snad dobfe reprezen-
tovany touto tGlohou — moznéd problémovou situaci:

Je dan pravidelny duty &étyistén A BCD, jehoz hrany
ma]l délku @. Uvniti étyrstenu se po jeho podsta,ve,
sténé 4 BC, pohybuje volné mié, jehoz polomér je mensi
nez polomér koule vepsané ctyrstenu ABCD. Méame
vysettit mnozinu vSech bodi, které muze zaujmout
stired mide.
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Je snad jasné, jak lze tuto ilohu obménovat ¢ zobec-
novat, pro¢ jsme ji tedy nazvali problémovou situaci.

Tento svazedek, jehoz autory jsou Hradecky, Koman,
Vysin, byl pozdéji pii reedici spojen s brozurou Jar. Se-
divého Shodnd zobrazeni v konstruktivnich ilohdch.
Piehlédneme-li vSech 36 vyslych svazkid edice SMM,
uvédomime si, Ze by bylo uziteéné vydat novou brozuru
o stereometrii na ponékud vyssi Grovni.

&

V olympiadach se asto vyskytuji Glohy z teorie é&isel,
jednak pro ptavab svych dikazi, jednak proto, Ze kazdy
matematik potiebuje zaklady této teorie pfi své praci.
V nasi edici vysly étyii svazedky o teorii éisel, a to:

J. Sedlagek: Co vime o prirozengch Eislech (svazek 2),
F. Vesely: O délitelnosts Cisel celyjch (svazek 14),

A. Apfelbeck: Kongruence (svazek 21),

T. Salat: Dokonalé a spriatelené &isla (svazek 22).

Ve skolské matematice se hojné vyskytuje tloha,
v niz se ma dokazat, ze dany mnohoélen f(n) je pro vse-
chna piirozena ¢isla n délitelny nékterym pevné danym
piirozenym ¢islem. Ukézeme si to na dvou piikladech
vzatych z knizky J. Sedlacka.

Priklad. Je-li n libovolné prirozené &islo, pak ¢&islo
n® — n je délitelné Sesti. Dokazte.

Redeni. Dokazeme nejprve, ze &slo n® —n je déli-
telné tfemi. Dvojélen n® — n upravime na tvar (n — 1).
.n.(n + 1). Rozlozili jsme tedy vyraz n® — n v soudin
tii Ginitelt; tito dinitelé jsou t¥i po sobé jdouci cela
nezaporna &isla n — 1, n, » 4 1. Probirdme-li po f¥adé
viechna celd nezapornd disla, je zndmo, Ze kazdé tieti

77



z nich je délitelné tiemi. Protoze &isla n — 1, n, n + 1
tvoli trojici po sobé jdoucich celych nezapornych &isel,
musi byt jedno z nich délitelné tfemi, a proto také jejich
soudin n® — n je délitelny tfemi.

Dale dokazeme, Ze ¢&islo n® — n je délitelné dvéma.
Probirame-li po fadé viechna celd nezaporna éisla, sttida
se vzdy ¢islo sudé s éislem lichym. Z toho plyne, Ze
alespon jedno z ¢isel n — 1, n, » + 1 je sudé, a tedy
také soudin téchto disel je sudé éislo.

Protoze pro libovolné é&islo n je rozdil n® — n déli-
telny jednak tiemi, jednak dvéma, je tento rozdil nutné
délitelny Sesti. To je pravé tvrzeni, které jsme méli
dokazat. B

Jiné feseni. Ctenaf, ktery zna princip matematické
indukce, muze tlohu Fesit takto:

Pro n =1 plati n®3 —n = 13— 1 = 0; ¢&islo 0 je dé-
litelné Sesti, takze tvrzeni v tomto piipadé plati.

Predpokladejme, Ze tvrzeni, které mame dokazat,
plati pro nékteré ptirozené éislo n, a budeme je dokazo-
vat pro ptirozené éislo n + 1. Jestlize ve vyrazu n® —n
misto » piseme n -+ 1, dostdvame (n + 1) — (n 4 1).
Upravujeme tento vysledek takto:

n+1P—m+1)=n+3M*+3n+1—n—1=

= (n® —n) + (3n2 4 3n) = (n® —n) 4 3n(n + 1).

Vyraz 3n.(n + 1) je délitelny tifemi, snadno vSak
nahlédneme, Ze je délitelny také dvéma. Je tedy délitel-
ny Sesti. Vyraz a3 —n je délitelny Sesti, nebot je to
predpoklad, ze kterého jsme vysli. Je tedy také soudet
téchto dvou vyrazi délitelny Sesti. Tento soudet je vSak
(jak vime) roven (» + 1)3— (n + 1). Z piedpokladu,
ze nafe tvrzeni plati pro nékteré piirozené d&islo =,
plyne, Ze toto tvrzeni plati té% pro éislo » | 1. Dikaz
matematickou indukef je tim podan.
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Dalsi piiklad je obdobny, avsak pii jeho feseni bu-

deme potiebovat slozitéjsi matematické obraty.

Priklad. Je-li n libovolné piirozené ¢&islo, pak &islo
n® —n je délitelné péti. Dokazte.

Regeni. Rozdil n® — n upravujeme takto:
nS—mn =n.nt—1) =n.m2—1).(n% 4 1) =

=n.m—1).(n + 1) (2 + 1).

Nepodatilo se nam zde rozlozit uvazované &islo v soudin
péti po sobé jdoucich celych ¢&isel (pak bychom totiz
tvrzeni snadno dokazali obdobnym postupem jako
v predchazejicim prikladé). Pomlzeme si vSak timto
obratem: Uvazme, jak se lisf souéin (n — 1).n.(n + 1).
.(m + 2).(n + 3) od naseho soudinu (n — 1).n.(n + 1).
.(n? 4 1). Jejich rozdil je

(m—1).n.(n + 1).[(n + 2).(n + 3) — (v® + 1)] =
=m—1).n.(n+1)[n*+ 50+ 6—n?—1] =
=Mm—1).n.(n+ 1).(5n 4+ 5) =5.(n —1).n.(n 4 1)2

Je vidét, zZe tento rozdil je délitelny péti. Soudin
(m—1).n.(n 4+ 1).(n + 2).(n + 3) je vSak také déli-
telny péti, nebot je to soudin péti po sobé jdoucich ce-
lych nezapornych é&isel. Z tvahy o rozdilu proto vyply-
va, Ze nas soudin (n — 1).n.(n + 1).(n% + 1) je déli-
telny péti. Tim je dukaz proveden.

Pienechavame ¢tenati, aby i v tomto piikladé podal
jiné Teseni, pii kterém se pouzivd matematické indukce.

Poznamenejme, Ze oba priklady jsou vlastné special-
nim tvarem jedné slavné ¢iselnéteoretické véty, ktera
se nazyva mald Fermatova véta*). Francouzsky pravnik

*) Tato véta zni: Je-li p libovolné prvoéislo a n libovolné
prirozené ¢&islo, pak n» — n je délitelné p.
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a matematik Pierre de Fermat (1601—1665) si dobyl
prednfho mista v matematice svymi pracemi z teorie
¢isel a patii mezi prvni péstitele analytické geometrie.

Dalsi ukazka se tyka zkoumani, jak jsou v posloup-
nosti prirozenych ¢éisel rozmisténa prvoéisla. Po prolisto-
vani tabulek vidime, Ze stiidani prvodisel a &isel sloze-
nych je velmi neprav1delne V nékterych intervalech
pozoru]eme ze je tu nakupeno velmi mnoho prvodisel,
jinde mizeme opét najit velkou skupinu vytvoienou
vyhradné z &isel slozenych. O této otdzce néas trochu
poudi dalsi priklad.

Priklad. Ukazte, zZe je mozno najit tisic po sobé jdou-
cich prirozenych é&isel, jez jsou vesmés sloZena.

Redeni. Prikladem takové skupiny tisice po sobé
jdoucich piirozenych &isel, jez jsou vesmés slozena, je
skupina*)

1001! -2, 1001!-+3, 1001! -+ 4,
1001! 4+ 5, ...,1001! + 1000, 1001! -+ 1001.

Cislo 1001! 4 2 je zfejmé délitelné dvéma, &islo
1 001! 4 3 tfemi a konedéné éislo 1 001! 4 1 001 je déli-
telné ¢islem 1 001; vSechna tato ¢isla jsou tedy slozena.

Poznamenejme, Ze z nasi tvahy nevyplyva, ze v po-
sloupnosti vech ptirozenych ¢isel existuje mezi prvodisly
mezera obsahujici pravé 1 000 &isel slozenych. V pred-
chéazejici uvaze jsme totiz nezkoumali, zda ¢islo 1 001!1
je slozené nebo neni, a na prvni pohled je patrno, Ze
¢islo 1 001! + 1 002 je slozené (je totiz sudé).

*) Pripomenme, %e zapis n! (&ti n faktoridl) znamend soudin
vSech prirozenych &isel poéinaje ¢islem 1 a konde ¢islem n;
je tedy napt. 4! = 1.2.3.4 = 24.
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Jesté si viimnéme jedné aritmetické posloupnosti,
v niz po sobé nasleduje pét prvodisel.

Priklad. Pét prvodisel tvoii pét po sobé jdoucich
¢lent aritmetické posloupnosti s diferenci d = 6. Urdete
tato ¢isla.

Releni. Nejprve ukézeme toto: Je-li a libovolné celé
nezaporné ¢islo, pak alespon jedno z éisel

a, a+6, a+12, a4 18, a -+ 24 (1)
je délitelné péti. Vime, Ze kazdé ¢islo a lze vyjadiit
v pravé jednom ze tvart 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3,
5k -+ 4. Je-li a = 5k, pak prvni z éisel v fadku (1) je
délitelné péti. Je-li @ = 5k + 1, pak a + 24 = 5k
+ 25 = 5(k + 5), takze posledni z &isel v (1) je deéli-
telné péti. Obdobné pro ¢ = 5k + 2 vychazi a 4 18 =
=5(k + 4), pro a =5k + 3 je a-+ 12 = 5(k -+ 3)
a koneéné pro ¢ = 5k + 4 mame a + 6 = 5(k | 2).

Ukazali jsme tedy, ze v fadku (1) je jedno z disel
délitelné péti. Podle podminek uvedenych v textu pii-
kladu chceme, aby vsechna éisla v ¥adku (1) byla prvo-
¢isla. Z toho vyplyva, zZe éislo, pro néz jsme pied chvili
prokazali délitelnost péti, musi byt rovno pravé péti.
Vzhledem k tomu, Zze d = 6, stoji nutné ¢&islo 5 na prv-
nim misté mezi uvazovanymi prvoéisly. Hledans pétice
miuze byt jediné 5, 11, 17, 23, 29.

Zkouskou se piresvéddime, Ze vSech pét nalezenych
¢isel jsou prvodisla.

Odpovéd. Uloze vyhovuje jedind pétice prvodisel,
totiz 5, 11, 17, 23, 29.

Ctenat se snadno presvéddi, ze Sesty ¢len uvaZované
aritmetické posloupnosti jiz neni prvodislo.
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Zaveérem pienechavame &tenati, aby si sam roziesil
obdobnou tlohu:

Pét prvocisel tvori pét po sobé jdoucich élent arit-
metické posloupnosti s diferenci d = 12. Uréete tato
prvodisla. -

Treti svazek edice nese nazev Shodnd zobrazent v kon-
struktivnich dlohdch, proto objasnuje nejprve pojem
shodného zobrazeni a skladani shodnych zobrazeni.
Pojem nepiimé shodnosti je uveden timto problémem:

Hw i
AY,.\\;',I( "
s ‘:v' i it}\ ]
i ’ﬂfl o vf.‘m f"}.'f\k.uh

Jam{--"-wiv*

L Hnl muu“

Obr. 2

Kozesnik mél opravit poskozeny kabat; uden vystiihl
znehodnocenou &ast a otvor zarovnal na pravouhly
trojihelnik. Déle chtél vystiihnout z nahradniho kousku
kozeSiny shodny trojuhelnik, aby jej mohl vsadit do
otvoru. Otoéil koZeSinu na rub a na vydélanou kuzi
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si vyznadil hranici, podle které vystiihl trojihelnik.
At vsak udenn délal co délal, nemohl vystiizeny troj-
thelnik zasadit tak, aby srst zakryla otvor. Co byste
poradili kozesnikovi, ktery uz nema nahradni kozesinu ?

Situace je zakreslena na obr. 2, feSeni je pomérné
snadné — pravouhly (nerovnoramenny) trojthelnik je
tieba rozstfihnout na dva rovnoramenné trojuhelniky.
Zcela prirozené vznikd pak otazka, na nejméné kolik
rovnoramennych trojihelnikii lze rozstfihnout ktery-
koliv pravothly trojuhelnik.

V dalsich ¢astech brozury jsou zafazeny konstrukéni
ulohy, ve kterych se vyhodné uplatnuji jednotlivé druhy
shodnych zobrazeni v roviné (stfedovd soumérnost,
osova soumérnost, posunuti a otoéeni). Vedle ¢isté geo-
metrickych tloh jsou zafazeny i zndmé kuleénikové pro-
blémy a jejich ,hokejové varianty* uvazujici odrazy
touse od mantinelt. Uvedme si ukazky ryze geometric-
kych tloh ze zavéreéného odstavece brozury.

1. Je dana ptimka p s bodem M, kruznice k a thel «.
Sestrojte kruznici, ktera se dotyka v bodé M primky p
a protind danou kruznici tak, ze teény téchto kruznic ve
spoleéném bodé sviraji Ghel o velikosti «.

2. Jsou dany t¥i primky prochazejici jednim bodem
a dalsi bod A. Sestrojte vsechny trojuhelniky ABC,
pro které nastane jedna z moznosti:

a) jejich vysky lezi na danych piimkach,

b) jejich téznice lezi na danych pi¥imkach,

¢) osy jejich vnitinich uhlu lezi na danych primkach.

Ctendi se muze presvédéit vlastni ivahou, zda je udel-
né fesit tyto tlohy pomoci soumérnosti nebo jinak.

Sedmy svazek, O podobnosti v geometrii, navazuje na
treti svazek tematicky i zptsobem zpracovani. Obsahuje
tlohy dikazové i konstrukéni, k 16 FeSenym piikladiam
je pripojeno 125 cvideni.
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Povrchnimu odifkdvani vét o shodnosti a podobnosti
trojuhelnika se snazi brozura éelit timto ptikladem:
Vite, Ze dva trojuhelniky, které maji Gmérné strany,

Obr. 3

jsou podobné. Zajimavou dvojici podobnych trojthel-
nikt jsou ty, z nichz jeden ma strany a, ka, k*a a druhy
ka, k*a, ko (Sislo k # 1 je kladné, @ > 0). Tyto troj-
thelniky se shoduji v péti dvojicich prvki (tfech thlech
a dvou stranach), ale nejsou shodné.

Cim to je, Ze se vymykaji vétam o shodnosti trojihel-
nikt? Jakych hodnot mize nabyvat £? Pro které hod-
noty k je trojihelnik pravouthly? Sestrojte jej.
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Dalsi ¢ast svazku se zabyva mocnosti bodu ke kruz-
nici a dikazem koncirkularnosti vétsiho poétu bodi;
posloupnost vét prirozené konéi u kruznice deviti bodu
trojihelnika a Kulerovy piimky (obsahujici stted kruz-
nice opsané, stted kruznice deviti bodu, priasetik vysek
a tézisté trojuhelnika). Tuto latku procviéuje napi. tato
uloha s bohatou diskusi:

Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano tézisté 7', stied
kruznice opsané a polomér kruZnice deviti bodii.

V brozute je podana klasifikace razného vyuziti stej-
nolehlosti p¥i Feseni konstrukénich tiloh. Udiv a zéjem
studentti vzbuzuji ulohy, ve kterych se pracuje se stejno-
lehlosti, jejiz stied nezname, piipadné nezname ani jeji
koeficient.

Po struéném vykladu o podobnych zobrazenich jsou
zafazeny ulohy, které jich vyuzivaji. Mezi narodnéjsi
patii napt. tato tloha (vloZzena do druhého vydani):

Jsou dany tii kruznice k,, k,, k, se stiedy S;, S;, S,
nelezicimi na jedné ptimce; na k, je dan bod A. Sestrojte
trojihelnik ABC piimo podobny trojthelniku S,;S,S,
tak, aby jeho vrchol B lezel na k, a vrchol C na k4 (obr. 3).

V feSeni se uplatni piimé podobné zobrazeni P (S; —
— A4, 8y - B, 83 - (), jehoz samodruzny bod S lezi

na Apolloniovych kruznicich I, = (82, S, —:—2) , by =
R ,

= (Ss, 8y, %], la :A(Sl_, S, {71—] Slozenim ,stej_nbleh~
1 2

losti % = [S, _;%1] a otobent R kolem § o fihel 8,94

ziskame zobrazeni P, ve kterém zobrazime S,, S;na Ba C.

Apolloniovy kruznice I,, l,, I3 se protinaji ve dvou
bodech S a §’. V obr. 3 je provedena konstrukce jen pro
bod 8.

85



Oba svazetky, Shodnd zobrazeni v konstruktivnich
dlohdch a O podobnosti v geometrii, napsal Jaroslav Sedi-
vy; vySly jiz dvakrat (svazek Shodnd zobrazeni. .. byl
pti reedici spojen se svazkem Nékolik dloh z geometrie
jednoduchych téles). *

Devatenacty svazek SMM Komplexni Cisla a funkce
mél za kol zopakovat a prohloubit znalosti studenti
o komplexnich ¢&islech. Vzhledem k ptredpokladané
rizné trovni téchto znalosti zlstava jeho vyklad na
velmi elementarni trovni a zachovava tulohové pojeti
prvnich svazka kniznice.

Knizka se déli v podstaté na dveé dasti. Prvni se vénuje
algebte komplexnich éisel a jejich geometrickému znéa-
zornéni. Resi se priklady tykajici se pojmu odmocniny
z komplexniho ¢&isla, napt.: Co tvoii koncové body vek-
tort znazornujicich vSechny hodnoty ,tfeti odmocniny
z jedné®, tj. vSechna feSeni rovnice 23 = 1? P¥i feseni se
ukazuje vyhodnost komplexniho éisla v goniometrickém
tvaru a 6tenaf je upozornén na moznost resit obdobné
obecny piipad.

Knizka dale obsahuje fadu feSenych piikladi a cvi-
¢eni na geometrické zndzornéni komplexnich &isel.
Ctenat je veden k tomu, aby spojoval mnoziny komplex-
nich ¢&sel s jejich znazornénim v Gaussové roviné. Resf
se napt. tato uloha:

Znazornéte v Gaussové roviné mnoziny komplexnich
¢isel, pro néz plati

(a) Imz* >0,
(b) Rez2=0.

Je-li z =a + yi, je 22 = a® — y? -+ 2zxyi. Prvni pod-
minku muzZeme tedy psat ve tvaru 2zy > 0, druhou
22—y? = 0. .
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(a) Nerovnost 2xy > 0 znamena, Ze soufadnice x i y
maji totéz znameni, tj. jsou bud obé kladné, nebo obé
zaporné. Prvni moznost nastava pro body v prvnim
kvadrantu, druhd pro body v tfetim kvadrantu. Mnozina
&isel, pro néz Im 22 > 0, je tedy zndzornéna prvnim
a tietim kvadrantem, osy soufadnic jsou vyloudeny.

(b) se tfesi nejprve obdobné, pievedenim podminky
na tvar — [2] <y < |2|, pak se uvede goniometrické
feseni: Je-li z = [2| (cos & + ¢sin «), dd se podminka
(b) napsat ve tvaru |cos x| = |sin «f, tj. [tg «f = 1.
Tato nerovnost plati pro thly z intervala , 45°)
a (135°, 225°). Témto hodnotam odpovidaji pravé
v8echny body Gaussovy roviny lezici mezi osami kvad-
ranttt v téch dastech roviny, které obsahuji osu x. Obé
hraniéni ptimky patii ovSem v tomto p¥ipadé do vy-
sledné mnoziny.

Podrobné se zkoum4 i opadéna moznost — tj. vyjadiit
jednoduché geometrické tutvary v Gaussové roviné
pomoci algebraickych podminek. Jako piiklad uvedme
toto cvideni:

Jakou podminku spliiuji komplexni é&isla znizornéna
geometricky body lezicimi (a) uvniti kruznice o stiedu
(3,1) a poloméru 2; (b) v pasu mezi piimkami x = —1,
x = 3; (c) na tsedce spojujici body (—1, —1) a (1, 4)?

V druhé casti svazku se vyklad obraci k funkeim
komplexni proménné. Jako ptiklad vysetfovani raznych
elementarnich vlastnosti funkce uvedme: \

Stanovte obor funkce f(2) = (¢t —2)/(¢ 4 2). Je-li
Im z > 0, dokazte, Ze |f(z)] < 1. Je-li z redlné, je |f(z)| ==

= 1.
Reseni. Vyraz (i — 2)/(i + 2) ma smysl pro viechna

komplexni é&isla s vyjimkou z = —i, kdy jmenova,tel
je roven nule. Oborem funkce je tedy mnoZina viech
komplexnich éigel & vyjimkou z = — -
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Vypodtéme nyni |f(2)|, jestliZe z = & + 1y:

If(z)l=|i—z|___li—az:—iy]= —ax 4 i (1 —y)| B
li+2| [t +a+ iy z+i(l+y) |
[ 1—y)2]%= [x2+1—[—y2—2y]%‘
A+ (T Fgel Tl F Tty T2y

Je-li z redlné &islo, je oviem y = 0 a tedy [f(z)] = 1.
Je-li Im z = y > 0, je Citatel zlomku ziejmé mensi nez
jmenovatel. Ve jmenovateli pf'iéitéme totiz kladné
¢islo 2y, zatimeo v Gitateli totéz kladné é&islo odéitame.
Cely zlomek je tedy mensi nez jedna.

Na piikladé tzv. Zukovského funkece se ukazuje moz-
nost geometrického znazornéni funkce komplexni pro-
ménné.

V posledni kapitole se ¢tenai seznami s funkei E(z),
ktera je definovana jako komplexni funkce dvou redl-
nych proménnych rovnici H(z) = e*(cos y + 1 sin y).
Ukazuje se jednak, Ze funkce H(z) je rozsiienim expo-
nencialni funkce v realném oboru, jednak Ze tato funkce
i v komplexnim oboru zachovava nékteré podstatné
vlastnosti znamé z redlného oboru.

Déle se Fesf rovnice E(u) = 2z (pii daném z) a odtud
se dochazi k definici logaritmu komplexniho é&isla L(z) =
=1In |¢| + targz, kde argz je libovolny ftihel, jehoZ
tangens rovnd se Im z/Rez Ze zajimavéjsich rozie-
Senych tloh lze uvést tfeba: - ‘

Py klad Jsou déna komplexm dsla w = |/3 —i,
v=+5 (14 3]/3), w=17(]/3 +1). Ovéite, te u.v = w;

na.]dete logaritmy L,, L,, Ly komplexnich &isel u, v, w
(pouZijte hodnot argument mez1 O° 360° ) a vysve’rle~
te, prorv, neplati Ly Ly = Lge 77 - - W 00
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.11
Vypoétem dojdeme k hodnotdm L, = In 2 4 7
Ly,=1InT7-+ i%n, Ly =1In14 4 i-—é— zw. To vsak zna-

mena, ze L, -+ L, =1In 14 | i% n # L,. Vysledek

neni ve sporu s vlastnostmi logaritmu komplexniho
¢isla. Skuteéné, Ls— (L, + L,) = (—1).27. To zna-
mend, %e jak &islo L, + L,, tak oviem i &islo L, je lo-
garitmem é&isla w.

Tento pifklad méd vést étenate ke spravnému chapani
pojmu nejednoznaéné funkce, jejiz definice je déle na-
znacena. Ctenal je upozornén na nutnou opatrnost pii
praci s témito pojmy (nap¥. rozborem zdanlivé para-
doxniho postupu —1 =2 =¢.4¢ = V—l.l/~—1 =
=/=D—1) =1 =1).

V této kapitole ztistava vSak pievdznd vétSina dloh
v ramei algebry komplexnich &éisel. Vyvoj kniznice SMM
naznaduje, Ze alespon nejelementarnéjsi otazky teorie
komplexnich funkei by si zaslouzily v jejim novém rdmeci
nové, jiz vice vykladové pojaté zpracovani.

Autorem svazku Komplexni &sla a funkce je Jiv
Jarnfk.

*

* O axiomatizaci redlné situace se miZe étena¥ seznamit
ve 24, svazku SMM Stavba Lobadevského planimetrie,
ktery napsali Jan Gatial a Milan Hejny. Uvadime
ukazku:

Kazdé slovo jazyka, ktorym hovori presne budovans
exaktnd disciplina, patri do jednej a len jednej zo skupin:
1. pojmy zdkladné, 2. pojmy odvodené, 3. pojmy
doplikové, 4. prirodzeny jazyk.
b Tlustrujme tuto klasifikdciu na priklade.
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Priklad 1. Za zakladné pojmy planimetrie volime tri
bermiiny: bod, priamka, lezat na. (1)

V tvrdeni: ,nech @, b st dve rovnobezné priamky
a nech priamka ¢ je réznobezna s priamkou a, potom
priamka ¢ je réznobezna aj s priamkou b je 19 slov
(symboly a, b, ¢ nie s slova). Tieto patria v poradi sku-
pindm: 4, 4, 3,2, 1,4,4,1,4,2,4,1,4,1,4,2 4,4, 1.
Pojmy ,,rovnobezné‘ a ,,réznobezné sa daji definovat
pomocou pojmov (1). Pojem ,,dve‘ patri do aritmetiky,
ktora vystupuje ako dophikova disciplina ku plani-
metrii.

Uloha 1. Rovnako ako v priklade 1 urobte slovny
rozbor vety z planimetrie: Nech 4, B, C' st tri body
neleziace na priamke, potom existuje aspon jedna priam-
ka a rovnobezna s priamkou BC a obsahujtca bod 4.

Hlbsie preskimame termin pojem zdkladny. Je to asi
taky pojem, o ktorom maju vsetci ludia rovnaka pred-
stavu. Tento nazor, bezny a opravneny v humannych
vedach, v matematike neobstoji.

Ked povieme, Ze pojem ,srdce’ je v medicine vse-
obecne znamy, mame na mysli fakt, Ze kazdy lekar
pozné tvar, uloZenie, funkciu a mnohé iné vlastnosti
srdca. Presnejsie povedané, lekar pozna vizby medzi
telom a srdcom. Pritom ani najvadsi odbornik nepozna
tieto vézby vsetky, lebo je to nemozné. V matematike
tslovie ,,pojmy (1) st vSeobecne zname‘* precizujeme
tak, %Ze udame vsetky zikladné vizby medzi pojmami
(1). Tieto vizby nazveme wa’omy, niekedy tiez postula-
ty. Sthrn vsetkych axiom menujee axiomatickd sista-
va. Stbor zakladnych pojmov, cidvodenych pojmov,
vietkych axiom a vsetkych tvrdeni z axiom vyplyvaja-
cich nazveme axtomat zovand tedria.
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Axiomy st také vyroky o zakladnych pojmoch, ktoré
prehlasime za pravdivé. Pritom nas okolnost nazornosti
axiom voObec nezaujima. Existuje mnoho prikladov
v histérii matematiky a fyziky, kde nase vrodené pred-
stavy brzdili hlbsie preniknutie k podstate veci. V nasle-
dujicom, hodne obsfrnom priklade sa pokisime obozna-
mit ditatela s jednoduchou, ale velmi délezitou axioma-
tickou tedriou.

Priklad 2. Axiomatizovana tedria S nech je dana
a) troma zakladnymi pojmami:

chlapec, dievéa, pacit sa (2)
a dalej
b) skupinou piatich axiom:

S, Existuje aspon jedno dievda.

S, Ak A4, B st dvaja chlapci, potom existuje aspori
jedno dievéa ¢, ktoré sa padi aj chlapcovi A4, aj
chlapcovi B.

S; Ak 4, B su dvaja rozni chlapei, potom existuje
najviac jedno dievéa c, ktoré sa padi aj chlapcovi 4,
aj chlapcovi B.

S, Ak a je dievéa, potom existuji aspon dvaja rozni
chlapci B, C, ktorym (obidvom) sa dievéa a padi.

S; Ak a je dievda, potom existuje aspoil jeden chla-
pec B tak, Ze nie je pravda, Ze sa dievéa a padi
chlapcovi B.

Na zaklade pojmov (2) a axiom

sl, s21 Ssa S4, s5 (3)

rozvinieme teériu S. Citatelovi doporudujeme, aby nie-
ktoré z axiom rozobral podla vzoru prikladu 1 a Glohy 1.

Dohovor 1.S. Chlapcov budeme oznadovat velkymi
latinskymi pismenami 4,B,C,X, atd., dievéatd malymi
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pismenami a,b,c,y, atd. Symbolom C% oznaéime mnozi-
nu chlapcov, symbolom D mnozinu dievéat. Zakladny
pojem ,,padit sa‘‘ oznatime symbolom ¢ v nasledujicom
zmysle:

dievéa y sa padi chlapcovi X oznadime X ¢ .

Pozndmka 1.S. Uslovie »dvaja chlapei 4, B neho-
vori este, Ze chlapei 4, B st rézni. Fakt, %e A je chlapec,
moézeme zapisat tiez symbolicky 4 € Ch. Podobne
a,beD znadi, Zze a, b st dieviata.

Veta 1.S. Ak A, B st dvaja rdzni chlapei, potom
existuje jedno a len jedno dievéa c, ktoré sa obidvom
chlapcom padi.

Dékaz. Existencia dievéata ¢ vyplyva z S,, jeho jedno-
znadénost z S,.

Dohovor 2.S. Dievéa ¢ z vety 1.8 oznatime tiez AB
resp. BA. Upozoriiujeme, ze symbol AB je zavedeny
len ak 4 # B.

Veta 2.S. Mnozina Ch ma aspon tri rézne prvky.

Dékaz. Podla S, existuje a € D, podla S, existujua po-
tom B, CeCh tak, ze B + C a Bea, Ceca. Z axiomy
S; vyplyva existencia takého chlapca A, ktorému sa
dievéa @ nepadi. Preto je 4 # B, A +#+ C a 4, B, C st
tri rézne prvky mnoziny Ch. Veta je dokazana.

-Uloha 2. V dokaze vety 2.8 je nezmyselny pojem.
Najdite ho a opravte dokaz!

Definicia 1.S. Povieme, Ze dievéa a sa nepaci chlapco-
vi B prave vtedy, ak nie je pravda, Ze dievéa a sa
chlapcovi B padi. Znadime B ¢ a.

Veta 3.S. Nech a,b € D a symbolom a (| b oznaéime
mnozinu v8etkych chlapcov X, pre ktorych plati X e a
a X ¢b. Potom nastava jeden a len jeden z pripadov:

lLaNb=26, 2. a.bjejednoprvkova, 3.a =b.
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Dékaz. Pretoze pripady 1 a 2 sa navzdjom vyludujy,
treba dokazat dve tvrdenia: a) @ () b je aspon dvoj-
prvkovda = a =b; b) @ =b = a () b je aspon dvoj-
prvkova. Prvé tvrdenie vyplyva z S; a druhé z S,.
® Definicia 2.S. Ak neexistuje chlapec, ktorému sa pacia
dané dve rdézne dievéata a, b, potom tieto dievéatd na-
zveme priatelkami. V opaénom pripade hovorime, Ze
@, b st nepriatelky. Teda dievéata a + b st priatelkami
(vesp. nepriatelkami), prave ked pre ne nastdva pripad 1
(vesp. 2) vety 3.S.

Dohovor 3.S. Budeme hovorit tiez, Ze ,,dievéa a je
(ne)priatelkou dievéata b namiesto tslovia ,,dievéata
@, b st (ne)priatelky*‘. Podobne budeme hovorit ,,dievéa
x mé (ne)priatelku‘ namiesto ,,existuje dievéa, ktoré je
(ne)priatelkou dievéata x‘.
© Veta 4.S. Kazdé dievéa ma aspon dve rozne nepriatel-
ky.
Dékaz. Nech a je dievéa a 4,B,C chlapci z dokazu
vety 2.8. Oznaéme b = AB, ¢ = AC. Zo vztahov
Ag¢a, Acb, Acc vyplyva b # a # c¢. Sporom doka-
zeme vztah b # ¢. Z b = ¢ vyplyva C ¢ b a preto mnozi-
na a () b obsahuje aspon dva prvky, a to B a C, lebo
B = C. Podla vety 3.S je potom a = b, ¢o je spor.
Dievéatd b # ¢ st hladané dve nepriatelky dievéata a.
Dékaz je vykonany.

Veta 5.S. Existuju tri rozne dievéata tak, ze kazdé
dve z nich st nepriatelky.

Dékaz. Existencia dievéata (oznaéme ho @) vyplyva
z S,. Teraz stad¢i vziat dievéata a, b, ¢ z dékazu predoslej
vety.

Ddosledok. Mnozina D ma aspon tri rézne prvky.

Veta 6.S. Ku kazdému chlapcovi X existuje aspon jed-
no dievéa x, ktoré sa mu nepadi.
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Dékaz. Podla doésledku existuji dve rdézné dieviata
a, b. Ak je X ¢ a, alebo X ¢ b, potom sme hotovi. Nech
teda X ea, Xeb. Podla S, existuji chlapci 4, B tak,
ze A #X # B, Aeca, Beb. Potom je A = B, lebo
inak by vzhladom na vetu 3.8 bolo @ = b. Dievda
x = ADB sa chlapcovi X nepadi, lebo inak by bolo podla
S; ¢ =2 aj b = 2. Tym je dékaz vykonany.

Veta 7.8. Kazdému chlapcovi X sa padia aspon dve
rézne dievéata.

Dékaz. Podla vety 6.S existuje dievéa x tak, 7ze X ¢ «.
Podla S, existuji B # C, ktorym sa x padi. Potom XB
a XC st hladané rozne dievéata padiace sa chlapcovi X.

Axiomatizovana tedria S postavena na troch zaklad-
nych pojmoch a piatich axiomach v tomto stadiu obsa-
huje tri definované odvodené pojmy: nepadit sa, pria-
telky, nepriatelky a sedem tvrdeni.

&
A nakonec dvé tlohy od Frantiska Zitka, autora
knizky Vytvorwjici funkce (svazek 29).
Uloha 1. Pro reilnd x a m = 0, 1, 2, ... definujeme
mnohodleny P,(x) takto:
Pyx) =1, Pix) =2,..., Ppy()= (x4 n)P,(z).

Potom pro vSechna piirozend n a realna x, y plati

Pofe +9) = 3 }) Pele) Pt

k=0
(tzv. Norlundova formule). Dokazte.
Ndvod. Formuli snadno dokazeme matematickou
indukei podle n.
Uloha 2. Urdete, kolika zptisoby lze ptirozené &islo n
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vyjadiit jako soulet navzajem raznych piirozenych
¢isel. K poradi séitanct se neptihlizi.

Ndvod. Hledany poc¢et je roven koeficientu pii a»
v mnohoélenu

(1 4+ 2)(1 + 2?) ... (1 + am).
njl).)Pron =1,23, ...,
10 jsou tyto poéty rovny poradé 1,1, 2,2, 3,4, 5, 6, 8, 10,

[J e to mnohodlen stupné (






