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POZDRAV Z NDR

HELMUT BAUSCH

Jménem ustiedniho vyboru olympiad mladych matema-
tikit NDR chei blahopiat k jubileu vSem nasim ¢esko-
slovenskym pratelim a kolegtim, ktefi jiz dvacet pét
let obétavé pracuji v matematické olympiadé, a pfipojit
i ptani dal§ich tspéchi. S mnoha kolegy z CSSR nas uz
léta vaze pratelstvi. Udast obou nasich zemi na mezi-
narodnich matematickych olympiaddach a jiné podobné
piilezitosti poskytuji nasim uditelim a zakim velké
moznosti k navazani kontakti a k vyméné zkusSenosti.
Vime, %e se v CSSR vyviji zna&né tsili ke zvysenf zdjmu
o matematickou olympiddu obsahové i organizaéné
zajimavymi formami. Mnoho podnéti jsme pievzali;
napt. po zhodnoceni zkusenosti ziskanych v CSSR jsme
i u nas zavedli volitelné povinné tlohy, coz nasi Zici
velmi uvitali.

V NDR nemaji je$té matematické olympiddy tak
dlouhou tradici. NaSe prvni olympiada se konala :7
v roce 1962, i kdyZ jsme se uz od roku 1959 kazdoroéné
zudastiiovali mezinarodnich- matematickych olympiad,
bohuzel s velmi malym tspéchem. P¥i piipravé a orga-
nizaci nasich olympidd jsme vsak asponl mohli sbirat
a” vyuZivat zkuSenosti ziskané v jinych zemich. Dnes
maji olympiddy v mimoskolni praci nasich Zakt a udi-
teli své pevné misto. K jejich naplni prispivaji mnozi
matematici z universit, vysokych skol i Akademie véd
NDR. Kazdoroéné statisice Zakt ¥edi tlohy prvntho
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kola (toto se nazyva §kolni olympiidda) anebo se o-to
alespoti snazi. Ulohy $kolni olympiddy se uvetejiiuji
i v deniku FDJ Junge Welt a je ptipustné, aby Zici po-
zadali své rodide nebo pifbuzné o pomoc pii FeSeni.
Ulohy druhého, tiettho a &tvrtého kola (okresni, krajska
a celostatni olympidda) musi byt Feseny v klauzurnich
podminkach. ObtiZnost tGloh rok od roku roste. Zaci se
pripravuji v pracovnich skupinach, v matematickych
taborech o prazdnindch a o obzvlasté schopné peduji
ucditelé a védei individudlné. V Berliné je také zakovska
matematicka spoleénost. VSechna tato piiprava ale
zdaleka neni jenom tréninkem na olympiddy. Jejim
hlavnim cilem je vSestranné prohloubit matematické
vzdélani Zaki.

V roce 1974 jsme podruhé méli moZnost uspoiddat
mezinarodni matematickou olympiadu. Uédinili jsme tak
s velkou radosti. V tdasti bylo dosaZeno nového rekordu
(18 zemi). Poprvé jsme uvitali druzstva VDR a USA.
Zajem o mezindrodni matematické olympiddy ziejmé
stale roste, takze maji pfed sebou dobré vyhlidky. Pres
v8echny obtiZe vyvolané raznosti Skolnich programi
v tak mnoha zemich je moZné zadat soutézni tlohy,
které jsou zajimavé pro vSechny udastniky.

Chtél bych nyni predlozit tlohu, ktera je odvozena
z formulace praktického problému, na ktery jsem
narazil pii svém uditelském plisobeni na berlinské Vyso-
ké Skole zemédélské techniky.

Mnohé biologické procesy rustu lze piiblizné popsat
pomoci funkef tvaru

y=axfer, x>0, (1)
piipadné
Inhy=a+4 flne—yx, (2)

(@ = In «), pfitem% «, 8, ¥ jsou jisté kladné konstanty.
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Nap#. lze pomoci (1) vyjadiit zavislost zemédélského
vynosu y na mnozstvi z jistého hnojiva, které bylo do-
déano pudé. Znalost takové funkéni zavislosti poskytuje
mnohé vyhody zejména pro optimalizaéni dlohy. Aby
bylo mozné pracovat s funkei ( ), je tieba nejdiive uréit
hodnoty konstant «, 8, y, piip. @, g, y. Vychazi se piitom
z vysledki pokust, které da]1 tabulku hodnot (a;, v:)
(t=1,2,...,n) (x; >0, y; > 0), n je podet provede-
nych méteni. Rozdily @ + fInx;—yax;—Iny; jsou
obecné rtzné od nuly, nebot jinak by bylo mozné piesné
vyjadiit vysledky méteni pomoci (2), a tedy také pomoci
(1).

Utvofme nyni souéet S druhych mocnin téchto roz-
dila, tj.

8@, f,y) = 2(a+l31ﬂxz—7%—-1ﬂy¢)2 ©)

a vypoditejme a, 8, v tak, aby soudet S byl minimalni
(to je tzv. metoda nejmensich &étvercu). S je funkce tii
nezdvislych proménnych (a, B, y), nebot z; a y; jsou pevné
dané hodnoty. Dostali jsme tak tlohu na uréeni extrém-
nich hodnot funkce tff proménnych, kterou zde vyse-
tfovat nebudeme. Poznamene]me jenom jesté toto:

Pro existenci pravé jednoho minima funkce (3) je
nutné, aby determinant tietiho ¥fadu

n,  >Inx, >
=|3ha, Sh2z, Szlnz (4)
E Zi, 2 X ln X, 2 x’%
byl rizny od nuly. Odtud plyne nasledujici tloha.
Uloha. Budte ,, z,, . .., %, kladna realné &isla, z nich%
alespon tii jsou navzajem ruzni. Dokazte, Ze determi-
nant (4) je kladny.
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Resent. Pro zkraceni zapisu poloZzme x; = a;, In z; =
= b; a séitat budeme pres vSechna 7, j, k =1, 2, ..., n;
pak je

n 2 bi 2 a;
_D= 2[)1 Eb? Zaibi =
dai Jab X a;
= nZafEbf + 220:52(7@'2(1@-1)1—— (Ea@)22bf—
— 2 (Dbi)? —n(S aibi)? =
=N 2 afbf + 2 2 aibkajb,- — 2 aiakb? = E a?bibk —
i 67k Wik ik
N 2 (Lib'ﬂ/jbj =
i
= > ({0} + 2 aia;b;b; — aib; — aibb — aiabib;) =

ik
= E (a/?b? + aia,-bjbk + a,-a,kbib,-——aiakb‘f— a?b,-bk—aia,-bibf) =

Wik

= _Zkaibi(aibj + a,-bk + akbi—akb,-——aibk— ajbi) =' E a/ib,' Aij’ka
2.7,

Wik
kde
1 1 1
A = (& a;  ag|-
b b by

Hodnota soudtu nezavisi na uspotddani indexii, nebot
v8echny indexy probihaji nezavisle hodnoty od 1 aZ
do n. Celkem existuje Sest rtznych uspoiddani indexii
1, J, k a v dusledku toho existuje Sest vyjadieni soudtu,
kterd jsou analogickd vyjadieni vySe uvedenému. P
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zamené dvou indextt zméni determinant A své zna-
ménko. V dusledku toho plati

D= 3 (0 — by — b — by + bt i) A =

@ik

_2 Az)k =

Wik
Nyni ukazZeme, Ze alespon jeden z determinanti Ay
je rtuzny od nuly.
Podle piedpokladu jsou alespon tii hodnoty a; navza-
jem rizné; necht jsou to hodnoty a,, a,, a,. Plati
1 1 1 1 0 0
N =00y a, a|=|a, a—a, a—a,|l =
b, b, b b, b,—b, b —b,
= (ag—a,) (b — by) — (ar — a,) (bg—b,) =

= (2, — ) In (,[2p) — (2, — 20) In (2,/;) .

Pripustme, Z%e by bylo A,, = 0. To by znamenalo
(protoze z, > 0), Ze je (T,— 1)InZ, = (T, — 1) In 7,
kde z, = z [z, # 1, T, = x|z, # 1, Ty # T, a tedy

In z, In z,

[l —

Tato rovnost vSak nemiize byt splnéna, nebot z, # 7,
a f(x) = Inx/(x — 1) je klesajici funkce v celém svém
definiénim oboru. Proto je A,, # 0 a tim také D > 0.
Poznamka. Existuje podstatné kratsi dukaz, ktery
vSak predpoklada nékteré specialni znalosti:
Definujme tti vektory v n-rozmérném prostoru

a={L1,..,1};, p={nz,Inx,;...,nz},
€ = {8y 2 %py on 5 38n)s
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Potom Ize vyjadiit prvky determinantu D jako skalarni
soudiny téchto vektort, totiz

aa, ab, ac
D =|ba, bb, bc
ca, «¢b, «cc

Toto je ale Gramiv determinant tfetiho ¥adu (viz napt.
V. J. Smirnov: Kurs vysfej matematiki, dil 111, kap. 1,
§ 2). Jeho hodnota je kladnd, kdy% jsou vektory q, b, ¢
linedrné nezéavislé, a je rovna nule, kdyz jsou tyto vekto-
ry linedrné zavislé. :

Vektory a, b, ¢ jsou vSak linedrné nezavislé, nebot
vyse bylo ukazano, Ze je A,, # 0, a proto je hodnost

matice
1 1 1
[xl xz oo .’L‘” ]
Inz;, Inz, ... Ina,

rovna 3.
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