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CINORODE PRATELSTVI

JOHANNES LEHMANN

Smyslem mimoskolni prace je vyjit duisledné vstiic
piirozenym piedpokladim, sklonim a zajmam mladeze
a rozvinout je tak, abychom z kazdého mladého dlovéka
vychovali uziteéného ¢&lena socialistické spoleénosti.
K dosazeni vynikajicich vykont v néjakém oboru — jak
svédél zkusenost zejména z posledniho desetileti — dnes
uZ nestaéi jen vzorné spolupracovat pii vyuce a svédo-
mité plnit uloZzené tkoly. Dvé az tii hodiny télocviku
tydné anebo jedna az dvé hodiny hudebni vychovy
nestaci k ziskani ceny pi¥i utkdni nebo pii soutézi.

Ohlédnete-li se nazpét, na Gtvrtstoleti neptetrzité,
obsahové bohaté mimoskolni prace v oboru matematiky,
uvidite jasny diukaz, Ze jste poznali vyznam matematiky
pro viestranny rozvoj socialistické osobnosti a poskytu-
jete viem mladym lidem mozZnost plné rozvinout své
vlohy, sklony a zajmy v tomto stéZejnim oboru.

S velkou radosti vzpomindm na své navstévy u vas.
Vidy jsem u vas naderpal mnoho zkusenosti a pokazdé
jsem se domu vracel s kupou matematické literatury
pro mlddez a s mnozstvim uloh pro nasi olympiaddu.

Nasi mladi matematici mohli tak poznat troven vasi
mimoskolni prace a soudasné si na predlozenych problé-
mech vyzkouset své sily.

Mam pred sebou némeckd vydani vasSich knizek:
J. VySin: Metody tesent matematickych loh; O. Zich,
A. Kolman: Zajimavd logika; J. Sedladek: Nebojte se
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matematiky; J. Sedlatek: Uvod do teorie grafe. Tyto
knihy si v NDR ziskaly mnoho piatel. Jsou prikladem
syntézy odborné a zabavné matematiky a podnécuji
¢tenate, aby studoval jak moderni, tak tradiéni problé-
my naseho stézejniho oboru.

Casto jsem sedaval s kolegy z Gasopisu Rozhledy
a shromazdovali jsme zkusenosti a predevsim material
k nasemu spole¢nému snazeni: piiblizit slovem i obrazem
co nejveétsimu pocétu lidi exaktnost, eleganci a krasu
matematiky. Copak neni projevem opravdového pia-
telstvi, kdyz — jak jsem to sam zazil — své sily méii
druzstva z Neubrandenburgu a Prahy nebo z Brna,
Plovdivu, Poznané a Chotébuzi? Tento druh vztahu
by se mél podle mého soudu péstovat jesté vie.

Osmkrat jsem mél moznost zhGdastnit se mezindrod-
nich olympiad jako Séfredaktor matematického ¢&aso-
pisu pro zaky Alfa. Na XIII. MMO, kterd se konala
v roce 1971 v Ziliné, jsem mél prilezitost navazat osobni
styky s mnoha kolegy z vasi zemé a piedat pak jejich
zkuSenosti Sedesati tisicim ¢tenait dasopisu Alfa
i mnoha mladym matematikim, vedoucim pracovnich
skupin a uditelim, kterym jsem prednasel.

Kazda mezinarodni olympidda mi poskytla moznost
mluvit se ¢leny a vedoucimi vaseho druZstva a poznat
vykony vagich nadanych zakd. K tomuto prispévku
prikladam fotografie ti¥i vasich tdéastnik MMO.*) Obé
divky, Helena Husova a Alena Vencovska, byly v po-
slednich letech nejispésnéjsi z divek a Bohu§ Sivak
patiil k nejuspésnéjsim tcastnikim VII. MMO spolu
s W. Burmeisterem z NDR a J. Pelikanem z MLR.
Vsichni ti jsou zivym dokladem dobré prace.

Mé uptimné uznani a nejsrdecnéjsi pozdravy patif

*) Viz str. 19, 20 a 22. Pozn. red.
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vsem, kdo s vytrvalosti, energii a radosti z matematiky
pracuji pro dobro nasi spoletné véci.

Pii kazdém naSem setkani se mluvilo i o vlastnich
matematickych problémech. A tak vam i p¥i této pii-
lezitosti predkladdm nékolik tloh z nasi matematické
olympiady a preji vam radost a tspéch pfi jejich feseni.

V NDR se matematické olympiady konaji ve étyiech
kolech: 1. kolem jsou §kolni olympiady (pro zaky 5. aZ
12. t¥id) a Gdastni se ho zhruba pul miliénu zaka; 2. ko-
lem jsou okresni olympiaddy (opét pro zaky 5. az 12. t¥id)
a téch se udastni zhruba 20 000 zakt; 3. kolem pak
jsou krajské olympiady (pro zaky 7. az 12. t¥id) s podtem
udastnikil asi 2 500, a koneéné nejvyssim, 4. kolem je
olympidda NDR, do niZ postupuje uz jen asi 250 Zaka
z 10.. az 12. t¥id. Z téchto 250 udastnikiéi celostatni
olympiady je delegovano 8 nejlepsich mladych mate-
matiktt na mezinarodni olympiadu.

Ctenaitim tohoto pifispévku predkladdm tlohy pro
zaky 10. t¥id z XIII. olympiady mladych matematiki
NDR, ktera se konala 8. aZ% 10. dubna 1974. Mohou
z nich poznat troven poslednfho kola nasich olympidd.
Ve dvou d&tyihodinovych klauzurach se fesi po trech
tlohach (zak mé moznost volit mezi 3A a 3B).

1. V ornamentu je dan rovnostranny trojthelnik 4 BC,
v ném je nakreslena polokruznice k, (se stiedem M,
a polomérem 7,) a kruZnice k, (se sttedem M, a polo-
mérem 7,) tak, zZe jsou splnény nasledujici podminky:
(1) M, lezi na tsedce A B,
(2) &, se dotyka obou tisedek AC a BC,
(3) ky se dotyka k, zvenéi a obou tsetek A( a BC.

Ukazte, ze plati r; > r,, a vyjaddiete pomér 7, : r,.
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2. Sestrojte pravouhly trojihelnik A BC's pravym thlem

pii vreholu C, je-li ¢, = 6 c¢m, #, = 8 cm, ptidemz ¢,
je délka téznice jdouci vrcholem A4 a ¢, délka téznice
jdouci vrcholem B. 3
Popiste a odavodnéte konstrukei. VySetite, zda
takovy trojuhelnik ABC s danymi délkami téznic
existuje a zda je aZ na shodnost urden jednoznaéné.

3A. a) Dokazte, ze k danému redlnému &islu z, lze &islo

2 + xy -+ 1 vyjadiit graficky touto metodou: V pra-
vothlém soufadnicovém systému s poditkem O se
zkonstruuje ¢tverec OPEQ, jehoz bod E méa souiad-
nice (1, 1) a body @ a I lezi na rovnobéZce ¢ s osou x.
Na ¢ se sestroji bod X tak, Ze orientovana usecka
(jeji smysl uréuje znaménko pii z,) X ma délku
|zol. V bodé X se sestroji kolmice k piimce urdené
body P a X a urdi se jeji prusecik ¥ s osou y. Pak je
¢islo % + x, + 1 soufadnici bodu Y.

b) Dokazte pomoci tohoto grafického postupu, z
funkce f definovana pro vSechna x vztahem f(z) =
= 2% + « 4 1 nemd redlny nulovy bod.

[«

3B. Najdéte vsechny celodiselné dvojice (x,y), které

4.

5.

vyhovuji rovnici
(v + 2t —at = 1.

Vysettete, zda je ¢islo v = ]/4 -+ ]/7— ]/4 — 7 —
— 1/5 kladné, zadporné nebo rovno nule.

Zméazornéte v pravouhlém soufadnicovém systému
mnozinu vSech ¢iselnych dvojic (z, y) které spliuji
rovnost

‘|x|—!—l]y[——3’——3’:l.

. Pravidelny &tyistén s vrcholy 4, B, ¢ a D s délkou

hrany @ protind Sest navzajem riznych rovin, pii-
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¢em? kazdé z nich obsahuje pravé jednu hranu &étyi-

sténu a stied protilehlé hrany.

a) Kolik vznikne celkem téles, jsou-li vSechny rovinné

fezy provedeny soucasné ?

b) Vypoditejte objemy jednotlivych téles pomoci dél-

ky hrany a.

Z této skupiny sedmi tloh jsme vybrali naroénou
2. ulohu a ukazeme jednak navrh feseni vypracovaného
skupinou, kterda tdlohu piipravila, a jednak velmi ele-
gantni Zékovské feseni.

Ulohu 2 Fesilo 99 #4kt. Bylo mozno dosdhnout sedmi
bodu. Vysledky udava tato tabulka:

Body: 0o 1 2 3 4 5 6 7
Podet zaki: 31 11 6 7 11 11 14 8

Pii feseni bylo ¢asto pouzito aritmetickych pomoc-
nych prostifedkt. To zpravidla vedlo ke slozitym alge-
braickym vyrazim, jejichz konstrukce dala vzhledem
k nepresnostem rysovani (spojovani bodu lezicich tésné
vedle sebe) neuspokojivé feseni. Tak napi. nemély troj-
thelniky sestrojené podle vypoétenych tdaji u vrcholu
C pravy uhel, a tak u zaki vznikly pochybnosti o sprav-
nosti feseni. Tvrzeni o existenci trojihelnika zaci touto
metodou rovnéz nepodali.

Zakladni myslenka doplnéni trojihelnika ABC na
rovnobéznik vedla pievazné ke sprévnému Teseni. Napf.
byly urdeny body 4* a S* stfedové soumérné k bodum
A a 8 podle stiedu soumérnosti v bodé P (krajnim
bodé téZnice AP = t,). Zaci spravné urdili, ze bod C
lezi na Thaletové polokruZnici £ s pramérem AP a Ze

C8* = %tb. Bod B je pak stiedové soumeérny podle
sttedu P k bodu C (obr. 6).



Obr. 7

Nékteti tdastnici Fesili tlohu konstrukei zaloZenou
na zrcadleni podle bodu P.

Plny podet bodt vSak byl udélen jen tém tdéastniktm,
ktefi nalezli také spravny dukaz existence trojihelnika
(obr. 7).
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1. Redeni komise pro tilohy :

j

II.

III.

Piedpokladejme, Ze trojihelnik ABC znazornény
na obr. 7 spliuje podminky tlohy. P, @, R jsou
sttedy stran BC, CA, AB trojtihelnika ABC. S je
prise¢ik vSech tii téznic. Plati SA4 : SP = SB:
: 8Q = 2 : 1. Ze stejnolehlosti se sttedem v bodé 4
plyne, Ze QR je rovnobézné s BC. QR a téznice AP
se protinaji v bodé 7. Protoze <t ACB = 90°,
BC || QR, je také ¢ AQT = 90° (obr. 7).
Trojuhelnik A BC spliuje podminky tlohy, jestlize
jej lze sestrojit timto zptsobem:

(1) Sestrojime na piimce ¢ ¢étyfi body 4, 7', S, P

v tomto poradi tak, ze AT = —%ta, TS = ?ta,
SP = L.

(2) Nad AP opiseme polokruznici k£, a nad AT
polokruznici k, tak, ze k, a k, jsou ve stejné
poloroviné uréené piimkou g¢.

(3) Kolem bodu S opiseme kruznici k; polomérem

1 i , v
—?)—t,,. Tato kruznice protina k, v bodé .

(4) Spojime body 4 a @ a prodlouzime tsecku AQ
za bod @, az protne k,. Ziskdme tak bod C.
(5) Used¢ku OP prodlouzime za bod P. Spojime Q

a S a prodlouzime @S za bod §. Piimky CP
a @S se protnou v bodé B (obr. 8).
Diikaz toho, Ze kazdy takto sestrojeny trojthelnik
splinuje podminky tlohy:
Podle konstrukce je AP téznice v trojihelniku 4 BC
vychézejici z bodu 4 a ma délku #,. Protoze AS =
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2 . VVvevv s r 7 A4
=§ta, je S tézisté trojahelnika ABC. Protoze

BC || QT, 2.AT = AP a y = 90°, lezi C' na polo-
kruznici k, s pramérem AP, () na polokruznici k,
s pramérem AT a @ je sttedem strany AC. Protoze

B
muizeme obratit vétu o délicim poméru tézisté v troj-
thelniku, protinaji se pfimky @S a CP v bodé B
tak, ze plati PC = PB a BS = 2.8Q. Tedy jsou
AP a BQ téznice trojihelnika A BC.

IV. Kroky (1) a (2) v konstrukei uréi body 4, 7', S, P
a kruznice k, a k, jednozna¢né az na shodnost.
7 (3) dostaneme bod @ pravé tehdy, jsou-li splnény

nerovnosti
2 1 1 1 2
?ta < ?ta + ?tb a ~§tb < —3—ta ‘
Tedy musi platit
ta < 2tb a tb < 2ta (*)
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Jestlize bude {, =6 cm a & = 8 cm, pak bude
podminka (*) splnéna. Existuje tudiz prisedik Q.
Tim (4) vede k uréeni bodu C. Protoze PC . @S,
je mozno podle (5) vrchol B trojthelnika ABC
sestrojit.

2. Vzorné Zdkovské refent:

I

II.

it =

Piedpokladejme, zZe A ABC lze sestrojit na zikladsé
danych udaju. Potom necht P a @ jsou stredy od-
vésen BC a AC a S prusetik AP a QB Dale necht
je A* bod na AP lezici za P tak, Ze plati AP =
= A*P =t,. Ctyithelnik ABA*C j je rovnobéinik,
protoze jeho uhlopiicky se navzajem pili. Tedy
plati A ABC =~ A BA*C. Necht N je stied tsetky
BA*, S* priuseéik CN (=4t) s PA* (=1t,). Tato
rovnost vyplyva ze shodnosti. Protoze se téZnice
protinaji v poméru 2 : 1, plati PS* = %ta a 08* =
2

=—".

3
Tim dostaneme néasledujici konstrukei:
(1) Konstrukce AP =t, = 6 cm.
(2) Konstrukce Thaletovy kruznice nad AP.
1

(3) Na AP nanesme za bod P tsedku PS* = Et“ =
= 2 cm.

(4) Oblouk kruznice se stiedem S* a polomérem

2

3 —5-om protne Thaletovu kruZnici v bodé C.

(5) Bod B se uréi na CP za bodem P pomoci vztahu
OP = BP. Trojthelnik ABC je hledany trojihel-
nik.
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III. Dakaz. Z (2) plyne, ze <t ACB = 90° a ta = 6 cm.
Z 1. a dale ze shodnosti plyne

A BA*C =~ A ABC = t, = 8 cm,

tedy A ABC je hledany trojthelnik.
IV. Krok (4) v konstrukei lze provést, pouze kdyz plati

1 2 1
‘gta < ?tb < ta + _3—ta
a tudiz
t, < 28, < 4, . (*)

JelikoZ je 6 cm < 16 cm < 24 cm, existuje v nasem
pripadé pravé jeden trojihelnik.

Jestlize plati (*), lze konstrukei provést vidy jedno-
znaéné, a tedy existuje pravé jeden trojihelnik ABC.
Jestlize (*) neplati, neexistuje trojihelnik ABC, kon-
strukei nelze provést.

Zavérem predkladdme étenditm jesté 3 tlohy, které
na XIII. olympiadé mladych matematiki NDR fesili
zaei 11. a 12. tifd.

1. V roviné budte dany dva nenulové vektory x a y.
Vztahem
Cn =|xt—mny|pron =1,2,3, ... (1)

je definovana posloupnost redlnych &isel. Udejte

nutné a postadujici podminky pro to, aby posloupnost

(1) byla

a) rostouct,

b) klesajic,

¢) v pripads, Ze posloupnost (1) nenf ryze monotonnf,
vySetiete, zda existuje prlrozene ¢islo n, tak, Ze
intervaly 1 <n < n, a n, < n jsou intervaly mo-
notonie posloupnosti (1).
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2. Je-li @ realné cislo, ozna¢me [2] nejvétsi celé d¢islo,
které neni vétsi nez x. (Tak je napt. [#] = 3, [0,7] =
a) Ukazte, ze existuji dvé racionalni &isla a, b tak,
ze &isla ¢, =an +b—[an +b] (n =1, 2, ...)
tvoti nekonstantni posloupnost a ze vsechna ¢, jsou
ruzné od nuly.

b) Dokazte, Ze pro kazda dvé racionalni ¢éisla a, b
ma posloupnost ¢isel definovand v a) minimum.

3. Budte n,, n, celd kladna ¢&isla; v roviné bud dana
mnozina M; majici 2n; navzijem ruznych bodu
a mnozina M, majici 2n, navzdjem riznych bodi,
které jsou riazné od vSech bodt mnoziny M, a necht
neexistuje primka, kterd by prochazela tfemi z téchto
2n, + 2n, bodu. Dokazte, ze pak existuje primka g
s nasledujici vlastnosti: Rozdélime-li pfimkou ¢ rovi-
nu na dvé poloroviny H a K (g samotnd nepatii ani
k H, ani ke K), pak lezi jak v poloroviné H, tak v po-
loroviné K pravé polovina vsech bodu z M, a pravé
polovina vsech bodt z M,.
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