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Korespondencni seminare UV MO

Karel Horak

Korespondenéni seminafe maji uz pomérné slusnou tradici. J& se do jejich pripravy
zapojil v okamziku, kdy jsem nastoupil aspiranturu v Matematickém astavu CSAV
a tam se seSel s Tondou Vrbou, ktery az do svého faux pas s odznakem polské Soli-
darnosci na klopé pfi setkani Gispésnych olympionikii se zastupci ministerstva skolstvi
nékdy v roce 1981 obstaraval napli téchto seminafi i opravovatele tloh a daval do
kupy jimi sepsané komentafe. Diky shora uvedenému poklesku svého pfitele jsem pak
dostal moznost vySvihnout se na jeho misto s honosnym titulem tajemnika Gstfedniho
vyboru.

V dobé, kdy jsem se ujal korespondenéniho seminéfe, nebyly tfidy se specidlnim
zaméfenim na matematiku jesté prilis obvyklé, proto byl tento seminaf zaméfen
predevsim na $pickové fesitele mimo Prahu, Brno, Bilovec a Bratislavu. Postupné vsak
zacal zcela pfirozené zahrnovat i ostatni nadané studenty a stal se tak jednou z béznych
soucdsti pripravy potencidlnich reprezentanti nasich zemi na mezinarodni matematic-
ké olympiddé. Do opravovani tiloh se z velké vétsiny zapojovali zejména byvali ispésni
olympionici, ktefi postupné pfechézeli z fad Gcastnikl do fad organizatori, a néktefi
v tom vytrvali i po ukonéeni studia matematicko-fyzikalni fakulty (Jan Kratochvil,
Miroslav Englis).

Korespondené¢ni seminaf nikdy neobsahoval nové originalni Glohy, nicméné bylo
dobrou snahou jeho organizatorti pfinést co nejpestiejsi vybér tloh nepfilis znamych.
Velmi bohatym zdrojem takovychto tiloh pro mne od poéatku byl Zadacnik sovétského
casopisu Kvant, ktery v kazdém cisle publikoval pét ¢asto ptivodnich tloh, coz po deseti
rocnicich v roce 1981 znamenalo uz slusnou zasobu 600 kvalitnich Gloh. A bylo vzdy
povzbuzujici, kdyz nasi GCastnici nasli ¢asto originalnéjsi postupy i slabiny ptivodné
publikovanych Gloh aJechh feseni. Z tohoto vyberu si ted mizete pokusit vyTesit pétici
Gloh pouzitych koncem 80. let.

I'Jlohy

1. Je ddno 2n+1 kladnych ¢isel takovych, ze rozdil mezi souctem libovolnych n + 1
danych ¢isel a souctem zbylych r éisel je kladny. Dokazte, Ze pro soucin B vsech 27:‘_:'11)
takovych rozdili a souet A vSech 2n + 1 danych &isel plati
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2. Na vecirek prislo n manzelskych parta. Pfi konverzaci vzniklo nékolik skupinek
1, Cg, ..., ¢k takovych, ze zadni dva manzelé nebyli pohromadé v zadné ze skupin,
zatimco kazda jina dvojice byla pravé v jedné ze skupin. Dokazte, ze pro n 2 4 je
k 2 2n. Plati uvedené tvrzeni i pro n = 37

3.  Jestlize

tak
a b c

G—oF " c—af  G=D

5 =0.

Dokazte.

4. Uvazujme n stejnych minci, které lezi na stole

a vytvafeji uzavieny fetéz (kazdé dvé sousedni se
dotykaji). Kolik otacek vykona mince stejného roz-
meéru, jestlize s ni objedeme (bez klouzani) cely retéz
(obr. 15), tj. predpokladame-li, ze pohybujici se mince

se dotkne kazdé z danych minci? Jak se odpovéd 7
zméni, bude-li mit tato mince k-krat vétsi polomér

nez mince v fetézu?

5. Dokazte, Ze na povrchu devatenéctisténu, ktery

je opsan kouli o poloméru 10, existuji dva body, jejichz
vzdélenost je vétsi nez 21.

Obr. 15

Reseni

1. Oznaéme zy, z2, ..., op41 dand Cisla. Pro kazdé pevné i € {1,2,...,2n + 1}
uvazujme vSechny rozdily tvaru

Z‘i—i—z:cj-—z.rj =z;+a-b,
JEA Jj€B
kde mnoziny A, B jsou dvé disjunktni n-prvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,
2n + 1}, 1 ¢ AU B. Takovych rozdili je (2,:') a muzeme je rozdélit do dvojic
z; +a—b, i —a+b,

2n

p
n ) nerovnosti

pro néz dostaneme%(
0<(zi+a—b)(z; —a+0b) <zl (1)

Celkem tak (pro kazdé i € {1,2,...,2n + 1}) dostaneme I ) (2n + 1) nerovnosti,
jejichz vynasobenim vyjde
Bn+1 § A(?)7
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nebot kazdy z rozdili (z;, + i, +...4+z;,,,) —(...) se na levé strané vyskytne prave
(n+ 1)-krat (proi =z, i = 2i,, ..., i = 2i,,,).

A protoze
n(2n) _ (2n)! _ 2n )
n+l\n/) (n=1Dn+1)!" \n-1)

B < AGD),

je také zaroven

coz jsme méli dokazat.

Podle poctu tehdy zaslanych feseni $lo o ilohu obtiznéjsi, i kdyz uvedené feseni
to zcela nepotvrzuje. U podobnych tloh se vzdy vyplati podivat se na trivialni pfipady
pro mald n, které mohou napovédét obecné feseni. Dosla feseni se vétSinou lisila jen
v jasnosti argumentace. Kromé nerovnosti (1) bylo mozno pouzit i obecnéjsi nerovnosti
pro soulin F(z;) vSech rozdilii tvaru z; + a — b, jejichz aritmeticky pramér je podle
stejné avahy x; (I. MartiSovits), takze

) € 2\,

i€ tedy 2n+1 2n41 (21.) 2
B! = HF(::,)§(H :c,-) "= A,
t=1 i=1

Rada fesitelti také opomenula zdiraznit, ze uvedené nerovnosti lze nasobit jen diky
tomu, Ze uvazované rozdily jsou (dle predpokladu) kladné!
2. 7 predpokladi alohy pfedevsim plyne, ze kazdé dvé skupinky maji nejvyse jeden
spolecny prvek a kazda ma nejvyse n ¢lenii (jinak by v ni byl aspon jeden manzelsky
par). Oznalme jednotlivé hosty &isly 1, 2, ..., 2n a déle oznaéme d; poéet skupinek,
ve kterych je host ¢islo 1.

Je-li d; = 2 pro néjaké ¢, pak musi obé skupiny A, B dohromady obsahovat viechny
hosty kromé partnera hosta i (i se v jinych skupinkich nevyskytuje). Je tedy

IAUB|=2n—-1, |[ANB|=1, |A|<n, |B|<n,

takze obé skupiny musi mit pravé n élenti. Vezmeme-li ted z kazdé z obou skupin
po jednom ¢lenu ¢ € A a b € B, a # i # b, tak pokud to nejsou manzelé, musi
spolu byt pohromadé v néjaké skupiné c;, ve které uz nikdo jiny z A U B byt nemiize.
Takovych dvojic, a tedy i riiznych skupin (kdyz odeéteme pfislusné manzelské dvojice)
je(n—1)(n—1)—(n—1)=(n—1)(n—2). Proto pro n 2 4 a pro poéet k skupinek
plati

E224(n—-1)(n-2)=n>=3n+422n.

Zbyva vyfiesit tézsi pripad, kdy je d; 2 3 pro kazdé i, 1 £ ¢ < 2n. Prifadme
kazdému z hostii néjaké redlné é&islo z; a oznaéme y; souéet téchto &isel pro viechny
¢leny skupinky c;, tj.

y=Se 1SjiSk (1)

i€c;
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Oznaéme jesté M = {{7,j}; i a j jsou manzelé} mnozinu manzelskych dvojic. Pak
dostaneme nasledujici odhad

k 2n
ny = Zd,-m?-{-? Z T,Ts =
j=1 i=1 {r,s}¢M
2n 2 2n
E= (Zz,) +Z(d,- - l)x;“’ -2 Z TeT, =
i=1 i=1 {r,s}eM

2n 2 2n
(Z 1',-) + Z(di -2z + Z (22 + 22 — 2z,2,) 2
i=1 i=1

{r,s}eM
2n 2n
Z(d,- - 2)z? 2 Z 2.
i=1

i=1

1A%

Nejprve jsme vyuzili toho, ze kazda dvojice {r,s}, | £ r < s < 2n, se vyskytuje pravé
v jedné skupiné c;, pokud r a s nejsou manzelé, a nakonec toho, Ze dvojice manzeli
Jjsou (zpravidla) navzdjem disjunktni.

Dostali jsme tak nerovnost

k 2n
} : 2 } : 2
y] z L)
j=1 i=1
ktera Fika, Ze pro y1 = y2 = ... = yr = 0 ma soustava rovnic (1) pouze trividlni feseni
Ty =29 =...= &9, = 0. To ovSem znamen4d, Ze rovnic musi byt rozhodné aspon tolik

co neznamych, tj. musi platit & 2 2n, coz jsme méli dokazat.

Z predchoziho feseni (z rozboru pfipadu d; = 2) snadno zjistime, ze tvrzeni alohy
pro n = 3 neplati. Oznac¢ime-li hosty 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, ze i a 7 — 7 jsou manzelé,
vystaéime se ¢tyfii skupinkami {1,2,3}, {1,4,5}, {6,5,3}, {6,2,4}.

3. Tato Gloha je velmi lehka a d4 se fesit mnoha zpusoby (predpokladame samoziej-
meé, ze je a # b # ¢ # a). Roznasobenim a jednoduchou tipravou se mizeme presvédgcit,
ze plati

a + b 4 c 1 N 1 N 1 _a n b + c
b—c c¢c—a a-1b b—c c—a a-=b) (b—0c)? (c—a)*  (a—b)?

Odtud plyne tvrzeni Glohy.

Jiné feSemi (prirozenéjsi varianta predchoziho feseni). Polozime-i 2 = b —¢, y =
=c¢—a, z=a— b, bude podle pfedpokladu zyz # 0 a

ayz + bez + cey = 0. (2)
Zaroven ziejmé plati

r4+y+z=0, ar +by+cz=0.
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Vynéasobime-li rovnost (2) postupné &isly yz, z& a zy, dostaneme rovnosti

ay’z® + bayz® + cay’z = 0,
axyz? + bz?2% + cx'zyz =0,

azy’z + bx’yz + ca’y? = 0.
Jejich sectenim vyjde
ay?2? + bx?2? 4 cx?y? +zyz(a(y + 2) + b(z + 2) + c(z +y)) = 0.

Podle uvedenych vztaht pritom ale plati

aly+z)+bz+z)+ec(e+y) =aly+2)+bz+2)+c(zr+y)+ar+by+cz=

(a+b+e)(z+y+2)=0,

Il

takze dostavame hledanou rovnost
ay?z? 4+ ba?2? + cxy? = 0.

4. Polomér minci v fetézu budeme povazovat za jednotkovy. Z obr. 16 je vidét, ze

mince o poloméru k se po objeti oblouku délky « otoéi kolem svého vlastniho stfedu

1 1 . .
o thel a + o' = a + 7= (1 + E) « (odpovidajici oblouky AB a A’B maji totiz

stejnou délku). Specidlné pro k = 1 se mince po ,,projeti“ oblouku délky o sama otoéi
o thel 2. ‘

Obr. 16 Obr.17

Najdeme tedy soucet délek obloukii, které uvazovand mince objede. Oznaéme
O1, Oq, ..., O, stiedy jednotlivych minci v fetézu. Pohybujici se mince se uréité
nebude pohybovat po obloucich lezicich uvnitf n-tihelniku 0105 . ..0,, jejichz celkova
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délka je (n — 2)n (soucet vnitinich Ghli n-thelniku). Z celkové délky 2nn vsech n
kruznic musime ovsem jesté odecist ty ¢asti oblouki mezi dvéma sousednimi mincemi,
kterych se otdcejici se mince nikdy nedotkne a jez lezi v rovnoramenném trojihelniku
0;S0;41 (obr.17). Jednoduchym vypoctem zjistime, ze délka téchto dvou oblouki je

mezi kazdymi dvéma mincemi rovna 2 arccos I Celkovy soucet délek obloukii, po

+k°
nichz se uvazovana mince pohybuje, tedy bude

1
2nm — (n — 2)n — 2n arccos 75
cemuz odpovida
1+ & 2 1
—2.:.— (1l+2~ ;t-narccos 1+k>

otacek pohybujici se mince. Specialné pro k = 1 vyjde pocet otacek jako %n + 2.
Predpoklad, Ze otacejici se mince se dotkne vsech
minci v fetézu, je dilezity, protoze jinak bychom ne-
mohli pocet otacek v zavislosti na poc¢tu danych minci
urcit. Zretézené mince by totiz mohly vytvorit ,zaliv¢
(obr. 18), do kterého by se objizdéjici mince vibec
nedostala.
5. Dokdazeme tvrzeni tlohy sporem. Predpokladej-
me, Ze kazdé dva body na povrchu devatenactisténu
maji vzdalenost nejvyse 21. Je-li V4 objem devatenac-
tisténu a V objem jemu vepsané koule, je

V < Vg

Devatenactistén je tvoren 19 jehlany se spolecnym vr- - Obr.18
cholem ve stfedu S vepsané koule a jejich podstavy tvori stény devatenactisténu. Je-li
S; obsah i-té stény a r polomér vepsané koule, je
4 4 1 .
V:§m' <§1‘(51+bz+...+519) (1)

(to je mimochodem vztah mezi povrchem koule a povrchem devatenictisténu).

Uvazujme bod X nékteré stény devatenédctisténu a bod S’ dotyku této stény
_ s vepsanou kouli, pak je | X'5'| £ v/21. Kdyby totiz bylo naopak |X 5’| > v/21, bylo by
také |.XS| > V102 + 21 = 11. Pro druhy bod Y # X priiniku pfimky XS s povrchem
devatenactisténu potom plati |[Y'S| 2 10 a | XY | = |X S|+ |Y'S| > 21, coZ je ve sporu
s nasim predpokladem.

Zjistili jsme, ze kazda sténa devatenactisténu je ¢asti kruhu se stfredem v bodé
dotyku a polomérem 21. Je tedy

S; £ 21, 1<ig19.
Rovnost (1) pak pro » = 10 znamen4, ze
400n < 19 - 21, t). 400 < 399,

a to je spor.



