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I.
UvoD.
1. Jaké druhy chyb zatéZuji mé&¥ické vysledky? VSechna

méfend jsou zatiZena chybami. Nauéime se je rozliSovati na
jednoduchém pifkladé méreni vodorovnych vzddlenosti in-
varovymi draty.

Dré.ty u nds obvykle maji délku pribliine 24 m. Na kon-
cich jsou k nim pfipojeny stupnice asi 8 cm dlouhé, délené po
milimetrech. Méiend délka D se rozdéli na tseky dlouhé p¥i-
bliZné po 24 m. V koncovych bodech tseku se postavi tiinohé
stojany, nesouci vodorovnou rysku, jez se urovnd kolmo ke
gvislé roviné r, vedené meérenou délkou. Draty se napinaji
dvéma zavazimi po 5 kg a urovnavaji se do roviny r tak, Ze
kaZd4d stupnice jest proti zminéné rysce (obr. 1).

Pfi méreni odhadujeme polohu rysek viéi délenym stup-
. nicim (obr. 2).

Oznac¢ime vodorovnou vzddlenost mezi pocdtky obou
stupnic pismenem L a ¢tenf u rysky na pocateéni (koncové)
stupnici pismenem [, (I;). Pak bude vodorovna vzddlenost d
mezi obéma uvaZovanymi ryskami rovna |

d= L+ 1,—1, (1)

Kromé ¢éteni /;, I, musime urciti je3té teplotu dratu, proto-
ze jak délka L, tak délky na stupnicich z4visi na teploté.
Déle nutno zmériti vyS8kovy rozdfl mezi obéma ryskami a
opraviti délku d vzhledem k tomuto rozdilu.

A nyni uvaZujme o chybéach, které mohou zatézovati délky
d, pocitané podle vzorce (1). Predné se mluvivi o hrubych
chybich. Odhadujeme-li pozorné polohu rysky viéi mili-
metrovym stupnicim, je chyba, které se pri tom dopustime,
jisté mensi nez + mm. Dopustime-li se v tomto pripadé chyby
rovné 1 mm nebo 1 cm, je to zavinéno nezkuSenosti nebo ne-
pozornosti. Takové chybé fikdme hrubd chyba. Hrubé chyby
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abr 1

Stojany pro napfnénf invarovych dr&tﬁ.*)

T

obr 2
Ryska stojanu a délend stupmice.
*) Seznam vSech obrazci je na str. 180.



musime véas odkryti nejcastéji tim, Ze méfrime nékolikrat
a meéreni zatiZenda hrubou chybou Skrtneme.

Délky pocitané podle vzorce (1) budou jisté zatiZeny chy-
bami, kterym se ikd pravidelné nebo soustavné nebo
gsystematické. Délka L, uréend srovnédnim dratu s normal-
nim métitkem, je zatiZend chybou ¢, z tohoto srovndni, t. zv.
chybou z etalonovéni. Spravnd délka je pak L + ¢,. Chyba ¢,
je stdla, protoze kazdy tisek ji bude zatiZen stejné.

Jiné stalé chyby, které mohou zatézovati délky (1) jsou:
Chyba vyvoland zménou napinaci sfly (na pr. neni-li nékteré
zdvaZi presné 5 kg). — Nebo chyba vyvoland tim, Ze zrych-
leni tiZze v misté, kde méfime, je jiné nez v misté, kde byly
drity etalonoviny — nevezmeme-li zménu tiZe v ivahu.

Na prechodu mezi chybami stdlymi a proménlivymi mii-
7Zeme uvésti t. zv. osobni ch ybu pozorovatele. Pozorova-
telé OdhadUJl polohu rysky vuéi déleni nepfesné. Prislusna
chyba mé dvé é4sti. Jedna z nich byvé u peélivého a zkuse-
ného pozorovatele po deli dobu stéld. Pravé této ddsti se ikd
osobni chyba pozorovatele.

Prejdeme nyni k proménlivym chybim systematickym.
Oznacime-li koeficient roztaznosti invarového driatu pisme-
nem x a ur¢ime-li teplotu dratu s chybou ¢,, bude jeji vliv
na hodnoty vypoctené podle vzorce (1) roven priblizné
24xe, m. ProtoZe &, se muZze od tseku k tdseku méniti,
¢itdme tuto chybu k proménlivym chybdm systematickym.

Jinou takovou chybou je chyba z vyboceni dratu z ro-
viny r. Svird-li rovina, v niZ je drat napjat, s rovinou r hel
A, je spré,vné vodorovnd vzddlenost rysek, promitnutych
do roviny 7, rovna d cos f§, tedy chyba —d 4+ dcos f =
= d (cos f —1). Tato chyba nabyvs rtiznych hodnot, podle
toho, jaky je uhel (. Pri tom zustévé stile zdpornd.

Jind proménlivd systematickd chyba vznikne, zméni- T
vaha délkové jednotky drdtu, na pr. orosenim, prebyteénou
vaselinou, zneéisténim a pod. — Nebo zmén{-li se napinaci
sila tim, %e se zméni tfenf napinactho provazce. — Nebo
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chyba, ktera pochdzi z toho, Ze rysky na stupnicich nebyly
sprdvné vyneseny. — Jesté jinou takovou chybu vyvold
chyba ¢; v koeficientu roztaZnosti. Jeji vliv na délku d je
priblizné rovny 24ei¢ m, kde ¢ je teplota drditu. — Nebo
koneéné t. zv. chyba theorie, kterd vznikd tim, Ze vzorec
uzity k vypoctu délky invarového pdsma neni presny.

Pri kazdém méreni se musime snaZit poznati pri¢iny vSech
systematickych chyb, které by mohly sniZiti pfesnost vysled-
ku pod Zddanou mez, a musime snfZit jejich vliv tak, aby ani
vBechny dohromady nerusily Zadanou presnost vysledku.
Déje se to vSelijak. Vyndlez invaru znamenal podstatné sni-
zeni vlivu chyb, pochdzejicich z nespravného uréeni teploty
drétu (24~e, m). Koeficient roztaznosti platiny je totiz
9,0.10—%, invaru az 1,0.10—7. — Zvolime-li dva draty,
z nichZ jeden ma kladny koeficient roztaznosti a druhy za-
porny a priblizné stejné velky, bude v aritmetickém pru-
métu z obou meéreni vliv chyby &, zase sniZen, protoze je
roven 24¢, . #(x + a’) m.

NemizZeme-li vliv systematickych chyb takto nebo jinak
sniZit, musime jej ur¢iti z pomocnych pozorovan{ a mérické
vysledky podle toho opravime. Na pr. uréime novym, pres-
néj$im méfenim koeficient roztaZnosti, ¢. j. jeho chybu &,
nebo aspon jeji podstatnou ¢dst a pricteme k mérickym vy-
sledkim chybu 24¢; m. — Nebo zjistime zvaZenim, o¢ se lisi
napinaci zdvazi od 5 kg, a vypoCteme, jaky vliv to m4d na
délku napjatého dratu, a podle toho opravime méfeni.

Koneéné se mluvivd v tvahdch o t. zv. chybédch na-
hodilych. Budeme tak jmenovati chyby, které maji tyto
vlastnosti:

a) Stejné velké kladné a zéporné chyby se vyskytujl' stejné
casto, tedy kladnd a stejné velka zdporna chyba jsou stejné
pravdépodobné.

b) Chyby s mensi absolutni hoduotou se vyskytuji castéji
nez chyby s vétsi absolutni hodnotou, je tedy pravdépodob-
néjsi, Ze se dopustime malé chyby neZ velké.



c¢) Chyby, jejichz absolutni hodnota je blizkd nule, se vy-
skytuji nejcastéji, Cili je nejpravdépodobnéjéi, Ze namérime
hodnotu bez chyby.

V pripadé meéteni délek invarovymi drdty povaZuje se za
nahodilou chybu na pf. é4st chyby v odhadu polohy rysky
vuci déleni, kterd se zminénou jiz osobni chybou tvoif celou
chybu v odhadu polohy rysky. — Stejné se povazuje za na-
hodilou chybu chyba v uréeni vyskového rozdilu mezi rys-
kami.

Jak patrno z uvedeného prikladu meéreni délek, je kazdy
vysledek méreni zatiZen radou chyb. Nauéili jsme se, co jsou
to hrubé chyby a naucili jsme se rozliSovati chyby systema-
tické (stalé a promeénlivé) od chyb nahodilych. Pii vSech dal-
8ich dvahich budeme predpoklidati, Ze vysledky méteni
jsou zatiZeny jen nahodilymi chybami. To tedy znamena:
a) Pozornym opakovdnim méreni jsme se presvedéili, Zze vy-
sledky méfen{ nejsou zatiZeny hrubymi chybami. b) V pecli-
vém rozboru moznosti chyb jsme uvazili viechny myslitelné
prameny systematickych chyb a jejich vliv na vysledky jsme
sniZili na pt. pod desetinu vlivu chyb nahodilych (srovn. kap.
VI, odst. 1).

Abychom nékteré systematické chyby nevynechali, je
dobfe uvaZovati je po skupindch, podle pti¢in, které je vy-
volaly. Prvni, obyéejné poéetnou skupinu tvoi{ chybystro-
jové (na pf. chyby vzniklé nesprdvnym vynesenim rysek na
stupnicich) a chyby teorie, ddle jsou chyby z nesprév-
ného ustaveni mérickych zatizeni (na pt. chyba z vy-
bocen{ dritu z roviny r), pak jsou chyby vyvolané vnéj-
8fmi vlivy (na pf. chyba z nespravného urceni teploty
drdtu) a konecné chyby zavinéné pozorovatelem (na
PF. osobni i nahodild chyba v odecteni).

2. Cetnost chyb podle velikosti. Funkee a zédkon &et-
nosti. Kiivka d¢etnosti. Souvislost s pravdépodobnosti
chyb. Piedpoklddejme, Ze jsme n-krdt zmérili uréitou veli-
¢inu (na pf. délku nebo tihel), jejiZ spravnd hodnota je a, a Ze
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vysledky méfeni a; (¢t =1, 2, ..., n), jsou prosté hrubych a
systematickych chyb. Hodnoty ¢;, které musime k vysled-
kum meéreni algebraicky pricisti, abychom dosli k spravné
hodnoté a, se jmenuji skutec¢né chyby mérickyeh vysled-
ki. Tedy:

a+&=a, &=a—a; (2)

UvazZujme skupinu chyb, které jsou mezi ¢ a ¢ + de, kde
interval de je dostatecné mealy. Predpoklddame, Ze pocet
chyb v této skupiné je priblizné umérny de. To jest, zvétsi-li
se nékolikrat interval de, zvétsi se priblizné stejnékrat i pocet
chyb ve skupiné. Podobné predpoklidame, Ze pocet chyb
v kazdé skupiné je také priblizné imérny poctu n vSech
chyb. To jest, zvétsi-li se nékolikrat pocet viech meérent,
zvetsi se priblizné stejnékrat i pocet chyb v kazdé skupiné.

Za uvedenych predpokladi miZeme tedy psati pro pocet
¢lena v jednotlivych skupindch yn de, kde y je zdvislé na ¢.
Klademe y = @(e), tedy pocet chyb v intervalu od & do
¢ + de jest n @(e) de. Zname-li funkei @(e), zndme rozdéleni
chyb podle jejich velikosti ¢ili zndme ¢etnost chyb podle
velikosti. Funkei ¢(e) se rikd funkce ¢etnosti.

NanaSime-li v néjakém méiitku na osu iusetek velikost
chyb &, kolmo k ni prisluSnou hodnotu y = ¢@(¢) a spojime-li
koncové body poradnic, vznikne kfivka y = @(c), které se
rika ktrivka cetnosti.

Podle toho, co bylo feceno o vlastnostech nahodilych chyb,
plati pro né:

¢(+ &) = p(— &), (3)
pro |& | >[¢& | jest

ol &) < (e l); (3')
@(¢) nabyvd maxima pro &¢=0 a minima pro nejvetsi
moznou chybu ¢ = 4 K. Pro | e | > + E jest ¢(c) = 0.

Ze vzorce (3) je patrno, Ze pro nahodilé chyby je kiivka
Cetnosti soumérnd vzhledem k ose y-ové; ze vzorce (3')
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a z okolnosti, Ze @(0) je maximalni, vyplyva, Ze pro naho-
dilé chyby ma krivka éetnosti tvar zvonovity.

Pravdépodobnost, Ze nahodile vybrania chyba
z mnozstvi » chyb jest mezi ¢ a ¢+ de, je rovna
@(e) de = y de; je tedy rovna elementu plochy omezené
krivkou cetnosti a osou z. Pravdépodobnost, Ze chyba je
v mezich od ¢, do ¢, jest rovna

[gle) de. 4)
Z podminky, Ze pro | ¢ | > K jest @(e) = 0, plyne
-+ )
Jo(e) de = Jope) de = 1. (5)

3. Jak se posuzuje presnost méreni. Stfedni chyba a
priimé&rna chyba.*) UvaZujme o dvou faddch méieni téze
veli¢iny a ozna¢me chyby pro prvni radu

£y, €, e'm, (6)
a pro druhou radu

8”1’ 8”2’ R 8”1z,' (6°)
Predpoklddejme, Ze prislusné funkce ¢etnosti g,(¢) pro fadu
(6) a @.(¢) pro Fadu (6’) jsou sudé funkee, t. j. spliuji pod-
minku (3), a Ze obé krivky ¢etnosti se protinajf jen v jednom
bodé na kazdé strané osy y-ové (obr. 3). Pifsludnou iseéku
mensich

vétsich C© doabso-

oznacme -;- €. Je patrno, Ze pocet chyb

(6)
(6)

Jutni hodnoty nez €, je vice v radé { . Proto povaZzujeme

prvni fadu méteni za presnéjsi.
Abychom nemusili sestrojovati krivky éetnosti a prece

mohli rozhodnouti, kterd z rad méren{ je presnéjsi, uvazu-
jeme takto: Z obr. 3 plyne, Ze pro | € | < £ jest () > gy(e),

*) F. R. Helmert, 1. c. str. 18—20.

10



pro | €| > & jest g,(€) < @o(e). Pro jakékoli ¢ bude
[1(e) — @ale)] (87 — | £ |7) = O, (7)

kde ¢ > 0. Pro |e| < ¢ jsou totiz oba faktory
[py(e) — ale)] 1 (81— | £|9) kladné, pro || > & jsou oba
faktory zdporné a pro | € | = € jsou oba faktory rovné 0.

obr 3

Niésobime-li levou stranu vzorce (7) de a integrujeme-li
v mezich od —oo0 do + oo, bude

 Jigr(e) — gule)] - (& — | £ 9 de >0
¢ili
([ gi(e) de— Jpule) de] — [| 2 [ (e) de + [ | el e de > 0.

Podle vzorce (5) vymizi élen s £7 a

&)

fl £ |7,(€) de <_wf

& |7 q(e) de. (8)

veoewyp
(- ¢}

S¢= [l el ple) de (9)
11



mensi. Proto mizZeme presnost rady meéreni posuzovati podle
toho, jaké hodnoty nabyva velicina S,. Je-li §; pro né-
jakou radu méfeni menS3{ nez pro jinou radu, je
prvni rada méreni presné;jsi.

Jaky je vyznam veli¢iny S;? ProtoZe » ¢(e¢) de je pocet
chyb v mezich od ¢ do ¢ + dg, je soucin | ¢ |20 ¢(¢) de roven
souc¢tu absolutnich hodnot ¢-tych mocnin chyb, jeZ jsou
v mezich ¢ a ¢ 4 de. Pak soucin n8; je roven souc¢tu abso-
lutnich hodnot g-tych mocnin vSech chyb a S, je aritmeticky
pramér absolutnich hodnot g¢-tych mocnin vSech chyb,
tedy na pr. pro radu n chyb je

Se=1[l¢el|] :n, (9°)
kde lomend zavorka [ ] znaéi souéet pro1 =1, 2, ..., n.
Nejcéastéji se volig =1a g= 2. Pro g =1 jest

S1=_fls|q9(e)ds=[|e|]:n=s, (10)

kde s je t. zv. primérnd chyba nebo primérnéd hod-
nota chyby e.
Pro ¢ = 2 jest

S, = f82 @(e) de = [€2] : n = m?, (10")

kde m je t. zv. stfedni chyba nebo stfedni hodnota
chyby e.
Je-li tedy primeérna nebo stfedni chyba pro néjakou radu
meéreni mensi, prisuzujeme této radé vétsi presnost.
Opakujeme: ivaha v tomto odstavei predpoklads, Ze uva-
zované funkce Cetnosti jsou sudé funkce a Ze se krivky éet-
nosti protinajf jen v jednom bodé.

4. Stfedni chyba funkece f n8kolika velidin I, l,, [,,...,
uréenych na sobé nezavisle. a) Necht je f = «,l,, kde [, je
meérend veliina a «; konstanta. Je-li skuteéna chyba veli¢iny
l, rovna ¢, jest skuteénd chyba veli¢iny f rovna & = a,¢;.
Podle definice (10’) je tedy stiednf chyba m; déna vzorcem
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&0
my? = f o,%€,% P(ey) dey.
A je-li m, stfedn{ hodnota chyby ¢,, t. j. je-li

[ o)

m,® = f312 @(&,) dey,

—X
je patrno, Ze
m = o,%m,2. (11)

K stejnému vysledku dojdeme, uZijeme-li vzorce m2 —
= [£?] : n. Mysleme si, Ze opakujeme méfen{ veli¢iny I/, ne-
koneénékrat a %e vypoéteme vidycky skuteénou chybu e
a & =& a pak aritmeticky primér mg = [¢f] :n =
= o,% [¢,%] : n. ProtoZe [e,2] : » = m,?, je zase mp® = x,®m,>.

b) Necht f= x,l; + agly + oxgls + ... + xnls, kde 1, L,
by, ..., ln jsou nezdvisle mérené veli¢iny a o, &y, &3, ... kon-
stanty. Oznaéime ¢; skuteénou chybu veli¢iny I; a stredni
hodnotu chyby &; oznaé¢ime m;, (1 = 1, 2, 3, ... n). Skuteénd
chyba vyrazu f jest

Ef = 04& + g€y + g€+ ... + Kk (12)
Jeji étverec jest

n
£ = 0,6, + %% + g6 + ... + .2":2?1'0%8@'87:- (12°)
t,k=

Mysleme si, Ze opakujeme méreni kazdé z veli¢in I, 1,, I, ...
nekonecnékrat a Ze vypobteme vidy skuteéné chyby ¢, &,
&, - .-, déle & a aritmeticky prumér veli¢in ¢2. Podle vzorce
(10') mg = [g/%] : n vypocetli jsme tak étverec stiedni chyby
vyrazu f.

Dosadime-li za &2 ze vzorce (12’), plyne jiny vyraz pro
my?. Predeviim pujde o éleny tvaru [4;%;%] : », které jsou
podle pfedchoziho rovny am?.

Déle ]de o aritmeticky prumér vyrazu Zcx,oc 1€i€x- Chyby

&, & nabyvaji pri tom nezdvisle na sobé vsech nekoneéné
mnoho hodnot.
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Predpoklidéme, Ze ke kazdé kladné chybé ¢ existuje stejné
velkd zdpornd chyba —¢. Viechny mozné souciny &4¢; dosta-
neme tak, Ze zvolime urcité ¢; a ddme probihati chybé ¢
viechny hodnoty. Soucet téchto sou¢inu je g 2e;. Pak zvo-
lime dalsf ez a ddme probfhati ¢; zase v8echny hodnoty atd., aZ
vyéerpame i viechny chyby ¢;. ProtoZe viak ke kazdé chybé

&; existuje chyba —¢;, bude 2¢; = 0, tedy i soucet z X X 1EiEk

bude roven 0 a rovnéz prisludny aritmeticky prumer Bude
tedy celkem

mp = x,°m,® + ag®my® 4 xPmg® + ... + ap?ma?. (127)

c) Necht f= f(l;, 15, L5, ..., 1), kde 1}, L, L, ..., 1, jsou zase

nez4visle mérené veli¢iny. Jsou-li &; skuteéné chyby veli¢in
l;, jest skuteénda hodnota funkce f rovna

fly + €, b+ &, lg+ &5 ..., 1y + €4) & jeji skuteénd chyba

f, + &, I, + &, l3 + &g, ...) — [, by U, ...). O funkei f

predpokldddme, Ze ji muZeme rozvinouti v radu Taylorovu

podle rostoucich mocnin chyb ¢;, a Ze pri malych hodno-
tdch chyb staéi podrzeti cleny linedrni, Ze tedy

f(l1+81, 2‘|"82a 3‘|‘33s---: In + én ifllalz,ls: e lp)

3/ 1+ /80+_fa+ “" , n*)

Parcidlni{ derivace jsou vypocteny pro bod (ll, by, g, -y 1y).
Skute¢nd chyba funkce f se tedy rovna

of of of of
al_131+m32+ al, €31 .- +—“Fn (13)

Srovndme-li s pripadem b), plyne ihned, %e ¢tverec stredni
chyby funkce f jest

*)- J. \;ojtéch: Ziklady matematiky, 5. vydani, Praha 1839,
I, str. 280—286, 398—401. — K. Petr: Podet diferencidlni,
Praha 1923, str. 198 a 325.
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= () + (L et + (o 4+ (o) ot

(13")
Znovu pripomindame predpoklady, za kterych byl odvozen
“vzorec (12") (a oviem i (13')): Veli¢iny 1, ,, I,, ... jsou veli-

¢iny na sobé nezavisle mérené. Funkce ¢etnosti pro
chyby kazdé z téchto veli¢in jsou sudé funkce.

6. Priklady na vypodlet stfednich chyb. 1. Pro veli-
¢inu ! jsme nameérili hodnoty L, by, ..., Iy Je-li stiedni chyba
kazdé z nich rovna m, jakd je stredm chyba m’ aritmetic-
kého primeéru [I]:n? |

Jsou-li skute¢né chyby namérenych hodnot ¢, ¢,, ..., &,, je
skutecnd chyba aritmetického stredu (¢, + &, + ... + &) :n.
Srovndnim se vzorcem (12) plyne, Ze v uvaZovaném pripadé
jexs=1:m,i=1,2, ..., n, tedy ze vzorce (12”) je pro arit-
meticky stied m'2 = m? : n ¢ili

m — . (14)
Vn

2. Pro veli¢inu ! jsme vypocetli z jedné rady méreni hod-
notu /, se stiedni chybou m’; a z druhé rady mérenf hodnotu
l, se sttedni chybou m,. Jak4 je sttedni chyba m; roz-

dilu d =1, —1,?
Jsou-li ¢ a &, skute¢né chyby hodnot I, a l,, je skuteénd
chyba rozdflu !, — I, rovna & — &. Srovnanim se vzorcem
(12) plyne &, =1, x,= — 1, tedy ze vzorce (12") bude

mg = Vm12 + my?. (15)

3. Je-li stredni chyba veli¢iny x rovna m,, jakd je stredni
chyba m; veliiny f = c log z, kde ¢ je konstanta?

Je-li ¢ skuteéné chyba veli¢iny z, je skutecnd chyba veli-

¢iny f priblizné rovna e;—— Zf e, kde 30:{: cil, (M==0,43429

je modul briggickych logaritmi). Pak plyne ze vzorce (13’)
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., cM
my = —— My.

x
4. Sttedni chyba v uréeni denniho chodu hodin s vteri-
novym kyvadlem je m = 4 0,028. Jakd je stfedni chyba

ve vypoctu jedné periody?

Den je priblizné roven 86 400 dob kyvu (vtefin), t. j.
43 200 period. Je-li skute¢nd chyba denniho chodu ¢, je sku-

te¢nd chyba jedné periody ﬁ a prislusnd stredni

m 0,028 4,68
4,32.10¢ 4,32.104— 107

5. V case t; byla uréena oprava chronometru o, se
strednf chybou m, a v case t, = ¢, 4 ¢t oprava o, se stfedni
chybou m,. Jaké je sttednf chyba dennfho chodu chrono-

metru a stfedni chyba opravy o, vypoctené interpolaci pro
cas T'?

— 14~ S
Denni chod th = 22 ; Ol, tedy mep = 't—V”ﬁ2 + my?.

chyba podle vzorce (11) je

Oprava o v case T je rovna o=o0,+ ch (T —1t,) =

= 0, + (T —1¢)=o, LT + o, T—tl. Odtud ply-

0p—04
t t
ne, 7e my = —tl—,l/(t2 — Ty mpe2+ (T —t)2m2

6. Ddny jsou tyto vysledky astronomického uréeni roz-
dfli zemépisnych délek a piisludné pravdépodobné
chyby: Cambridge zdp.- Greenwiche: 4 44™ 30,998 4 0,23s,
Omaha zédpadné Cambridge: 1t 39™ 15,048 4 0,068, Spring-
field vych. Omahy: 25m 08,698 4 0,118. Jaky je délkovy
rozdil Springfieldu zdp. Greenwiche a jeho stredni chyba ?*)

Hledany délkovy rozdil je 41 44™ 30,99¢ | 1b 39 15,045—
— Qh 25m (08,698 — 5h 58m 37 34s.

*) Wright-Hayford: The Adjustment of Observations,
New York, 1906, str. 68.
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Oznaéfme-li skuteéné chyby v uvedenych rozdflech zems-
pisnych délek po Tadé ¢, &,, &5, bude skuteé¢nd chyba rozdflu
Springfield zdp. Greenwiche rovna ¢ + g —¢; tedy
pifsludng stiedni chyba 1,483 .]/0,232 + 0,062 + 0,11% =
— 1,483 . }/0,0686 = - 0,39%, nebot, je-li » pravdépodobns
chyba a m stfedni chyba, je m=r. 1,483 [srovn. I, (29)].%)

7. Je-li sttedn{ chyba veli¢in a, b rovna m, jaks je sttedni
chyba veli¢iny ¢ = Va2 + b2?

Jsou-li &g, &, €, skuteéné chyby veli¢in a, b, ¢, jest podle

‘ oc oc .. ac a a
vzorce (13) e, = 5 + 75 & Pri tom %0 W_ <’
ac b b

= l/a,2_+_bz — re Tedy podle vzorce (13’)

8. Je-li stfedni chyba velic¢in a, b rovna m, jaks je stred-
b

ni chyba m, uhlu «, plynouctho z rovnice tga = —?

a
(Mg = m: Va2 + b2))

9. Uhly B a C rovinného trojihelnfka 4 BC byly zméfeny
se stejnou stiedni chybou m. Jaka je stfedni chyba m,
strany b, je-li strana ¢ ddna bez chyby?

c
sin C
chyby tdhla B a C, plyne ze vzorce (13), Ze skuteéna chyba ¢
strany b je priblizné rovna |

Ze sinové véty je b= sin B. Jsou-li ep, £¢ skutedné

4/ ¢ ob
kde 5B SinC-cosB_ b cotg B, 55-_—-bcotg0.

*) Zm;_éi: 1. kapitola, vzorec (29).
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Tedy podle vzorce (13') je my = bm l/coisg2 B 4 cotg? C.

10. Uhly A a C trojihelnika 4 BC byly zméfeny se stied-
nimi chybami m4 resp. m¢c. Jakd je stfredni chyba m,
strany a, je-li strana b dina bez chyby?

Jde-li o rovinny trojthelnik, je tihel B= 180°—A4 —C

bsin A
= . P 1 énd -
a strana a sm A+ 0) odle vzorce (13) je skuteénd chy
ba strany a r Vnae—a—d +6a kd ] k
Y (0] a— 24 €4 ,30 Eoy € &4, Ec )8OuU SKu-
teéné chyby tdhla 4 a C. Pii tom je
oa bcos A b sin A
0A  sin (A + C) sin?(d+ 0) cos (4 + () =
= a [cotg A —cotg (A + ()] a % = — a cotg (4 + O).

Tedy podle vzorce (13') je
mg=—a Vmﬁ(cotg A —cotg (A + C))® + me?cotg?(4 + C).

6. Vaha méfené veli¢iny. Vaha funkee nezivisle mére-
nych veliin. Pfesnost méfené veliCiny se posuzuje asto
také podle t.zv. vahy (vdha lat. pondus, odtud znacka p),
kter4 je definovana podminkou, Ze véhy dvou mérenych ve-
li¢in se maji k sobé jako prevridcené hodnoty ¢tvercu stied-
nich chyb obou veli¢in. Znaéime-li véhy p,, p, a pifsludné
sttedni chyby m,, m,, jest

Py i Pe=

Zvolime-li za jednotku vahy (p, = 1) vdhu mérené veli-
¢iny, jejiz sttedni chyba je m,, maZeme psati

- 1 i l . 1
p.l= m2 "’ moz’
il z
@ p="% (16) anaocpak m=o2 (16
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To jsou zékladni vzorce, které umotiiuji prejiti od stiedni
chyby méfené veliiny k prislusné vdze a naopak od viahy
ke sttedni chybé. Za jednotku vdhy se volf ¢asto vdha
jednou mérené veli¢iny. Ale nenf to tak vidy (srovnej na
pt. IT, odst. 5b). Pro¢ byla veli¢ina m,?: m? nazvand vahou,
uvidime pozdéji (srovn. II, odst. 3).

Oznaéime vahy métenych veli¢inl, l,, 15, ..., I, po radé p,,
Pas D3, - -+ Pn & Vahu veliCiny f = o l; 4+ ogly + Aglg + ...+
+ &nln pismenem P. Pak muZeme do vzorce (127), déle-
ného m,?, dosaditi vahy, ¢imZ dostaneme vzorec

1 P o o W %p? 17

P p1+P2+P3+ +Pn 1)
To je vzorec pro vahu linearni funkce nezdvisle mé-
renych velicin.

Jelif=f(l,L,1,...,1,), uZijeme vzorce (13'), z néhoz
plyne

1 1 {9f\z 1 [of\ of of
P—pl(all)+}l(5l—z)+pa( )+ T (35)(17)

vzorec pro vahu funkce nezdvisle métenych velicin I;.

v Predpoklady, za kterych byly odvozeny vzorce (17) a (17')
jsou tytéz, jako v odstavei 4, totiZz: Veliiny [,, l,, L, ... jsou
na sobé nezdvisle mérené. Funkce ¢etnosti pro chyby kazdé
z téchto veli¢in jsou sudé funkce.

7. Priklady na vypodet vahy. 1. Je-li vdha jednoho mé-
Feni rovna jednotce, jakd je vaha aritmetického priméru
z n méreni ?

1 1
Z iméry p : 1 = % plyne podle vzorce (14), Ze
m2
= ——— = . 1
P=_—mg=n (18)

Viha aritmetického priméru z nékolika méfeni je
rovna poétu méreni.
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2. Vdhy nezdvisle mérenych ahla BAC, CAD, DAE jsou
po fadé p, = 3, p, = 3, p; = 1. S jakou vahou je uréen thel
BAE )

Jsou-li skutecné chyby mérenych ahla po radeé e,, ¢,, &;, je
skuteénd chyba dhlu BAE rovna ¢, + &, + &. Oznaéime-li
véhu dhlu BAE pl’smenem P, bude podle vzorce (17)

1 = — —|— —|— — a se zvlastnimi ¢isly P = 3

P D D P 5’

3. Vahy nezivisle métenych veli¢in z,, z,, ..., x, jsou po
radé p,, p,, ..., Pu- S jakou vahou P je urcena veli¢ina X =
= 0, %) + Koy + ... + &pZy, jsou-li koeficienty «,...,x,
rovnny bud + 1 nebo —'1 7*¥)

n A2
Podle vzorce (17) jest % = igla-’—i, a protoZe
- 1
xl=oat=...=a,2=1, jest — Z _1;— (19)

4. Jsou-li vahy veliéin z, a z, rovny p, jaka je vdha
souctu nebo rozdilu obou veliéin?

Podle vzorce (19) je hledans véha v. obou pripadech 1p.

5. Jsou-li dhly «, f rovinného trojihelnika zmeéreny s va-
hami p,, pg, s jakou vahou vypoéteme thel y ze vzorce
vy = 180° —

(Py = Papp : (Pa + P5)-)

6. Je-li vdha veli¢iny x rovna p,, jaké je véha p; vehcmy
f=clog x?

1 1 m?
— —— 1l = _z .
mP " mg? Pyne pr= Pz e A pro

cM | . x2
= 5. DI —
toze my = my — - (viz odst. 5, pf. 3), bude p, = p, i

Z amery p;:p, =

*) Wright-Hayford, 1. c. str. 71.
**) Wright-Hayford, 1. e. str. 71.
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7. Jsou-li vdhy veliéin a, b rovny p, jak4 je vaha p, veli¢iny

— Va2 ¥ 22

(pe = p, Vviz odst. 5, pr. 7.)

8. Véhy veliin a, b jsou rovny p; jaké je vaha p, dhlu «,
plynouciho ze vzorce tgx = b:a?

(pa = p (a® + b2), viz odst. 5, pr. 8.)

9. Je-li'vdha veli¢iny x rovna p, jakd je vaha veli¢inyc: x?

(pzt: c?)

10. Je-li vaha dhlu &« rovna p, jaka je vaha veliéin sin &,
log sin &, log cotg «?

p p P
cos? o MZ2cotgta’ M2

8. Normalni zakon ¢etnosti. Mira presnosti. Funkee
chyb. Pravd&podobnd chyba. Extrémni moZna chyba.
Nejdulezitéjsi zdkon cetnosti, kterému se rika normdalni za-
kon detnosti, nebo také Gaussiv zdkon, jest

sin? x cos? a)

@(e) = ceWe.
Veli¢iny ¢ a h nejsou nezavislé, protoze z rovnice (5) plyne

o [ et ds — 1. (20)
Integrzil [e#¢ de pievedeme na Laplaceiv integral

fe—“’ dx = Vn Bude

1.2 1 w_ &)? 1 4= v
fe—’”df::-z-fe (")d(he):Tl/n. (21)

— a0

Ze vzorce (20) plyne pak ¢ == Tedy normalni zékon

Vn

cetnosti je -
] Ple) = o= e (22)
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Velic¢ina h, kterd se vyskytuje v normélnim zdkoné cetnosti
se jmenuje mira presnosti. Uvidime ihned, jaky je smysl
tohoto ndzvu. Vyhleddme si vztahy mezi k a primérnou nebo
stfedn{ chybou.

Podle vzorce (10) bude v pripadé normélniho zakona cet-

nosti
l £ | ——e_""' de = —= | e e 7% dg,
Vn
a protozZe
2 —h*e Je — 1 % (— f2e2) — 1
£e E=—37 | ¢ (—A%*) = 35
0 0
bude
1
S = 8= —=. (23
' hV:rz )
Podobné podle vzorce (10') jest
h 21 2,2
Sy = m? = sz_e—h de = 2 g—h%? Qg —

/= l—/;b

aG

1
= — —37= E d(e—""’ ),
h Vn f
0
a protoze

@ v o}

€ d(e——h*s’) = leg.e M| — [ e deg = — ]_/_E’
2h
0

0 0

bude
1
— ? — A = ——— . 24
S,=m o5 @ také m hv§ (24)
Cim mens{ je primérnd nebo stiedni chyba pro néjaké mé.
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reni, tim vétsi pfesnost mu prisuzujeme (viz odst. 3). Defi-
nujeme-li presnost méreni jako veli¢éinu nepfimo itmérnou
pramérné nebo stfedni chybé, bude pro dveé rady meéreni po-
mér presnosti roven

1 1 1 1

== hy : hy.

m, My 8 8 .

V pripadé normdlniho zdkona cetnosti je tedy pomér pi'es-
nosti roven &, : h, a veli¢ina A se proto jmenuje mérou pres-
nosti méreni.

Podobné lze odvoditi i dalsi vzorce pro 8;a S;.

| :
s == [ e M dg = — —— | 2d(e "), [viz (23)]
V” hVn
0
a protoze
s 1
f g2d(e M) = [32 e—"’f‘] —2 f ge e dg = —Z5
0 0 0
bude S, — 1 _ 25)
h3Vn
Konecéne
2h -
Y 84_6—",6: db‘ B 83 (1( — Rt )’
Vﬂ ok l/n
a protoze
el d(e-—h’e‘*) - e3 e—he | 3 €2 p—het de — 3 Vn
4h3
0 m S
bude ' 3 .
Sy = T (26)
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Hodnoty 8;, S,, S;, S, maj{ tedy spliovati radu podminek.

2 1 4
8% = ‘;Szy §,? R S, St= 372 S, (27)
Pravdépodobnost, Ze chyba ¢ je mezi x a —x je v pifpadé
normélntho zdkona Cetnosti rovna

+z z hz

V’;:.z f o= f s = o f e—t'dt.

z

Zavedeme-li oznaéeni f e—t' dt = P(x), je pravdépodob-

Vn

nost, Ze chyba je mezi a —z, rovna @(hx). Funkce @(x) se
jmenuje funkce chyb.

Vypocet funkce ®(x).

t2 14 to

X - T + ..., plyne in-

a) ProtoZe et =1 — 3]

tegrac{
@ o x?

P(z) = Vn{ 1!3+2!5—3!7+'“}' (28)

Tato rada konverguje pro kazdé z. Ale pro velkd =z (na, pr.
pro x = 5) konverguje pravé strana s po¢atku pomalu.

z
b) PiSeme-li f e~ dt=e—*'y, bude, derivujeme-li podle z,
0
dy

——pl ] y 3 veye
' — g2 __d — Qxe—2 — .
e e 3 2xe—*'y, cili 3 1+ 22y

Funkce y za¢ind ¢lenem linedrnim v z. PiSeme
y = ox + fxd + yxd 4 627+ ...,

dosadime a srovndme koeficienty. Jest

24



x -+ 3px? + Syxt + 7628+ ... =
= 1+ 2«2 + 2fx% 4 2y28 4 2028 4 ...,
tedy

x=1, f=3% y==2.% O6=3.%.% ..
¢ili
¢(x>——e—z'x{1'+ T 208 + o (2200 +

E

357

Tato rada konverguje rovnéz pro kazdé z, ale pro velikd z je
k vypoétu rovnéZz malo vhodni.

(2223 + | } (29)

c) Asymptoticky rozvoj pro funkci @D(x).

x

Integrél f e—t" dt lze psdti takto: ) )y

feru—feruslz - foru

Integram per partes plyne z posledniho integralu

- d ¢2 e 1 1 ooe—’2
—t* T = — | —— ] — -—— - dt =
f Ty [ % ] 2 f 2
7 7 x
a0
N 1 fetdi2 e 1 e—*
T2z 2 203 2z 22 3

1.3 cloe—‘z
T 22ft4 df =
A
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a1 1 1.3 1.3.5 e—‘
= e " (—272_22x3+ )sxs) —-'——f—— dt =

11 1.3 1.3.5\ 1.3.5.7 fet
= € (. _—_ —|'-— _— )+ 24 fts dt

20 223 2345 24,7
‘ atd. |
Tedy
| 1 1.3 1.3.5
D(x) =1 —I/—;- - {l — (2 -+ (2x2)2 2y + } (30)

Podrzime-li prvnich »n ¢leni v zdvorce, ddva ndm prislusny
vyraz hodnotu funkce @() s chybou, jejiZ absolutni hodnota
je mendi nez absolutni hodnota (n 4- 1) -ho ¢lenu ndsobeného

1 e—-’" '

‘Vﬂ o
Pripoj uJeme tabulku funkce (D(x) upravenou z podrob-
neéjsi tabulky Czuberovy**) tak, Ze je moZno povaiovat druhé
diference A? za stdlé a pocitati funkéni hodnoty na pf. podle
4 (x—a)  A*(@—h)(x—a)®
vzorce f(x)= f(a) + T —+ 7 5 , kde

a ]e tabulkové hodnota argumentu nejbliZze niZsi nez hodno-
ta x, b je tabulkovy interval, Af(a) = f(a + h) — f(a
Af@—h) = fa) —fla—h), A=4[4f@) + A/(a — h)],
A*f(@ — h) = Af(a) — Af(a — k).

Presnost meéfeni byvd charakterisovana také tak zv.
pravdépodobnouchybou. Nazyva se tak hodnota 2 = r,
pro kterou je pravdépodobnost @(hr) rovna . Toznaci: Je
stejné pravdépodobné, Ze uvaZovana chyba je co do absolutni
hodnoty men3f ne? r, jako Ze je vétsf neZ r.

*) K. Petr: Podet integrélni, Praha, 1915, str. 299.

**) E. Czuber: Theorie der Beobachtungsfehler, Leipzig,
1891, str. 411—413.

*)

~—
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Tabulka I. Funkce ®(x).

0 '2l!4

COPUNO N WD OV TIR TR WD

B el o i ol ol ot ol el el e QO O OO OCOQOOOOO

-

AP 4P

2@ 12| 0w |1 | o)

0,0000( 226 10,0226/ 225 |0,0451 225 |0,0676|225 |0,0901| 224
1125|223 |, 1348|221 | 1569(221 | 1790/219| 2009|218
2227|1216 | 2443214 26567/212| 2869|210 | 3079|207
3286|206 | 3491/203| 3694|199 | 3893|197 | 4090/194
4284191 | 4475|187 | 4662|185 4847 180 | 5027|178
5205|174 | 5379(170| 5549{167 | 5716|163 | 5879|160
6039|155| 6194152 6346/148 | 6494/144| 6638|140
6778/136 | 6914{133| 7047(128| 7175/126| 7300|121
7421117 | 75638/113| 7651110 | 7761|106 | 7867|102
7969 99 8068 95| 8163| 91| 8254 88| 8342 85
8427, 81| 8508 78| 8586 75| 8661 72| 8733 69
8802/ 66| 8868 63| 8931l 60| 8991 57| 9048 55
9103| 52| 9155| 50| 9205, 47 9252 45| 9297| 43
9340, 41| 9381 38| 9419 37, 9456/ 34| 9490| 33
9523| 31| 9564 29| 9583 28| 9611] 26| 9637 24
9661 23| 9684 22| 9706) 20 9726| 19| 9745/ 18
9763| 17| 9780; 16| 9796, 15| 9811} 14| 9825/ 13
9838 12| 9850| 11| 9861 11| 9872 10| 9882 9
98901 8| 9899/ 8| 9907 8| 9915/ 7| 9922| 6
9928, 6| 9934 5| 9939 65| 9944 5| 9949 4
9963 .

x | P(x) | AD x | D) | AD

2,00 10,9953 |+ 10 2,50 [0,99959| -+ 10
05 63 7 56 69| 7
10 70 6 60 76| 6
15 76 5 65 82 5
20 81 4 70 87 3
25 85 4 | 75 90| 2
30 89 2 - 80 92 2
35 91 2 . 85 94| 2
40 93 2 . 90 96| 1
45 95 1 ' 95 97 1
50 96 ;3,00 98
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Z tabulky funkce @(x) je patrno, Ze hodnota y, pro kterou
@D(y) = ¥, je mezi 0,46 a 0,48. Linearn{ interpolaci vypoéteme
pribliZznou hodnotu 0,477. Pak hledané y = 0,477 + y,
a pri tom

0,477+
1

D(0,477) + —g—_ f et dt = -5

o 477
Ze vzorce (28), uzueme -1i prvnich Sest élend rozvoje, plyne

@(0,477) = 0,5000572 a tedy z predchézejici rovnice

0,477+y
2 [t dr = —0,0000572 = = § . 047",
Vn Vn
0,477
Odtud y = — 0,000064, tedy hledané y = 0,476936 a

hr = 0,476936.

1
PiSeme-li sem A = —— (vzorec (24)), bude
mV2

r = m|/2.0,476936 = m . 0,67449
&
m = r.1,4826. (31)

Podobné plynou vztahy mezi r a s, uZijeme-li vzorce (23):

r = 8|/ . 0,476936 = s . 0,84535
a ' ’
s =r.1,1829. (32)
Priblizné se piSe
r—— {,”.m, m —=— 1,51‘. (33)

Pravdépodobnd chyba je tedy (v pripadé norméiniho za-
kona éetnosti) ptiblizné rovna dvéma tfetindm stfedni chyby.

Extrémni mo%Znd chyba. Podle definice funkce @ je
pravdépodobnost, Ze chyba je v mezich —km a -+ km,
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rovna @(hkm). ProtoZe pak mezi m a h je vztah mh = 1§

[srovn. (24)], je hledand pravdépodobnost rovna (D( )

Pro k = 2, 3 4 jest (D( rovno po radé 0,9545, 0,9973,

)
0,999937 tedy pravdépodobnost. Ze absolutnf hodnota chyby
je vétsi nez 2m, 3m,4m jest rovna

455 27 63
1—0,¢ == R
0,9545 Tor resp. 105’ resp 108

Bylo-li méieni opakovdano 10krat, je podet chyb, jejichz
absolutni hodnota je vét8i nez 2m, roven 0,455, tedy pribliz-
né %. Lze tedy pri 10 mérenich povaZovati priblizné 4 2m
.za extrémni mozZnou chybu.

Podobné, bylo-li méreni opakovano 200krat, je pocet
chyb, jejichz absolutni hodnota je vétsf nez 3m, roven 0,54,
lze tedy pri 200 mérenich povaZovat pribliZzné 4 3m za
extrémni moZnou chybu.

Konecéné pri 800 méfenich lze povaZovati priblizné +4m
za extrémni moznou chybu.

29



