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VI.

MERENI 8 PREDEPSANOU PRESNOSTI.
HOSPODARNOST MERENI.

V meérickych véddch, na pr. v geodesii, astronomii a ¢dstec-
né i ve fysice, nejde jen o to, urciti z mérenf néjakou veliéinu,
nybrZ uréiti ji s uréitou predepsanou presnosti. V oje-
dinélych pripadech pak bylo dokonce uvaZovano, jak uréiti
hledanou veliéinu co nejhospoddrnéji, t. j. jak pri daném
mnozZstvi mérické price ziskati vysledek co nejpresnéjsi,
a méreni byla podle této \ivahy provedena.

1. Mé&¥eni s pfedepsanou pfesnosti. VyloZzim nejprve na
nékolika prikladech, jak pfesné nutno provésti méreni, m4d-li
byti dosaZzeno vysledku urcité pfesnosti. PFi tom umozZnuji
odhadovati presnost méreni a vysledki bud nejvétsi mozné
chyby nebo stredni chyby.

a) Pri tak zv. relativnim méreni tiZze se uréuje doba kyvu
neproménného kyvadla jednak na misté B, kde zrychleni
tize (gp) zndme, jednak na misté x, kde chceme zrychleni
(95) ur¢iti. Oznacéime-li mérené doby kyvu T'g a T, bude
priblizné -

TB =7 _l"r Tx =T '—l—,
9B gz
kde ! je t. zv. redukovand délka kyvadla. Odtud plyne
gBTBz = ng,;z ¢ili
T \2
gz:'gB(TZ)- ‘ (1)

Z tohoto vzorce vyplyvé

Ty o —TB o

“olt
T (T — TB)

(1')

= g — 29 ——F—— T,
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S jakou presnosti musime pfi tom mériti dobu kyvu 7'z a 7',
abychom uréili g, na 1 miligal? (1 mgal = 10—2 cm/sec?).
Vliv chyb ATp a AT, na g, je roven pribliZné

. 095 agz
Agz: aTB ATB + z ATa:,
a protoZe ze vzorce (1’) pro T,i Tp vyplyvé
Gz . +_29_B 99 _  29m
Ty~ ' Ty’ 0T, Ty’
bude
2
Ags== 7= (ATp — ATy). (1)
B
Aby
1 cm
\ —
4921 = 103 sec?’
musi byti
— | ATpg — AT, | <2 5%

ponévadz gp-—— 103 cm/sec?. Nejvétdi mozny vliv chyb
AT g a AT, nastane, budou-li obé chyby miti opa¢nd zna-
ménka. V tomto nejnepriznivéjSim pripadé musf{ tedy byti
| AT | 1 T
2 T ‘_§'2.103’ IATl<4 108
K relativnim méfenim tiZe se uZivd kyvadel pilsekun-
dovych, pii nichZ T — } sec. Pro né tedy mé byti
1 13
3 10° 8eC — 107 secC.
Vysledek lze shrnouti takto: Abychom ze vzorce (1) vypo-
etli zrychlen{ tiZe v misté x schybou nejvySrovnou 1 mgal,
musime zmériti doby kyvu piilsekundovych kyvadel asi na
jednu desetimiliontinu vtefiny presné. Musime tedy k tomu

AT | <
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uziti takové methody, kterd zajiStuje tuto presnost (na pt.
registrace na filmu).

b) S jakou stredni chybou musime uréovati dobu kyvu
kyvadel, chceme-li na ka%dé stanici (z) i na stanici pfipojo-
vaci (B) uréiti vidy ¢tyri fady meéreni a m4-li stfedni chyba
ve vysledne hodnoté tiZe bjrt.l mensf ne% - 0,5 mgal? (Radou
meéreni jmenujeme urceni doby kyvu viech étyr kyvadel
pokud moZno rychle za sebou a pri podminkdch pokud moZno
stejnych.)

Vztah mezi strednimi chybami m, (pro g,), m, (pro T'p),
my (pro T;) podle vzorce (17) je

09z
m1=iV(ag,B) 2+(aT') my =

2
e gB szz + my?.

(2)

Klademe-li
my, = m,, Tp=—14sec,
cm 1 cm
- 103 =
9z = sec2 6 M= I 2 .103 sec?’

plyne ze vzorce (2), Ze m4 byti
1
7
= 4 113 . 10—7 sec.
A protoZe T; je odvozeno ze ¢tyf fad po ¢tyfech méfenich
doby kyvu, musi jedno méfeni doby kyvu mifti stfednf
chybu asi

V16
—7 —7
1 13 10—7sec = + 3,5 . 10— 7 sec.

Ptesnost jednotlivych méfenych elementi mé byti tedy ta-
kovi, aby stfedni chyba ve vysledné dobé kyvu byld nejvys
asi + 3,5 . 10—7 sec (viz pf. c¢) a d)).

c) Pri relativnim méreni tiZze mé,me vypoclstl t. zv. redukeci
na nekoneéné maly vykyv r, = %7 &2, kde 7' je doba kyvu
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kyvadla a x vykyv v obloukové mife. Chceme ji ur¢iti s chy-
bou mensi nebo nejvys rovnou 10—8 sec. Amplituda « se
urcuje z rozkyvu dyp, na filmu, na némz jsou kyvy kyvadla

registrovany, a z konstanty D podle vzorce «——1 )

S jakou presnosti musime urciti mérené veli¢iny ?
Uréime-li rozkyv d s chybou 4d= +4-2.10—2 mm, bude jeji

T d
vliv na vypoétené r, roven 16 X % Klademe-li T = 3 sec,
14,6’

(prameérna hodnota) a D=1,72.103 mm (pfFi-

a_

o
bliznd hodnota konstanty D), bude vliv chyby Ad roven
+ 1,54.10—9 sec.
S ]akou pfesnosti musime pak uréiti konstantu D, aby
celkova chyba v r, nestoupla nad Zddanou mez?

Protoze z celkové chyby 4 10—8sec zbyva po odeéteni
1,54.10—° sec jen 8,46.10—?sec, musi
. 2x O 8,46 8,46

16 3DAD|£_1—O°—SGC ) T-I-ET)?IAl)lS._IO_osec

Klademe-li zase -T\-: % 86C, X = 14—’,6—, D=1,72.103 mm
Y

a za rozkyv na filmu d = 60 mm, musi

846 16.2 1722108
| 4D | < oo - 146 ¢ 7 60

Je tedy patrno, Ze musime konstantu D uréiti s chybou
rovnou nejvys asi 3 mm.

Podobné nutno uvéziti vliv méfickych chyb na ostatni
redukce dob kyvu (redukei na teplotu a hustotu vzduchu, na
chod hodin a na soukyv stativu).*) A stfedni hodnota soué¢tu
viech téchto uvaZovanych chyb na dobu kyvu mus{ byti
podle pf. b) mensi nez 4 3,5 . 10—7 sec. Uk4Zi-li se pii mé-

*) B. Kladivo: K méfeni zrychleni tiZe, %bormk éeské vys.
Skoly techn. v Brné, sv. XII, spis 46.

mm = 3 mm.
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reni vétéi rozdily redukovanych dob kyvi na téZe stanici, ne%
by plynulo ze strednf chyby -+ 3,5 . 10—7 sec, musime hle-
dati dalsf chyby (na pt. zmény v délce kyvadel, otfesy a j.)
a jejich vliv na vysledek pokud moZno sniZiti.

2. Hospodarnost m&Feni. Nyni ukdZeme na pifkladu
trojahelnikovych siti, jak se klade a fesi otdzka nejhospoddr-
néji provedeného meéreni.

Ozna¢ime hledané chyby uhli z; znaékou ézj, j =1, 2,
3,..., 0, prisluiné vahy p; znaéf, kolikrat m4 byti kazdy uhel
méfen; pujde privé o uréeni éfsel p;.

Podle (IV, 1) jde zde o pripad rovnic [IV, (2)]
(527,- _ l,' = O,

a podminek IV, (3)]:

Agy 0%y + @y 8%y + ... + @gp 0y = ayy, 9=1,2,...,0. (3)
Pri tom médme uréiti pfi daném mnozZstvi méfické préice co
nejlépe (t. j. s nejvétdi vahou) néjakou pricku v trojihelni-
kové siti, jejiz délka se d4 vyjddriti jako funkce méfenych
thla f(x,, x,, ..., %,). ProtoZe vyrovnané hodnoty uhlu =z;
jsou z; + 6z;, bude vyrovnand hodnota hledané pricky

D = (2, + Oy, T, + 0%y, ..., Ty + O7p) =
=fo+ hox, + [ 02, + ... + f, Ox,.

Tato funkce mé byti uréena co nejpresnéji, t. j. ma byti jeji
véha p, maximélni nebo m4 b}"ti minimaln{ vyraz

1
F2. 4
P¢ 'mo qu )
[srovn. IV, (l3)j Pri tom zna,ci
Fj= fj — b0y5 — holgj — ... — hottgj, (9)

a hy, hy, ..., ks plynou z rovnic [IV, (12)]

h, [qa,a,] + by [gaya,] + ... + ko [gaya5] = [gayf],
by [9a:8,] + hy [qasas] + ... + ko [gaqa,] = [qasf],  (6)

by [qasa,] + hy [qaca,] 4 ... + ko [qasa.] = [gadf].
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ProtoZe pak mno#stvi méfické préce jest dané, musf byti
Pt Dot -t D=6

(¢ je konstanta).

Véhy p; jsou kladné nebo rovné nule; proto je piSeme ve
tvaru p; = y;. Mdme tedy vhodnou volbou veli¢in y;,
9=12,..., 0, uCiniti minimem vyraz

1 F 2 F 2 2
i+t + ~¢
Po Y
pri podmince y,2-+4 w2 ... + Yo = C. Abychom nalezli
podminky minima, anulujeme parcidlni derivace funkce

l -
— k(24 92+ ... + g2 —c)
Po

podle jednotlivych proménnych y,, ,, - . ., ¥, (stovn. kap. IV,
odst. 2). Prvn{ podminka bude na pt.

— 2F 2 oF, 6h¢ oF, 6h,
y,3 y,® z oh; 6y1 Yol 2 oh; 63/1 Tt
oF, ok,
—.f 2ky, = 0.
+yql_z ahlal_l— yl
ol
Koeficient pri — jest
| Y 3y1]
F, oF, F,oF, oF, _
2{ Py Ok +Pz oy T +_W}

F,
2{—az1+z—)- s+ . +——aze}

1

ProtoZe rovnice (6) lze psiti ve tvaru

Soal=0 3 2al—0, ., Soauki=0, ®
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bude koeficient pri —2—’5— roven nule, a toprol=1,2, ...,0.
J1

Bude tedy prvni ppdminka pro minimum

2
% (k—ﬂ—)= 0.

/2%
A stejné plynou ostatni{ podminky
F,2 F,2
—_—— =0, ooy ’G—-—Q =0. 7
Yo ( p22) yQ ( sz) ( )
K uréeni veli¢iny @ je tieba znati g hodnot dz,, dz,, ..., dz,,

z nich v8ak ¢ je uréeno podminkami (3), je tedy nutno uréiti
o — ¢ neznamych.

F; . az

Protoze hodnoty —pl, i=1,2, ..., 0, spliuji ¢ podminek
j

(6’), je z nich jen 9o — o nezavislych. Zvolme za né hodnoty

s indexem 1, 2, ..., p — . Ostatn{ zdvislé hodnoty

Fooir  Fo

Pe—a+1 Do
jsou pak uréeny rovnicemi (6’). AZ na zvlastni pripady, které -
z ivahy vyluéujeme, nebudou rovny konstanté k; mus{ tedy
[viz (7)] — aZ na vylouéené zvldstni piipady — byti pri-
sludné veli¢iny y rovny nule. Bude tedy za uvedeného pred-
pokladu

Yo—o+1= Yo—0+2= - = Yo =10
a tedy i
Po—o+1= Dp—o+2 = .. = Pp = 0. (8)
Pokud pak z rovnic (6’) plynou pro ®
Feosr  Fo
Pe—at+1 Do :
hodnoty koneéné, coZ predpokldddme, musi byti
Fopop1=Fy4gi2=,..=Fo=0.
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Jak patrno z podminek (8), nem4d byti ¢ nezndmych z,_; 1,

Zg—g+2; - -+, Zo Viibec méFeno. ProtoZe pak k uréeni funkce @
je nezbytné nutno mériti ¢ — ¢ nezndmych, musi byti mé-
feny vSecky zbyvajici dhly z,, x,, ..., Z,—s. To zase znaéi, Ze

Py Pos - -+ Po—c Musi byti kladnd éisla, a z podminek (7)
plyne, Ze musi

Fz Fz . F,_?

—— = k. 9
X Pz ' Po—o® )
Absolutni hodnoty veliéin
F B Fe
pl., pz ’ b po_a

maji podle toho byti si rovny.

Tedy méme-li dociliti co nejvétsi vahy vysledku @, mu.
sime mériti jen praveé tolik veli¢in, kolik je jich k uréeni hle-
dané funkce @ nezbytné potreba. VS8echny ostatni veli¢iny
nemaji byti méfeny (véta Schreiberova).*)

Ze vzorce (4) plyne

Fz 2 Y
Pt Pyt -
Po)min  Pr pz pe—-o T P (10)

ot Pe—a) = VE I (| Fy | + | Fol 4. 4 | Fo)):
Jsme tedy vedeni k tomuto postupu: Vhodnou volbou ¢isel
hy, by, ..., hg docﬂlme, aby o z velicin F,, F,, ..., F, bylo

rovno nule a aby pfi tom soudet absolutnich hodnot zbyva-
jicich veliéin F byl minim4dini.

Uréime-li takto hodnoty F;, budou podle rovnic (9) hle-
dané vdhy p; rovny :

1
Pj=|Fi|-V—E-

*) C. Runge: Der Schreibersche Satz. Z. f. Vermessungs-
wesen, 1890, str. 21—24.
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Konstanta k& plyne pak z rovnice p; + ps+ ... 4+ p, = c.
Bude

W(|F1|+|Fz|+---+|Fe—¢|)=0'

Jde-li o vice podmineﬁ (3), poskytuje skuteéné reSeni obtiZe.
Uvedu jednoduchy prikladsjednoupodminkou (3).

Piedpokléddme, Ze v trojihelnfku 4 BC je déna strana AB
a Ze byly méreny vnitini Ghly 4, B, C s vahami p,, p,, ps.
Jak zvoliti p,, p,, ps, aby p, + s + ps = ¢ a aby pri tom
byla co nejlépe uréena vyska

Vg = sﬁlBCsinBsin-A?*) | (11)
Podminka (3) [viz str. 144] je zde
AA + AB+ AC — (180°— A — B — C)— 0.

Ze vzorce (11) plyne

D=v.+ HA4 + [, AB + f, AC,

kde .
fi=vccotg A, fy=v,cotgB, f3= —v,cotgC.
Pak ze vzorce [IV, (13)] plyne

1 Fg
Po P1+ + Ps’

pri cemz ,
F1=f1_—'h1s Fo=fo—h, Fy=f3—Mh
a podle vzorcu [IV, (12)] jest

i =91f1 + Qafa + Qafsn
! @+ 92+ 9

Méme tedy uréiti minimum vyrazu

1 F2? Fp . . .
e y1+ =+ 2pr1podmfncey1+y2+1/a=f

*) Jordan: I, 1. c. str. 139—141.
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Podminky minima jsou

o) wfeE)en aet)-

1

Protoze
Bk F
o P + P2 T Ps o
jsou 4vé z hodnot F; : p; nezdvislé a jedna je z4visli. Pro
nez4vislé musi byti F : p = + Vk; nen{-li zdvisld hodnota ve
zvléStnim pripadé rovna k, bude prisluéné y = 0 a tedy
i prislusné F = 0.

Predpoklddejme, Ze 4 > B > C a Ze jsou v 1. kvadranté.
Klademe-li F;, = 0, je b, = vocotg A a

| Fy| 4 | Fy | = v, {] cotg B—cotg 4 | + | — cotg C —
— cotg 4 | } = v, (cotg B + cotg C).
Pri F,= 0, je by = v,cotg B a
| Fy | 4+ | Fs | = ve (2 cotg B — cotg 4 + cotg C).
Pri Fg=0, je hy = — v, cotg C a
| Fy | + | Fy| = v, (cotg 4 + cotg B + 2 cotg C).
Protoze

2 cotg B — cotg A + cotg C — cotg B — cotg €' =
= cotg B—cotg 4 >0

a
cotg A + cotg B + 2 cotg C — 2 cotg B + cotg 4 —
"~ —cotg C = 2 cotg A — cotg B + cotg C > 0,

je Vv uvaZovaném pripadé | F, | 4 | Fy | nejmensi. Nejlepsi
rozdélenf vah by tedy bylo v poméru éisel

| F,| =0, |F,|=v.|cotgB—cotgd],
| Fg| = ve | cotg C + cotg 4 |.
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Je-li

A = 178° cotg A = 0,213,

B = 68°, cotg B = 0,404, -

C = 34°, cotg C = 1,483,
je nejlepsi rozdéleni vah v poméru ¢éisel

| cotg B — cotg 4 | = 0,191, | cotg C' + cotg 4 | = 1,696.

Mé-li byti na pr. p, + p, + ps = &0, .musi byti konstanta
umérnosti 30 : 1,887 a tedy p, = 0, p,= 3,0, py—= 27,0, t.j.
ihel A nem4 byti méren, ihel B m4 byti méfen tfikrdt a thel
C m4 byti méren 27krét.
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