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ViI.

VYZNAM VYROVNANI METHODOU NEJMENSICH
CTVERCU.

!

1. Vyznam vysledkua vypoétenych podle methody nej-
mensich ¢&tvered, Fidi-li se méfiecké chyby normalnim
zakonem é&etnosti. Ve 11. kapitole jsme vylozili prvni Gaus-
sovo zdivodnéni methody nejmensich ¢tverci. Vidéli jsme
(II, 2), Ze jsme opravneéni uziti k vyrovnani méfickych vy-
sledki methody nejmensich ¢tvercu vidy, kdykoli je platny
postuldt aritmetického primeéru, t. j. je-li aritmeticky pru-
mér z vysledka primych a stejné presnych méreni v kazdém
pripadé nejpravdépodobnéjsi hodnotou a mé-li mimo to
funkce éetnosti pro chybu g; tvar g;(e;).

ProtoZe z postulatu aritmetického primeéru a z okolnosti,
ze funkce Getnosti pro chybu e; mé tvar @;(e;) plyne, Ze se
chyby zatéZujic{ méreni fidi normdlnim zdkonem chyb, pred-
pokladaji vyklady v kapitole II aZ IV, Ze se chyby zatézu-
jici méreni ridf timto zdkonem chyb. _

V tom pripadé je mezi stfedni a pravdépodobnou chybou
vztah '

r=m.0,67449 = 2m

(srovn. I, (31)). K odhadu presnosti méfeni a vyrovnanych
vysledki lze v tomto pripadé uZivati bud stfedni nebo
pravdépodobné chyby. Pti deseti mérenich (pri 200, 8000 mé-
renich) Ize pak povaZovati za extrémni moznou chybu pri-
blizné -+ 2m (+ 3m, + 4m) (srovn. I, 8).

Ridi-li se chyby zatézujfcf méfeni normalnim zdkonem
chyb, jsou hodnoty neznimych, vypoétené podle methody
nejmensich ¢tvercu, nejpravdépodobnéjsi hodnoty, jez ply-
nou z vysledki meéreni 1, 1,, ..., 1, (srove. na pr. (III, 1)).
Soucasné maji takto vypoctené hodnoty nejmensi stredni
chvby nebo nejvétdi vahy ze viech linedrnich celistvych
funkei vysledku méreni l, ,, ..., I, (srovn. VII, 3).
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Extrémn{ moZné chyby vymezuji{ pak obory, uvnitt nichz
jsou pravdépodobné skutecné hodnoty nezndmych vysled-
nych hodnot.

2. Kdy se ¥idi mérické chyby normélnim zakonem ¢&et-
nosti? Nyni budeme uvaZovati o otdzce, kdy se mérické
chyby ridi normélnfm zédkonem céetnosti. Uvedeme nékteré
okolnosti, jez prispivaji k jejimu objasnéni.

a) TaZeme se, kdy je platny. postuldt aritmetického pri-
méru. [V takovém piipadé se budou mérické chyby riditi nor-
mélnim zdkonem chyb, ma-li oviem mimo to funkce ¢etnosti
pro chybu ¢; tvar gq(e;).]

Postuldt aritmetického primeéru je na pr. platny, jsou-li
splnény tyto jednodussi predpoklady:

I. Zvétsi-li se namérené hodnoty k-ndsobné (vyjadri-li se
v jednotce k-krat mensf), zvétsi se k-ndsobné i nejpravdépo-
dobnéjsi hodnota z nich odvozend. Jsou-li naméfené hod-
noty z,, Z,, T3 ..., Zn @ oznaéime-li nejpravdépodobné;jsf hod-
notu f(x,, z,, ..., T,), M4 byti

flkzy, kxz,, ..., kxy) = k f(2,, %, ..., Ts),
coZ znamend, ¥e f jest homogenni funkce prvniho stupné*).

I1. Zvétsi-li se vSechny namérené hodnoty o totéZ éfslo,
zvétsi se o totéZ ¢fslo i nejpravdépodobnéjsi hodnota z nich
odvozen4, t. j. volba pocatku méritka posouvé nejpravdépo-
dobnéjsi hodnotu stejuné jako namérené hodnoty:

f(xl—l'hs 272+ h: RS xn+ h) = f(xp Loy ++ xn) + h
II1. VSechna meéreni, protoZe jsou stejné presna, prispivaji
stejné k vytvaren{ vysledku, takZe chyba ¢ m4 stejny vliv na
nejpravdépodobnéjsf hodnotu, at zatéZuje kteroukoli z na-
mérenych hodnot.

ZatéZuje-li chyba ¢ naméfenou hodnotu z;, je jeji vliv na
vysledek roven

*) J. Vojtéch, l. c. str, 389, — K, Petr, 1. c, str. 324,
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of e oY
0w T 21 oz
jak plyne z rozvoje
f(xp Loy «+ey X§ "I" €y evvy xﬂ) _f(x! Lgy <+ xn)
podle véty Taylorovy.

7 11. piedpokladu plyne, rozvineme-li podle & v fadu Tay-
l_orovu flxr + A, ..., zy + h):

Hy, g, -, %)+h('a—f‘+—al—+ ---+‘ai)+ vor =

ox, 0, oxy,

= %y, T3, ..., Zn) + A,
a srovndme-li koeficienty u %, tento vztah:

of 9o of

+ ...,

oo +—=1. 1
oz, + oz, + .t o (1)
Podle III. predpokladu, podle néhoZ mé byti
of . & 0o
> '5;‘: —I" -E!— 32:‘-2 + .
stejné pro jakékoli ¢, musi byti
o _o_ _d
oz,  0xy - 0%y
a tedy podle (1)
) oo o o 1 :
dx, oz, = 0xy W (2)

Z 1. predpokladu plyne podle Eulerovy véty
| of . . of of

H@y, 2, -, xn)'———xla_x; xaé;é‘l"---‘l‘xn‘a;;
& podle (2) plyne odtud
2+ Byt .+ Tn

n

f(zy, xg, .., Ty) =
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Tato dvaha Schiaparelliho*) predpoklddd mlcky spojitost
funkce f(x,, z,, ..., ;) a jejich prvnich derivaci.

JestliZe tedy jsou splnény uvedené jednoduss{ predpoklady
o vlastnostech nejpravdépodobnéjsi hodnoty, odvozené z na-
meérenych hodnot, plati postuldt aritmetického priméru. To
v sobé zahrnuje, Ze se mérické chyby fidi normélnim zdko-
nem chyb a Ze jsme opravnéni vyrovnavati podle methody
nejmensich Gtvercd, zase ovSem za predpokladu, Ze funkce
cetnosti pro chybu & ma tvar g;(e;).

*

Zavisi-li funkce ¢etnosti pro chybu ¢, = x — z; nejen na
rozdflu ¢; = x — x;, nybrz md-li obecnéjsi tvar ¢(z;, x), dé
ge ukdzati, Ze postulat aritmetického pruméru vede k obec-
néj8i funkei Cetnosti. Podle Poincarého**)lze to dokézati
takto:

Je-li skute¢nd hodnota mérené veli¢iny x, necht je pravdeé-
podobnost, Ze vysledek pozorovani byl mezi z, a x, + da,,
rovna @(z,, ) dz,. Déle necht pravdépodobnost a priori, Ze
veli¢ina x je mezi x a « + dz, je rovna y(x) dz. V nejjedno-
dusdim pripadé, mame-li duvod predpoklddati, Ze vSechny
hodnoty z v uréitych mezich jsou a priori stejné pravde-
podobné, presla by funkce y(x) v konstantu C.

Podle pravidla ¢ ndsobeni pravdépodobnosti je pravdé-
podobnost, Ze vysledky nezavislych pozorovdni jsou v me-
zich od z, do z; + dz,, od z, do x, + dz,,... a od z, do
xy + dx,, a je-li mérend veliéina x, rovna

P(xy, T) p(Zy, X) ... P(Ty, ) dz, dz, ... dx,.
Pravdépodobnost, Ze mérend veliéina je v mezich od x do
x + dx a pri tom Ze vysledky méreni jsou v uvedenych me-
zich, bude podle pravidla o nésobeni pravdépodobnosti
rovna

——— —

*) P. Pizzetti, l. c. str. 88—89. — E. Czuber, 1. c. str. 31
aZz 33.
**) H. Poincaré: Calcul des probabilités, 2. éd., Paris 1912,
str. 169—176.
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p = y(z) dr . p(z,, x) (x4, ) ... p(xy, x) dz, dz, ... dz,.

Podle pravidla o souétu pravdépodobnosti bude pravdeé-
podobnost, Ze vysledky méren{ jsou v uvedenych mezich a Ze
méfend veliCina muZe miti jakoukoli hodnotu v mezich od
—o0 do + oo, rovna integralu “\

dz, da, ... dz, [p(x) @(x), ) P(,, ) ... p(2g, z) de.

Jestlize nastal pripad, Ze vysledky méfeni jsou v uvedenych
mezich, a oznadime-li pravdépodobnost (a posteriori), Ze mé-
fend veliCina je pri tom v mezich od # do x + dx, pismenem
P, mizZeme podle pravidla o ndsobeni pravdépodobnosti
psati

p = Pdx, dz, ... dz, [yp(x)p(2,, T) ¢(2,, 2) ... @(x,, ¥) dz,

tedy
P= p(x) dz . p(xy, x) P(xy, ) ... @(Ty, X) |

[v(z) p(zy, x) p(xy, T) ... p(2n, x) dx
et ,
Podle Gausse zavadi se k uréeni veli¢iny  podminka, aby
pravdépodobnost P byla maximdlni pro

le—}- Lot «oo -+ Ty

n

xz

to znadi, aby pro toto byl maximalni vyraz y(x) ¢(z,, ) .
. @(Zg, X) ... @(%y, x), nebo, coi vede k stejnému vysledku,
vyraz

Ig y(x) p(z, ) P(xg, Z) ... P(ap, T).

Podminka pro extrém je

(T ) _

@(Zy, ) o

(P'(xz, x)
“P(xz, x)

w’ (xl’ x)
@(z,, )

v'(x)
p(z)

+ + ot

._I._



Piseme-li
¥ (x) @' (%, x)
—=y(x), ————— = F(xg, ),
o@D gz )
je predchézejici podminka

F(2y, ) + F(25, ) 4 ... 4 F(xp, 2) + g(x) = 0. (3)
Tato podminka m4 byti identickd s podminkou

T+ g+ ... + Tp = nx. (3)

Zavedeme misto z,, z,, ..., zy po fadé =z, 4+ dz,, z, + da,,

«esy Ty + dzy, kde prirastky dz;, dz,, ..., dz, jsou takové,
ze x zustane nezménéné. To znamend, Ze z podminky (2)

plyne
oF (z,, x)
oz dz, +
a z podminky (3')
dx1+ dxz“}' . + dxn= O-

ProtoZe tyto rovnice maji byti identické, mus{ byti

oF (zy, x)
0%y q

oF (z,, x)
0z,

dz, + ... +

x”=0,

N

a-F(xl, x) - aF(xz: :B) . — aF(xm x) — A
e e
funkce jen proménné z, a odtud
F(zi, 7) = A'(2) &+ B'(2)

Podminka (2) pro extrém je tedy

2 {4(@) 2 + B'@)} + ylz) = 0,
¢ili

A'(z) _le.- + n B'(x) + y(z) = 0.
Zavedeme-li sem D z; = nz, bude

i=1
n{z 4'(z) + B'(2)} + 5(2) = 0. (4)
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ProtoZe tato podminka mé byti splnéna pro kaZdé » a pro
kazdé z, mus{

/

x) = m —
K@) ==
tedy y(x) mus{ byti rovno konstanté a mezi funkcemi A’ a B’
mus{ byti vztah

x A'(x) + B'(z) = 0. (5)

Pak z rovnice

(x5, ] , ,
e ) = e (E 2) = 4@) 5+ B

plyne (je-li d4 :dxz= A4', dB:dx = B’) integraci
Ig p(zi, ) = A(x) 2; + B(z) + 1g (=),

¢ili

¢(x" x) = O(x;) ed(z)zi+ B(z), (6)
Zde jsou dvé funkce @(x;) a A(z) libovolné, funkce B vy-
chdzi pak z podminky (5).

To tedy vyplyvé z Gaussovy podminky, aby — jsou- h vy-
sledky méfteni z;, x,, ..., T — byla ne]pravdepodobnejéi
hodnota rovna antmetlckému priméru. Jak je vidéti, jest
normélni funkce ¢etnosti
—h’(z—zi)‘

p(x — x3) Vn

jen zvlastnim pripadem obecného vzorce (6).

b) Je-li skuteénd chyba néjaké veliéiny rovna linedrni
funkei ¢dsteénych chyb, z nichZz kaZzd4 se ridi normdlnim
zdkonem chyb, fidi se normdlnim zdkonem i chyba uvaZo-
vané veliciny.

Budeme predpoklédati, Ze cdstené chyby e, &, ..., €, se
Fidi normélnfm zikonem, t. j. pravdépodobnost, Ze &; je
v intervalu < 4, 4 4+ d4 >, jest



TéZeme se, jakd je pravdépodobnost, Zze chyba ¢ = A¢, -+
+ Ageg + ...+ Auen je v mezich od & do & 4 de?

Pravdépodobnost, ze chyby ¢, ..., ¢, nabudou soucasné
hodnot ¢, ..., &, jest

h h hn —(hl’el’-*'hz’e!"*‘ +"n"’n’) d£1 d£2 . we dE . (7)

(Vn
A pravdépodobnost, Ze A,e; + Asty + ... + Anuen nabude hod-
noty v mezich od %, do Ez, bude rovna integrdlu vyrazu (7),

pri ¢emz integraé¢ni obor je takovy, Ze

By < A&+ Ags+ oo+ Anen < E,.

Abychom provedli tuto integraci, ndsobime nejprve vyraz (7)
integrdlem

@ E,
1 f 46 f dp O he—he— . .—dnsy), (8)
2r
—> E,

o némZ vime, Ze je rovny 1, pokud E, < A& + A&s + ... +
+ Apen<< E,, a je roven 0, kdyz Ae; + Ayfy, + ... + Anep ne-
leZi uvniti téchto mezi. Pak miZeme integrovati vysledny
vyraz v celém oboru viech proménnych, nebot omezen{ oboru
nerovninou

El < 1181-*— 12€2+ + ln8n< E2
je provedeno tim, Ze jsme nasobili integralem (8).
Hledand pravdépodobnost tedy bude

uh nznfd@fdrff fded.t:2

—o —®

d£ e"e(t—lls‘_zge’ ; 8 )-—h & —h’.e' s —hn‘ 8”
(] n .

Integral

ad

s o)
[degi®(—2isp—hite* — [(cos @Ae; — i s OAeg) eitei’ deg=
—o —oo
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od
=2 [ cos OLeie—ti"ei" de,,
0

a protoZe
Q0

— A2t l l/n -—%h':A
h = ¥ s
fe cos hx dz 5 1 e
0

bude predchazejici integral roven

E o Ot 1Ry

h¢ ’
tedy
©  E 291_9' N ...Jﬁ'_)
1 h,®
1 d@f hl h’ "l =
e )L, '1_’_ +i)
hl. h. hn
f dr 2f cos Ot d@ =
_— 1. 4! 1”’

2Vn e——‘T . (’l—l?+'..+h_n') dr.

E,
_if
R e z
E, V + . +

Pravdépodobnost, Ze chyba 1181 + As8s + ... + Anén jo v me-
zich od ¢ do & + de, jest tedy

Val 2
Srovndme-li tento vyraz s vyrazem pro normilni zékon, vi-

dime, Ze chyba A,g; + Asep + ... + Angy, se Fdf rovnéZ nor-
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mélnim zdkonem, jenZe mira pfesnosti je nyni

H= .

h12+ 4

1A i
F e i + +’1"2. - (9)

A protoZe mezi mirou presnostl h; a sttednf{ chybou m; je
vztah

¢ili

mihl' - V%’

plyne pro étverec M2 sttedni hodnoty chyby & vzorec

M? = Apmg? 4 Agmg? 4 ... Aimg2 (10)
[viz I, (127)).

Uzitd.

x) V odstavei 11, 4 byl dokédzdn vztah (15) mezi odchyl-
kami v; a skute¢nymi chybami ¢. V pi{padé stejnych vah
prejde onen vztah ve vzorec

1

v¢=;{—81—82—...+ (mn—1)egg— ... —&p}.

ProtoZe tedy odchylky v; se daji vyjddriti jako linearni funk-
ce skuteénych chyb ¢, je podle pravé dokdzaného patrno:

Ridi-li se skuteéné chyby normélnim zikonem &etnosti,
Fidf se odchylky od aritmetického priméru rovnéZz normél-
nim zékonem a naopak, neridi-li se odchylky od aritmetické-
ho priméru normélnim zékonem, nerid{ se jim aspon nékters
ze skuteénych chyb (kdyby se jim ridily vSecky sku-
te¢né chyby, musely by se jim riditi i odchylky od aritme-
tického primeéru).

< Jh , skute¢né chyby
Qznacéime-li { 3, miru presnosti pro { odchylky , bude
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podle vzorce (9)
1 n—1.  n—12 =n—1
R YRR T Rl T

h’=hV "
, n—1

Tedy pravdépodobnost, Ze odchylka v je v mezich od » do
v 4+ dv, bude

’ - h*nov? ~
i_-e—"""2 dv = h_V n e n—idy.
VooV Ja¥n—1

f) VSimnéme si trojihelnikové sité. Mérené uhly trojihel-
nika oznaéime 4, B, C. Soucet 1hla podle meéreni je 4 +
+ B 4 C. ProtoZze zndme, jaky tento soucet mi byti
(180 + £, kde &' je nadbytek uvaZovaného trojihelnika),
zndme skuteénou chybu e v uzdvéru trojthelnika, t. j.

e=1804¢ — (4 + B+ 0).

Oznad&ime-li skuteéné chyby v jednotlivych whlech ¢, &, &,
jest

¢éili

& = _81—82—83-

Z predchézejictho vysledku je patrno: Rid{-li se &, ¢,, &5 nor-
malnim zdkonem d¢etnosti, F{di se jim i chyba v uzdvéru
a naopak, nefidi-li se chyba v uzavéru normilnim ziakonem,
nefidi se jim aspon nékterd z chyb v mérenych Ghlech.
Je-li
h , . . skutecné chyby thla A, B, C,
{h' mira presnosti pro { chybu v uzdvéru trojihelnika 4 BC,

bude podle vzorce (9)

L ST T N

h'2 hz . V§
Tedy pravdépodobnost, Ze chyba & je v mezich od & do
& + de, bude
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' e e de————— g’hzezds.

Vn l/3n !
Oznacime-li stfedni chybu méfeného thlu pismenem m a
sttedni hodnotu chyby v uzdveéru pismenem M, plyne ze
vzorce (10)

M
M2=3m?2 ¢ili m= ﬁ? (11)
A vypocteme-li podle vzorce I, (10°)
o
n

kde n je pocet chyb v uzavérech, bude
m=+ V[S_] av)

¢) Podobné jako v odstavei b) uvaZujeme o obecnéjSim
pripadu,*) kdy skute¢nd chyba néjaké veli¢iny je rovna li-
nearni funkei Ag; + Aty + ... + Azen Cdsteénych chyb ¢,
€y -+ En, PTi CemZ g; se Tidi zakonem Cetnosti g;(g;). (Pro
ruzna ¢ mohou byti funkce @; ruzné.)

Pravdépodobnost, Ze chyby ¢, ,, ..., &, nabudou soucasné
hodnot ¢, ¢,, ..., &, jest '
@1(€1) Pol€s) - v @uilen) de; de, ... dey,. (12)

A pravdepodobnost ze A&y + Agey + ... + Anep, md hodnotu
mezi w, a w,, bude rovna integralu vyrazu (12), pri cemz obor
je takovy, Ze

wy < Ay + Aggy + oo+ Angn <wp.
Stejné jako v odstavei b) bude tedy pravdépodobnost P, Ze
celkovd chyba A,e, 4 Apey + ... + Ayug;, je v mezich od w, do
W,, TOVNA |

*) Whittaker-Robinson, 1. c. str. 168—173.
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(e o) an

27

—30 —

‘P1(81). @ales) - - ‘Pn(sn) de, de, . .. dey,.

PiSeme-l1i
o0

Je—i8% pu(z) dx = Q,(6),
bude ”
P— _T 46 f 607 0,(14,0) 2(40) ... Qu(1B) dr.
- /
Uvazime-li, Ze
feier d‘[ — ;l@ (eiew, - ei@w,),

w,

a zavedeme-li oznadeni 2(0) = 2,(4,0) 2y(A4,0) ... 2,(:0),

jest
P = 1 fg(@) (eiew-_g _ eiewl) de.
2z :

10
Pravdépodobnost P, Ze A& + Asep + ... + Anen je mezi ¢
a ¢+ de, bude

[protoie _1'_@ (eiO(e—{-de) —— eiec) — —__ ¢iGe (eiOde — l) - eiBe dE] ,
[]

16
P =% [ 0@) e d0,
27
tedy rovna g(¢) de, kde B
@ple) = %fﬁ(@) ¢i€e d@. (13)
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Zavedeme oznaceni

Sk =fa:"<p,.(z) dz. (14)

Pak podle definice £2,(®) bude
046) = f 197 g, () dz =
fl Oz @z i@z (Ox)
=f(l—_1'!'_ o T3y T 4!__'")"”(“’)‘1“’:
7 2 ()3 4
=1—16s, — o 82+ i 83—}-%84—]-

Odtud

: @2 '@3 61
lg 0,(0) = Ig (1 — 168, — 32+ +4, st )=

: & z@"'
= — 108, — 5 (— 82 + 8,) 3T (8 — 38,8, + 28,3) 4
e 2 2 a
+ — 10 (84 — 48,85 — 38,2 + 128,23, — 68,%) 4 ... =
. 62 103 e+
= —10p, — 97 P+ o7 31 P3+4, Pyt -
kde
. . 81, l | . 81’ l) O
pl_sl’ Dy = — 8. 8 |, Ps = 82’8111 ’
& "1 83, 85, 28,
$,1,0, O

8, 8,1, 0
8. 85,28, 1
84, 83, 385, 38,

Pea=— —
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Veli¢iné p;. se rikd seminvariant rddu ¥ nebo k-ty seminva-
rlant Uvézime-li, Ze '

n
lg 2(6) = 2. Ig 2u(19),
vidime, Ze na p¥. pro soucet odchylek &; 4+ &, + ... + &, bude

Ig Q(0) = Z Ig 24(0) =

@3
=—z@2p1 2,2?2"‘% Zp3+
¢ili, Ze lze psati
6 163
ng(@)=—i@P1—— P+ P,+ ...,

kde P; je rovno souétu k-tych seminvarianti jednotlivych
odchylek. UvaZujeme-li celkovou chybu & = A,¢,, jest

&? '@
g Q(0) = 1g 2,(4,0) = —1OP, ——P2+ P+ ...=

/112@2 . zl 3@3

= —14,0p, — Ps + -

V tomto pripadé je tedy Py rovno k-tému seminvariantu
chyby &, ndsobenému 4,*.

Obecné, je-li ¢ = 4,6, + Aot + ... + ZAnen, plyne, Ze
lg 2(6) = 2, 1g 2u(416) =

2 . AR20? Ap36@3
=h21{-— 1AROD1n — ;! Poh + ¥ h3 Pgh =+ ---}s

¢ili, zZe lze lg Q(®) psiti zase ve tvaru

2 y 3
Ig Q(6) — — iOP, _9_P2+ O p 4.
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kde
Py = Lpyn + APz + oo+ Anrm
Py = 1,®Pn + A*Pas + -+ + Ax’Pen,
o Py=A%ps + AP+ ... + AnPpaa atd.
Nyni budeme predpoklddati, Ze jednotlivé chyby ¢, ¢, .- ., &z
jsou velmi &etné a velmi malé. ProtoZe prvni seminvariant
je podle definice roven

Pip = f en @r(er) dep,

tedy‘vla.stné roven aritmetickému prameéru vSech hodnot

chyby &5, miZeme dociliti vhodnou volbou stredu, od néhoz

¢itdme chyby, Ze prvni seminvariant vymizi.
Predpokléddme, %e jsme to ucinili pro v3echny chyby ¢,

Es, -+ -5 En, & OzNacime

{ 0, Po1» Pars Pars - -
0, Poo: P3ps Paas - -+

Pak podle predchézejictho pro vyslednou chybu
€= )-181+ }.282“’— .o + AnEn

seminvarianty chyby } il atd.
.

bude

12Par + AtPop + .- + An®Pon,
AM3pg + A%pss + .- + An®Dan.

Pri tom ze vzorci pro p,, ps, ps Plyne, Ze pro p, = 8, =0
bude p, = $,, Py = 83, Py = 8, — 38,2, podle vzorce (14) znaci
tedy p, a p, stfedni hodnoty druhych a tretich mocnin chyb.
Budeme predpoklddati, Ze P, je konecné; déle, Ze pocet
chyb ¢; jest velmi znaény a Ze stiedni hodnoty étverca chyb
Pa1; Pazs - -+ Pon jsou priblizné c;tsejneho rddu. Pak podmmka
ze P, je konecné predpokléd4, Ze kazd4d z hodnot A,2p,; je ko-

ne¢né hodnota, nisobens 1 : n, takde Ax)/pgn je #4du 1: |/n.

o
Il
O
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Potom A%p,, je Fédu —23 5, tedy P, bude f4du —1% 3
pzk'g'n:.‘ p2h2n-
Pokud veli¢ina Pst hude koneéna, bude P; — vzhledem

3
Pan?

k faktoru n ¥ — malé proti P,.
Podobné plyne, Ze P, je malé proti P,. Pro vyslednou chy-
bu tedy bude
©? .G3 o
kde P; klesd s rostoucim i. |
Pravdépodobnost, Ze vyslednd chyba je mezi ¢ a ¢ + de,
bude podle vzorce (13) rovna

ple) =
1 05,118 p O
L d@:l (10— PrtigrPat 3 Pt g0
2n 2n
~® —o (15).
Daji-li se zanedbati ¢éleny s P; a P, proti ¢lenu s P,, jest
‘ . 1 10— 16%'P, o
@(e) = 2nfe d@® =
1 — 36t P, L
== (cos @¢ + isin P¢) dE ==
2
—® ®
1 [ e
=—fe 1O 00 @ dO,
7T
a protoze ¢ b
11/~ ~1a
f e—4¢ cos be de = —Vi e 44’ *)
) 2V 4
0

*) K. i’etr: Poéet integralni, Praha 1915, str. 225.
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bude

?(8) e %7713— € 2P', (15')
2
kde

Py = Apoy + APpgy + .. + Anpon

Ve 2. odstavci jsme uvedli nékteré podminky, jejichz
splnéni zajiStuje, Ze mérické chyby se ridi normalnim ziko-
nem Cetnosti. Byly to:

a) Podminky Schiaparelliho o vlastnostech nejpravde-
podobnéjsi hodnoty odvozené z mérenf, doplnéné dalsi
podminkou, Ze funkce éetnosti pro uvazované chyby maji
tvar.p;(e;)-

b) Podminka, Ze skutecna meéricka chyba je rovna linedrni
celistvé funkei édsteénych chyb, z nichz kaZd4 se ridi nor-
mélnim zdkonem éetnosti.

c) Podminka, Ze skuteénd mérickd chyba je rovna linedrni
celistvé funkeci ¢dstecnych chyb, z nichz kazd4 se ridi‘zéako-
nem Cetnosti @;(e;), jestlize podet ¢dsteénych chyb je dosta-
tecné velky a jsou-li splnény jisté podminky o stfednich
hodnotdch druhych a vyssich mocnin édsteénych chyb.

Je-li néktery z predpokladi a), b) nebo c) splnén, mizZeme
byti jisti, Ze méfické chyby se ridi normalnim zdkonem cet-
nosti, a z toho plyne, Zeje nutno v téchto pripadech vyrovné-
vati podle metody nejmensich ¢tverci; dile, Ze hodnoty ne-
zndmych takto vypoctené jsou nejpravdépodobnéjii hodno-
ty, jez plynou z vysledki méteni; Ze maji nejmens{ sttedni
chyby a nejveétsi vdhy ze viech linedrnich celistvych funkei
vysledkt méfeni 7, l,, ..., l,; a konecné, Ze extrémn{ moZné
chyby, jeZz jsou podle poétu mérenf rovné dvojnasobnym,
trojndsobnym nebo ¢tyrndsobnym stfednim chybdm, vyme-
zuji obory, uvniti nichZ jsou pravdépodobné skuteéné hod-
noty nezndmych vyslednych hodnot.

3. Druhé zdivodnéni methody nejmensich &tverci.

Necht hledané veli¢iny z, ¥, z maji byti zase uréeny z rovnic
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ax+biy+cz=1l, 1=12,...,m, (16)

kde I; jsou prosté cleny odvozené z vysledki méreni. Pred-
poklédame, Ze [; nemaji stejnou vdhu.

Laplace uvazuje o této tloze asi takto: Rovnice (16) nutno
néjak kombinovati, abychom dostali kone¢né rovnice pro
vypocet nezndmych. Ale jak to udélati nejvyhodnéji?

Nechceme uZivati jinych koneénych rovnic neZ linedrnich.
To je podminka nutna, jde-li o velky poCet pozorovani, jinak
by vylu¢ovini nezndmych a jejich vypocet byl neprakticky.

Vechny zpusoby kombinaci rovnic (16), ma-li z nich byti
vytvorena koneénd rovnice linearni, vedou k ndsobeni rovnic
(16) jistymi faktory a k utvoreni souctu téchto soudini.
Oznacime-li faktory k vypoctu nezndmé x pismeny 1,, 4,,
..., An, budeme miti pro x kone¢nou rovnici

’

n
DAi @iz + biy + ¢z — ;) = 0,
=1 \

pii demz

Dhai=1, DAb;=0, D le;=0, (17)
1=1 i=1 =1
takZe
2= Ay 4 Agly 4 +.. 4 Anln. (17')

Kdyby n = 3, stalily by rovnice (17) k vypoctu faktora
A gy A5 1 k vypoctu neznamé x = Ajl, + Ay + Agly. Pokud
v8ak n > 3, nestaci rovnice (17) k uréeni faktora A. Nutno
tedy pfipojiti dalsi podminku. Chceme-li dostati postup nej-
vyhodné;jsi, musime hledati takovou soustavu faktori 4,, 4,
.., An, aby Ctverec stfedni chyby v kazdé vypoctené neznéd-
mé byl nejmensi, nebo jeji vdha nejvétsi.

Podle této ivahy Laplaceovy*) postupujeme takto: Jak
jsme videéli (I, 3) 'a jeSté uvidime (VII, 3b), je za jistych
predpoklada prevrdcend hodnota viahy p, pro nezndmou z,

*) Théorie analytique des probabilités, 1I, § 24.
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_plynouci ze vzorce (17’), rovna

1 A2 Y
—_, 18
Z’w- P + + e = (18)

jsou-li py, s, ..., pp vihy ]ednothvych rovnic (16).
M4 tedy byti vyraz (18) minimem pti podmmké,ch (17).

Funkce F (viz IV, 2) je zde rovna

fif_%l S (hai—1)— 2k, S Abi— 2k S A
=l i=1 i=1

Podminky minima jsou

Ai
- 2 = ki + kb + kgcie (19)

Dosadime-li odtud za A; do podminek (17), bude
k, [paa) + k, [pab] + ks [pac] = 1,

k, [pab] + k, [pbb] + ks [pbc] = O, (20)
5 k, [pac] + kg [pbc] 4 k3 [pec] = 0
a pri tom
x=11l1+ lzl2+...+j."l”= (201)

= ky [pal] + k, [pbl] + k3 [pcl].

Oznaéime-li pismenem A determinant soustavy rovnic (20),

bude
b} [pbb], [pbc] [pab], [pbc]
' [pac], [peel |’

A |[pbe], [pec] |’
1
ky=

2 =—F
[pab], [pbd]
[pac], [pbe]|’
a tedy podle vzorce (20’) bude

[pal], [pab], [pac]
[pbl], [pbb], [pbe]| .
| [pel], [peb], [pec]
Kdybychom k uréeni nezndémych z, y, z poloZili podminku,

(21)

A
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aby byl minimdlni soudet gtverci odchylek v; = a;x+ b;y +
+ ¢iz — l;, pri éemz kazdy s¢itanec v;2 vchdzi do souétu néd-
sobeny prislusnou vahou p;, t. j. ma-li byti minimdlni soucet

n
Dpi (@i + biy + ez — )2,

i=1
musi byti (srovn. III, 1)
[paa] x 4 [pab] y 4 [pac] z = [pal],
[pab] x 4 [pbb] y + [pbc] z = [pbl],
[pac]  + [pbe] y + [pec] z = [pel],

a odtud zase .

1 | [pall, [pab], [pac]
@ = — | [pbl], [pbb], [pbe]
| [pd]’ [pCb]’ [pCC_]

[viz (21)]. Podobné pro y a =.

Je tedy patrno: Podminky, aby koneéné rovnice pro ne-
zndmé z, y, z byly linedrni a aby védhy p,, p,, p. nezné.mjrch
x, Y, 2 byb maximélni, vedou ke stejnym hodnotdm nezn4-
mvch jako methoda nejmensSich étverca.

A naopak: Methoda nejmensich ¢tverci vede k takovym
hodnotéup nezndmych z, y, z, které maji nejvétsi vahy (nej-
mensi stredni chyby) ze vSech linedrnich celistvych funk01
hodnot 1,1, ..., L.

Podle tohoto druhého zduvodnéni methody nejmensich
¢tvercii nejsou vyrovnané hodnoty nezndmych nejpravde-
podobnéjdimi hodnotami, jako byly v pripadé, kdy jsme
mohli predpoklddati, Ze mérické chyby se ridi normdlnim
zdkonem ¢etnosti. Stfredni a extrémni moZna chyba nema
v tomto pripadé vyznamu pro vymezeni oboru, v némz jsou
pravdépodobné skuteéné hodnoty nezndmych.

K tomuto druhému zdivodnéni methody nejmensSich
¢tvercu pripojime nékolik doplnku.

a) Podminku, aby kone¢né rovnice pro vypotet nezna-
mych byly linedrni, autori po Laplaceovi skoro vesmeés pre-
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chézeji bez povEimnuti. Ch. A. Vogler*) odiivodiiuje linear-
nost koneénych rovnic pro vypocet nezndmych asi takto:

Vyrovnané hodnoty neznamych z, y, z jsou jakési funkce
prostych ¢leni, a to takové funkce, Ze

1. hodnoty nezndmych, které vyhovuji viem odchylkovym
rovnicim, musi zustati nezménény a

2. ptesné hodnoty prostych ¢lent vedou k pfesnym hodno-
tam neznamych, které zase splnuji vSechny ptresné odchylko-
' vé rovnice. '

PiSeme vyrovnané hodnoty

= foly, by - 1), Y= fyli, boy ooy ln)y, 2= fally, Lgy - -y Un)-
Dosadime-li tyto hodnoty za z, ¥, z do rovnic (16), bude

; e + by + ez = L + L, (16)
takie I; + I; miuzeme povaZovati za takové prosté éleny, Ze
vSechny odchylkové rovnice (16’) se daj{ splniti nezndmymi

x = fz(l, + _7_13 l2+?_2: cony In l}),

Y=l + b b+l ..., ln + la),

2 =foll, + b, lat 1y, ..., ln + Un),
pri ¢emz podle predpokladu 1:

f:t(ll’ lz’ Tty ln) - fz(ll +£1’ l2 +£2’ tt ln + Eﬂ)’
foll by oo bn) = fylli+ By bt oo ln - ), (22)
[l lyy oo Un) = folli+ 0, b+ by ooy b+ ).
Oznacime-li I; + &; presné hodnoty prostych ¢lenu a = + &,
y + n, z+ { presné hodnoty neznamych, musi byti podle
predpokladu 2:
x+ E=folly + &, 0+ &, .-y ln + €n),
y+n="rl+e,l+ &, ....0 + ), (23)
2+ 8=+ &,l+ &, ..., l1n + &n)- -

*) Didaktisches zur Ausgleichungsrechnung. Z. f. Vermes-
sungswesen, Bd. 33 (1904), str. 394—402 a 609—613.
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Jde-li o0 druhé zdivodnéni methody nejmensich ¢tvercu, za-
loZené na vzorci pro vdahu vysledné hodnoty, jejiz chyba je
linedrni funkei ¢dstecnych chyb ¢, ¢,, ..., &,, musime pied-
pokléddati, Ze &; jsou tak malé veli¢iny, Ze v Taylorovych
rozvojich funkci f,, f,, f, miZeme zanedbati ¢leny od druhého
radu, Ze tedy misto (23) staci psati
£= 1181 + j'282 + ‘e + lnem
n=2A8 + Aogs + ... + A'ntn, (23")
= A"16+ A9 + ... + A"nn,
kde
- 3], r af!l " __ ﬁfz
= M= R A= A
Tyto derivace se mohou vypocisti na pr. pro stfedn{ hodnoty
U, U, ...,Uy v uvaZovaném oboru.

Je ziejmé, Ze v téZze tivaze nemiZeme jednou kldsti za
funkce f linedrni vyrazy a po druhé presné vyrazy, pokud
promeénnsé jsou v priblizné stejnych mezich. Predpokldddme-li
tedy, Ze odchylky I; jsou priblizné ve stejnych mezich jako
skuteéné chyby &;, musime misto rovnic (22) ps4ti

}’lczl_._ + j'zlg_ + ...+ znlﬁ = 0,
Ay + Xody + -+ AValw = 0, (22)
}'”lll + )0.”2lz + oo + }»”nln — Oo
ProtoZe podle predpokladu 2 musi byti odchylkové rovnice
(16) splnény, klademe-li misto I; vSude /; 4 ¢; a misto z, y, 2
po fadé x4+ &, y + 7, z 4 £, bude
a;(z+ &)+ bi(y+n)t+eci+ =L+t e

a odecteme-li od této rovnice
aix+byt+ez=L+UL _ (16%)

Ai

bude ~
ai§ + by + il = &i — 1.
Nésobime-li po fadé A; a seéteme, bude — vzhledem k (22)
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a k (23') .
(@Al & + [bA]y + [cA]¢ = [eA] = £,

podobné
[ad’] & + [bA')n + [cA] C = [eA] =9, (24)
[@2"] & + [bA"]m + [cA"] § = [eA"] = C.

Mysleme si nékolik rad méreni a necht hodnoty 1,1, ..., 1,

jsou vidy v uvaZovaném oboru. Pak pro kazdou fadu dojde-
me k rovnicim (24) se ste]nyml koeflclenty, ale nestejnymi
£, m, L. Z toho je patrno, Ze rovnice (24) mus{ byti splnény
identicky pro jakékoli &, n, {, t. j. musi byti

[@d] =1, [bA] =0, [cA] = O,
[@d'] = 0, [bA'] = 1, [cA'] = O, (25)
[@aA"] =0, [bA"]= 0, [cA"]=1.
Rovnice (22'), dosadime-li do nich z rovnic (16’)zal;, nabudou
VAt [aA] =+ [bA]y + [cA)z— [IA] = O,
z nich podle (25) dostaneme z = [I1], y = [IA'] a z = [IA"]
[viz (17')].
b) Zbyva ukdzati, jak byl odvozen vzorec

1 ,1,,2 -
— =" g 18
e P -I— + + _ (18)

pro vahu linedrni funkce céstecnych chyb

%) V odstavei VII, 1b) bylo dokdzéno: Ridi-li se chyby &;,
t=1,2,...,n, normdlnim zdkonem éGetnosti

—— e—h 'E ,

Vn
bude pravdépodobnost, Ze vyslednd chyba ¢ = A&, + A&, +
+ ...+ Anen Je v mezich od € do ¢ + de, rovna

V=
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kde mira presnosti

H = !

2 12
V +k+ i

Pravdépodobnost, Ze vysledna chyba jest v mezich od —¢
do + ¢ bude tedy @(He) (srovn. I, 8). At je e jakékoli,
bude tato pravdépodobnost vétsi, je-li vétsi mire, presnosti H.
Podobnou iivahou dosel Laplace k pozadavku, Ze mira pres-
nosti H m4 byti co moZnd nejveétsi.

A zavedeme-li misto miry presnosti h; a H vahy p; a p,,
pri cemz

]
sz,, === h == =
VP: V 2

[viz I, (24') a (16')], ¢ili

1 2m,y? 1 2m,?
hE S a podobné oL —
bude 1 A2 . An?
R W R (18)
Pz P Pe Pn

Tento vysledek je tedy zaloZen na predpokladu, Ze chyb ¢; je
koneény poéet (rovny zde poétu méreni) a Ze se vSechny ridi
normalnim zdkonem éetaosti.

B) Gauss vySel od pojmu stfedni chyby a ze vzorce[I, (12”)]
pro linedrni funkei é4steénych chyb, ktery byl dokdzan za
predpokladu, Ze mérené veli¢iny jsou na sobé nezdvislé a Ze
funkce ¢etnosti ¢dsteénych chyb jsou sudé funkce.
~ Zavedeme-li zase vdhy jako veliéiny nepfimo tumeérné
¢tvercim stiednich chyb (srovn. I, 6), dostaneme zase vzo-
rec (18).

y) Vzorec (18) byl koneéné odvozen*) z téchto jednodus-
swh predpokladu o vlastnostech védhy:

*) F. Bernstein und W. S. Baer: Ein Axiomensystem der
Methode der kleinsten Quadrate, Math. Annalen, 1915, str.
284—294. — Whittaker-Robinson, l. c. str. 228—231.,
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1. Je-li z; namérend hodnota pro veli¢inu z, oznaéime-li
vahu veli¢iny z; pismenem p; a je-li A néjaké ¢islo, pak hod-
noté Ax; veliéiny Ax prislusi vaha p; f(4), kde f(1) je néjaka
funkce 4.

2. Prislusi-li hodnoté z; veliciny « vaha p; a nezdvisle na-
méfené hodnoté y; veliCiny y vdha ¢;, prislu§i hodnoté
x; + y; pro soucet x + y véha r;, pri Cemz

p(r:) = p(p:) + p(qq)- (26)

3. Prislusi-li dvéma nezdvisle namérenym hodnotdm téze
veliéiny stejnd vdha rovnd 1, prislusi aritmetickému pri-
méru obou namérenych hodnot vdha 2.

4. Priglusi-li naméfenym hodnotdm z,, ..., x, stejnd vaha
Trovnd 1, prislusi souétu z, + z, 4 ... + x, vaha rddu 1 : n,
t. j. ndsobime-li vdhu souétu z, + z, +...+ z, poCtem =, je
soucin konecny, roste-li n nad kazdé ¢islo.

Z axiomu 1 plyne: Je-li u néjaké ¢islo, prisludf hodnoté
uldz; veliiny udx vaha rovnd p; f(uld), ale také rovna
pif(w) . f(A). Funkce f musi tedy splnovati podminku (t. zv.
funkciondlni rovnici)

f(ud) = f(u) . [(4)- (27)

Jedind funkce f(A) proménné A > 0, ktera je kone¢na v in-

tervalu ¢, &', pri CemZ 0 < ¢ << &', a kterd hovi funkciondlni

rovnici (27) pro vSechny kladné hodnoty proménnych A, u,

jest funkce A%, kde k je redlnd konstanta.*) Tedy: véaha pii-
sluénéd hodnoté Ax; veliéiny Az je

pidk. (27°)

Podobné vaha pifsluind hodnoté Ay; veliiny Ay je giA¥

a vdha prisludnd hodnoté A (x; 4+ ¥;) je r;A¥, pti éemZ podle

predpokladu 2 musi byti
p (rid*) = p (pid¥) + y (g:A%). (28)

Veliéina r; je podle vzorce (26) funkei proménnych p; a g;.
Derivujeme-li rovnici (26) podle p;, jest .

*) K. Petr: Podet diferenciélni, str. 117.

176



p(73) 8_]0,, = y'(pi)
a podobné z rovnice (28):
v (7 A¥) % Ak —— v (s Ak)’ i

op;
tedy délenim
Y(pid®) _ y'(nd¥) ¢ (@id")
Y)Y yi@)
¥ (2A%)
v'(2)
.zA* je soumérnd funkce vzhledem k z a A*, nezdvisi funkce
y'(z4%)
¥ (@)y'(A¥)

u misto A¥, musi funkce y’ spliiovati funkciondlni rovnici

vvvvvv

Odtud jé patrno, Ze podil je nezavisly na z. A protoZe

aninaz, ani na ¥ a je rovna konstanté c. PiSeme-li

1 , 1 ,
'(z) rovna — 2 a tedy p(z) = ST 1_) b 41
1
Konstantou PO 1’) muZeme ve vzorci (26) kratiti, takze

muzeme psati
| p(z) = 2, (29)
kde £ = k' + 1.

Necht jsou z,, x, dvé nezdvislé hodnoty veli¢iny z, kazds
o véze 1. Pak }z,, }x, jsou dvé nezdvislé hodnoty veli¢iny 4,
kazd4d o vidze 4k [srovn. vzorec (27°)]. A 4 (x; + x,) jest hod-
nota veli¢iny x, jiZ prislusi podle vzorce (26) a (29) vaha 7,
a jest

1 1 1

(r)F'+1 = Rk + oFk” — oRE—1’
| 1
Podle predpokladu 3 musi byti r = 2, tedy 2*" = SR
sili K (k+1)=1. (50)
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Je-li ', hodnota veli¢iny , o vdze p; a ¥’y nezévisle urcend
hodnota veli¢iny z, o vdze p,, pak A4,x’; + 4,x’, je hodnota
veliiny 4,2, + A,%, o vaze r, pfi ¢emZ

= (pABE + (pdBY = p A+ pt A (31)
Je-li dile 2y nezdvisle uréend, hodnota veliémy z; o vaze ps,
pak 4,2, + A2’ 2 + }.,,a: s je hodnota veliéiny MLz, + Axy +
+ A3y 0 vaze 7', pri éemZ

rE = ¥ (padh)E = A p AR pek AR
atd. . ‘ — (31)
Jsou-li 2/}, «,, ..., 'y hodnoty pro veliciny z,, le, ey Ty
kaid4 o vdze rovné 1, pak z'; + 'y + ... + 2’ je hodnota
pro soucet x, + x, + ... + x, a prisluSnd vdha r plyne podle

e

vzorce (31/) z rovnice ¥’ = n, tedy r = n*". Podle ptedpo-

kladu 4 musi byti lim 2% ' koneind, tedy

n—-o
1
— 1 pm— ” == =— 1.
kll + O’ k '
Jsou-li tedy z',, 2y, ..., ¥, hodnoty pro veliéiﬁy 2y, Lo,

» In O vahédch I‘OVDVCh P15 P2s - -+ Pns Je }'lx 1 + ;‘2x2 +
—I— ..+ An2'n hodnota veliéiny ).lxl + Apxy+. ...+ l,,x,,,
| ]ejlz vaha Pz je ddna podle vzorce (31’) vzorcem

. 2 . . v
;x “+ -+ +E s

%

Ve 3. odstavci jsme uvedli nékteré podminky, za nich? je
platné druhé zdiivodnéni methody nejmensich étverci. Kromé
ptipadu, kdy se chyby méfickych vysledkt ¥{df normalnim
zdkonem déetnosti (srovn odst. 2), uvedli jsme tyto pod
;mm.ky .
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w) Vysledné hodnoty maji byti linedrni celistvé funkce
hodnot I, I, ..., 1, plynoucich z méreni.
b) Je-li vaha chyby &; rovna p;, je viaha p, funkce A&, +
+ Aggs + ... + Angn ddna vzorcem
1 A2

-5;::.22.+-2% T +__—— )

Tato druhda podminka byla odvozena jednak (podle
Gausse) pro pripad, Ze mérené veliiny jsou na sobé nezi-
vislé a Ze funkce Cetnosti jednotlivych chyb ¢, ¢, ..., e,
jsou sudé funkce, jednak z nékterych jednodussich pred-
pokladi o vlastnostech véhy. [Viz §) resp. »).]

Je-li splnén predpoklad f) nebo y), a uzndme-li jako
nutny predpoklad a), pak nutno zase vyrovndvati podle me-
thody ne]menélch ¢tvercu. Hodnoty neznamych takto vy-
poctené, maji nejmensi stredni chyby a nejvétsi vihy. Nejsou
to vSak nejpravdépodobnéjsi hodnoty, plynouct z vysledki
méfeni, a stfedni a extrémni mozné chyby nemaji v tomto
pripadé vyznamu pro vymezeni oboru, v némz jsou pravde-
podobné skutecné hodnoty nezndmych.

4. M&Fické chyby se nefidi ani normalnim zikonem &et-
nosti, ani nejsou splnény predpoklady druhého zdiivod-
néni methody nejmensich &tvered. (Viz odst. 3. Na pt.
funkce ¢etnosti nenf sudd funkce, nebo mérické chyby nejsou
nahodilé atd.) V tomto ptipadé vyrovndni podle methody
nejmensich étverci nepoddva ani hodnoty nejpravdépodob-
néjsi, ani hodnoty o nejvétsi vaze a nem4 také smyslu odha-
dovati presnost méreni a vysledki pomoci stfednich nebo
prumérnych chyb, protoze (podle odst. I, 3) to predpokldda,
Ze funkce éetnosti jsou sudé funkce.

Ale i v tom pripadé poddvd methoda nejmensich étverci
snadno vypodéitatelné a urcité vyrovnané hodnoty; mi ty
vyhody, na néz upozornil jiz Legendre.
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