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GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. — Sur une classe de sur/aces minîma 

plongées dans un espace à quatre dimensions à courbure constante. 

N o t e ( 1 ) de M . O . ROKUVKA. 

1. O n a déjà étudié à plusieurs reprises ( 2 ) des surfaces minima réelles, 

plongées dans l'espace euclidien à quatre dimensions, qui jouissent de la 

propriété que l 'indicatrice de la courbure, en chaque point, soit une circon

férence et Ton a obtenu à ce sujet des résultats intéressants ; en particulier, 

on sait que pour qu'une surface réelle plongée dans l'espace euclidien 

à quatre dimensions puisse être définie par une équation de la forme 

u-\- iv=f\x-\-iy\ f étant une fonction analytique, i l faut et i l suffit ( 3 ) 

qu'elle jouisse des propriétés indiquées. Cependant, la question de la con

struction géométrique de telles surfaces ainsi que la question de la recherche 

et des propriétés essentielles des surfaces, jouissant des mêmes propriétés 

métriques, mais plongées dans un espace non euclidien, n'ont pas été 

étudiées jusqu' ici . 

Les surfaces minima, plongées dans un espace à quatre dimensions à 

courbure constante c, dont l'indicatrice de la courbure, en chaque point, est 

une circonférence, existent, quelle que soit la valeur de la courbure de V'espace 

ambiant; elles dépendent, en général, de deux fonctions arbitraires d\in 

argument. 

\\. Dans le cas de Vespace euclidien (c = o\ projectivement, ces surfaces 

sont engendrées par des points d^intersection de deux cônes de la deuxième 

(') S é a n c e du y~ juillet 1928. 

( ! ) S. IVUIETNIEWSKI, Ueber Fldchen des vierdimensionalen Baumes, deren sdmt-

liche Tangentialebenen untereinander gleichwinklig sind, und ihre Beziehung zu 

den ebenen hurven (Diss. Zurich, Speidel, 1902). — K . KOMMKRELL, Hiemannsche 

Fldchen in ebenen Raum v. vier Dimensionen ( Math. Annalen, 60, 1906, p. 5^8). 

L . P . EISENHAKT, Minimal surf aces in euclidean four space {Amer. Journ. of Math., 

3ri., 1912, p. 2 i 5 ) . 

(*) L . P . E l S E N H A R T , IOC. cit. 



X 2 ) 

espèce ( ' ) , r/ora/ les axes ne se coupent pas. Evidemment, une surface ainsi 
engendrée contient deux familles de courbes planes, situées dans les plans 
des deux cônes ; les plans tangents à la surface le long d'une courbe plane 
quelconque (V une famille passent par un point fixe, qui est situé sur Taxe du 
cône, dont les plans contiennent les courbes de Vautre famille. La métrique, 
qui attribue, aux surfaces ainsi engendrées, les propriétés indiquées plus 
haut, est déterminée par une quadrique contenant les axes des deux cônes. 
Le calcul montre, en particulier, que, dans l'espace euclidien à quatre 
dimensions, i l n'existe pas de surfaces minima dont l'indicatrice de la cour
bure soit une circonférence de rayon constant. 

A. Dans le cas d\in espace non euclidien ( c ± o ) , du point de vue pro-
jectif, les surf aces considérées sont engendrées par des points d'intersection 
des couples de plans oscillateurs de deux courbes situées sur une quadrique 
non dégénérée et telles que leurs tangentes sont elles-mêmes sur la même qua
drique. Cette quadrique, prise comme l'absolu, détermine la métrique en 
question. 

5. Un cas particulièrement intéressant se présente, lorsqu'on se demande 
s'il existe, dans l'espace projectif à quatre dimensions, parmi les surfaces, 
qui sont engendrées par des points d'intersection des couples de plans oscu-
lateurs de deux courbes situées sur une quadrique non dégénérée et telles 
que leurs tangentes sont elles-mêmes sur la même quadrique, des surfaces, 
qui jouissent de la propriété d'être coupées par les plans oscillateurs d'une des 
deux courbes considérées des coniques suivantes. On trouve qu'il existe une 
surface et une seule jouissant de cette propriété et que c'est la projection (prise 
d'un point général, c)est-à-dire non situé sur Vhypersurf ace des coniques dégé
nérées) de la surface de Véronèse; les deux courbes, dont les plans osculateurs 
Vengendrent, se confondent dans une courbe rationnelle normale du qua
trième degré qui, à son tour, est située sur la surface. On arrive ainsi à une 
construction nouvelle de la projection de la surface de Véronèse et une con
sidération simple montre que cette construction n^estpossible que d\ine seule 
manière; c'est-à-dire, i l n'existe, sur la surface considérée, qu'une courbe 
rationnelle normale du quatrième degré dont les plans osculateurs l'en
gendrent. En reprenant le point de vue métrique, la surface en question est 
susceptible d'une définition métrique dans un espace non euclidien et préci
sément, elle appartient aux surfaces minima, dont l'indicatrice en chaque 

(1 ) L n cône de la deuxième espèce est la totalité de oo1 plans passant par une droite 

fixe. 



( 3 , 

po in t esl une circonférence; parmi de telles surfaces elle est caractérisée par 

la propriété que le rayon de l1 indicatrice est le même en chaque point de la sur

face. M a i s i l existe une relat ion entre le r ayon de l ' ind ica t r ice et l a cour 
bure de l 'espace; en par t i cu l ie r , pour que le rayon de l'indicatrice soit réel, 

il faut et il suffît que l'espace ambiant soit à courbe positive. Q u a n t au rôle 
que joue la quadr ique absolue par rappor t à la surface considérée, cette 
surface étant engendrée par des points d ' intersect ion des couples de plans 
osculateurs d'une courbe ra t ionnel le normale du quatrième degré, située 
sur la surface, et d'une seule, i l existe une quadr ique (non dégénérée) et 
une seule q u i contient cette courbe et ses tangentes. C'est précisément la 

quadrique qui attribue à la surface la métrique en question. O n peut encore 
définir cette quadr ique comme la projection de la première polaire de Vhyper-

surface des coniques dégénérées associée au centre de la projection. 

L a méthode q u i m ' a permis d 'obtenir ces résultats est la méthode du 
repère mobi le , sous la forme employée par M . E . C a r t a n . 

( E x t r a i t des Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 

t. 187, p . 33 ' | , séance du 6 août 1928.) 
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