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GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Sur les sur/aces projectivement dcfor-

mables qui admettent un groupe de ce* transformations projectiles en elles-

mêmes. No te ( ' ) de M . O . BOKUVKA. 

1. O n peut se proppser l a question de l a recherche des surfaces non 
réglées q u i admettent un groupe de oo1 déformations project\ves en elles-
mêmes et sont en même temps project ivement déformables sur d'autres 
surfaces. Cet te quest ion ne paraît pas diff ici le à résoudre dans le cas où les 
déformations projectives de l a surface en elle-même, sont des déformations 
projecl ives proprement di tes ; en effet, comme on connaît expl ic i tement les 
invar iants projectifs de toutes les surfaces q u i admettent oo1 déformations 
projectives (proprement dites) en e l les-mêmes, on n 'a qu 'à expr imer , 
dans chaque cas, l a condi t ion de déformabilité. L e cas où les déformations 
projectives de l a surface en elle-même se réduisent aux transformations 
projectives mérite une considération part iculière. Je me suis occupé de cette 
question et j e me permets de l a t rai ter dans cette Note . J ' y ut i l i se les 
notations d u Mémoire de M . Ca r t an (Annales de VÉcole Normale, 1920) . 

2 . S o i t ( S ) une surface non réglée 'admettant u n groupe de Q O 1 t ransfor­
mations projectives en elle-même. I l résulte de l a théorie générale de 
M . C a r t a n que : i ° on peut chois i r sur ( S ) les var iables indépendantes x, y 
de manière que, avec le cho ix du repère mob i l e considéré dans le Mémoire 
cité, les formes .&>,, w a aient l a forme 

dx dy 
1 F ( a ; + j ) 1 <fc(a?-+-j) 

les fonctions F , <ï> ne dépendant que de x-^-y\ 2° avec ces variables , les 

invar iants fondamentaux a , (3, a , , a 3 , X , p ne dépendent que de x-\-y. 

Supposons ( S ) project ivement déformable. I l existe alors deux fonc­

tions « , v non toutes nulles telles que yfûto^ \ / v ( x ) 2 et même si w p ^ o , 

y / ^ w , + y / ^ ( o 2 s o n t des différentielles exactes et i l est facile de v o i r que le 

(*) Séance d u 25 novembre 1929. 



( 2 ) 

rapport de w, v ne dépend que de x-{-y. \///a>, et <JV<Ù2 étant des différen­
tielles exactes, on a \ju = \jXFy <Jv = \/Y<l>, X et Y étant des fonctions de 
x et y respectivement et de plus, comme le rapport de u à v ne dépend que 
de x-\-y, deux cas seulement sont possibles : 

i° v̂ X = aema;, \/Y = bc-my (a, b, m constantes, ab?éo)\ 
2° Une (et une seule) des fonctions X , Y s'annule identiquement. 
Pour la commodité du raisonnement suivant, i l paraît utile d'introduire 

les deux quantités ^z= —, y=—. 

Premier cas. — Dans ce cas là, ^/^(°t~^~ \J\^^ étant Une différentielle 

exacte, p et y sont de la forme p = ( H — c) ; y = | (H+c) , 

H étant fonction de x-\-y et c une constante. Les invariants a, {3, a,, a, 

étant déterminés par (3, y, les conditions d'intégrabilité du système d'équa­
tions différentielles qui définit les. surfaces correspondantes, déterminent 
les deux autres invariants X et p, chacun à une constante arbitraire près, 
et donnent encore~~précisément une relation pour la fonction H . 

'Si m^Oj i l est commode d'introduire une fonction H par l'équation 
H ' = T P . Ensuite la relation en question est une relation différentielle du 

quatrième ordre pour la fonction H . Les surfaces correspondantes existent et 
dépendent de constantes arbitraires. ' 

Sim = o, deux cas sont à distinguer : Û 2 ^ ^ 2 ou bien Û2 = 5 2. 
a. Si l'on a a 2 ^ ^ 2 , la relation qui détermine la fonction H est de la forme 

H ' î = H * + / ) H a + y H + r, p, q, r étant des constantes arbitraires; donc 
les surfaces en question existent et dépendent encore de constantes arbitraires. 

b. S i l'on a <z2 = 6 2, la relation pour la fonction H est vérifiée identique­
ment, au moins si les deux constantes arbitraires que font intervenir les 
invariants X, p sont égales (si elles sont distinctes on a H ' = o). Alors les 
sur/aces correspondantes dépendent d'une /onction arbitraire a"un argument. 
Si c = o, on a soit les sur/aces générales de révolution, soit les surfaces 
Z = Y 2 - f - F (X) . Si Cfé o, on a les surfaces 

Z = logY + F(X) ; Z = Y « F ^ ) ; Z = « * F ( £ ) , 

X, Y , Z étant des coordonnées cartésiennes, a (je o) une constante arbitraire. 
Deuxième cas. —Dans ce cas-là, les surfaces correspondantes sontR 0 . 

Si par exemple Y = o, on peut supposer y = i . Les conditions d'intégrabi-



( 3 ï 

lité correspondantes déterminent les invariants fondamentaux des surfaces 

considérées et donnent encore précisément une relation pour la fonction^, 
— fi, —3 —2 

cette relation étant do la forme fi = i [i rf-p (3 -h q$ +r,p, q, r étant des 
constantes. Les surfaces correspondantes dépendent des constantes arbitraires. 

3. Toutes les surfaces considérées au n°2 (b) font partie d'une famille plus 
étendue de surfaces, déterminée par M . Cartan ( f ) jouissant de la propriété 
que la deuxième surface focale de la congruence de tangentes à l'une des 
familles du réseau conjugué de déformation projective se réduit à une courbe 
(nécessairement une droite). Quant aux surfaces derévolution, elles jouissent, 
au point de vue projectif, encore d'une autre propriété intéressante : Sur 
chaque surface de révolution le réseau conjugué de déformation projective 
est formé par les lignes de Darboux-Segré, et inversement chaque surface 
sur laquelle le réseau conjugué est formé par les lignes de Darboux-Segré 
est soit une surface de révolution, soit une surface projectivement appli­
cable sur une surface de révolution ( 2 ). 

(*) Dans son cours à la Sorbonneen 1927-1928. 

(*) Voir à ce sujet mon article Sur les surfaces dont le réseau conjugué de défor­

mation projective est formé par les lignes de Segrè-Darboux {Bull. Se. math., 53, 

1929, p. 307). 

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 

t. 189, p. 964, séance du 2 décembre 1929.) 
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