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SUR LES SURFACES DONT LE RESEAU CONJUGUE
PE DEFORMATION PROJECTIVE EST FORME PAR LES LIGNES
DE SEGRE-DARBOUX;

Pir M. OTAKAR BORUVKA.

Soit (R ) une surface non réglée projectivement déformable;
soit (R') une déformée de (R). D’aprés la définition méme-de la
déformation projective, on peut établir, entre les surfaces (R)
et (R') une correspondance ponctuelle biunivoque telle, qu’il
sexiste, poar chaque couple de points correspondants, un déplace-
ment projectrf de la surface (R') par e;emyle, 'qm réalise, aux
ipoints correspondants, un contact analytique d’ordre deux des
deux surfaces. Un tel déplacement étant efféctué, les surfaces (R}
et (R') opt, au point commun, dans chaque direction, &n contact
géométrique d’ordre denx. Pour que e contact, dans une direction
privilégiée soit d’grdre supérieur a deux, i} faut et, il suffit que
la direction en question soit celle d’une courbe de réseau conjugué
de déformation projective (*'). Chaque surface (R) admet un
ouo' ou bien w? de réseaux conjugués de déformation projective.
[l se peut que, sur une surface (R) le résean conjugué de défor-
mation projective s¢ confonde avec des lignes remarquables de la
surface soit avec I'une famille d’asymptotiques. C’est précisément
le cas qui a été étudié, pour la premiére fois, par M. E. Cartan
dans son Mémoire fondamental sur la déformation projective des
surfaces (2).

Je me suis oecupé, sur l'initiative de M. E. éecb-, d’§tude des

surfaces (R) telles que le réseau conjugué de déformation projec-
tive soit formé par une famille de lignes de Segre-Darboux; je me

L= ammans 1

{') Cette définrtion du réseau con]ugue de déformation prqyectwe gst proba-

blement nouvelle; ce sont M. E. Cech et M. E. Cartan qui I’ont trouvé
(?) E. CARTAN Sur la déformation projective des surfaces (Anndles de
¢’ Ecole Norm. sup., 3° série, 37, 1920, p 259-356 )
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permets d’établir, dans cet article, les résultats principaux aux-
quels je suis arrivé & ce sujet.

1. Soit (S) une surface queglcongue plongée dans Vespace pro—
jectif & trois dimensions. Faisons- -correspondre, 4 chaque point A
de cette surface un repére formé par guatre points linéairement
indépendants A, A, A,, A;. Chaque point de Yespace peut étre
déterminé par ses coordonnées rapportées a ce systéme. On. a, em
particulier, fes formules

(]) { dA = woA + o5 A+ 0)3A3+ 0)3A3,

- 3
dA;= “’i?A""wiiAi-*‘wtzA:-l-wi?,Aa (z ’,2‘{ »

A
Tes o étant des formres différentielles linéaires, satisfarsant aux
relations de structure de I’espace projectif’

wj=[weew; |~ [@ren,] + [Wewa}+ [o3;009, ],

(2) "-’i.,f =~.Z[mﬂawkj1,

La surface (S) étant une surface ((R), on peut choisir le repere
mobile et I'on peut déterminer les fonctions u, ¢, w non toutes
aplles de maniére & avoir les équations suivantes (*).

Wy == O;

( Wy3 = Wy, Wyg = Wy,
Wiy == Wy, Way = Wy,
W31 = Wao, W33 = Wi,

Wgg~— woo = 2aw + Puw,,
gg— W = KWy -+ 2 ﬁw,;
(3) < w33 — Weo = 3awy + 3 Bw,,

Wy0 == Ly -+ PWwg,

WQO — V'u)i + sz,
W3o == pwy -+ Awy,
du = 2 u(wu—_w‘ms + W Wy,

dy = 20(@yy— 0g) -+ Wwa,
dw = w( w33 — g} + 29 (1— 20wy 4 2 u(1 — ZUYw;,

les «, B, i, v, A, p étant les invariants fondamentaux de la sur-

£
1) E. CARTAN, loc. cit., p. 2g9¥
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face {R) par rapport au groupe projectif. Ces équations entrainent

{ - T
[wi(da +1—oaf — g-p.—ng,>—| =0,

)

i) { [wydv]+ [wadp]+ (2 pa—3vB)[wiw,] =0,
’ [widp]+ T[w2dh]+4(Ra— pB)[wiwy] =0,
{widd ]+ Tw.dp]+ (3pr—2XB)[wiw:] =o,

v}

o[y dv] + ufwrdn] — 2 wip—v)[wy 0] —o.

Inversement, les formules (3) avec les conditions d’intégrabi-
lité (4) définissent les surfaces (R) les plus générales.
" Avec ce choix du repére mobile, leslignes de Segre sontdonnées
par Téquation w}—w}=o0 et I’équation du réseau conjugué de
déformation projective est uw? —owl=o.

2. Exprimons la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
famille de courbes du réseau conjugué de déformation projective
soit formée par une famille de lignes de Segre; ensuite, I'autre
famille de courbes du réseau sera formée par une famille de lignes
de Darboux. On peut considérer, sans restreindre la généralité,
la famille de lignes de Segre qui est donnée par I'équation

vy — wz = 0.

On voit immédiatement que la condition en question est
(5) w—v
de sorte, qu’on a, d’apreés (3)

w—+2%a =0,
w-+2uf =o.

(6)

Donc, s’il existe des surfaces considérées, on a nécessaires
ment u 5% o et les équations (6) peuvent étre remplacées par

) B=a, W == 2 U&.
La premiére de ces relations et les premiéres (4) donnent

2

2v
3p+§-v)w1+(a3-—-1+ g-p.-k-g )w,

(8) da=(a=—-l+

et la deuxiéme des relations (7) entraine

(9 M= .
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On voit en particulier que, chaque surface (R) qui jouit de la
propriété considérée me peut admettre qu’un seul ou bien m? de
réseaux conjugués de déformation projective et I'on arrive aw

systéme suivant :

w3 = 0,
W13 = ts, We3 = W
Wiz = Wy, Wyy — Wy,
w3y = w"zo; W3 — Wy,
Wy — Wop = (2 + w,),
Weg— oy — & W1+ 2w, §
10 S W33— Wop = Ja( wy+ wy),
W10 = AW, + Krwa,
Wep = MWy —+ pw,,
W30 = PW; + Aw,,
du
— T ra(wi+w),

doa = (24 2p a—1)( W+ ).
Les conditions d’intéerabilité de ce systéme sont’
g Y

[widp]  [wodp |+ a(2p —3p)[wiw;] =05

) [w1d‘o]+[w2d/x]+4fx< A— p)[wiwe] = o,
[widh ]+ [wedn]+ a(3p—22)[wiw:] — o,
[di(w1+ &p)] = 0.

et elles montrent que le systéme (10) n'est pas en involution,

Or, on peut poser

dp = /(0 wy),

dh = (o + 20k —p)wy+ (' 4+ a2X — 311) wy,

dp = (p'+a2p—3p) s+ (o200 — X ) wy,

(r2)

et ces équations conduisent aux relations quadratiques extérieuress

[dr' (04 + )] = o,
[de wi]+ [dp'w,]
(13) { +203(@p—2r)+a(Bo—6p)+(2p—1)2a—3p)[w 0] =0,

[dp'wy ]+ [daw,]
—a2a2(3p—2p)+a(50—6p' )+ (2p. —1) (22 =3 ) [ wywg] = 0.

Mais on voit que le systéme prolongé (10), (12) est non plus:

en involution,
Or, les fonctions p, o qui se sont introduites satisfont aux équa-
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tions de la forme

dp’ = p" (w14 w),
(1§) do = p'+2e2(3p—2p)+a(do—6p')+ (2p —1)(22 =3 p)um,

+p'+2a2(3p—2A)+a(be—Bp') + (2 —1)(2p— 3 )Wy,
La premiére de ces équations entraine
(15) [dp' (W54 wy)]=0

et Pon déduit de la- deuxiéme par différentiation extérieure, pour
que le systéme [(10), (12), (14)] soit intégrable il faut que l’on ait

(16) p(p—Ar)=v0.
On est donc conduit a distinguer deux cas: o Ys£ 0, p =1}
2° ' = o.

3. Premier cas : p' o0, p=2A. — Ce cas est caractérisé géo-
métriquement parce fait que, les surfaces correspondantes (R),
s'itl en existe, admettent un seul réseau conjugué de déforma-

Zion projective.
Dans ce cas, les équations (12) donnent
(17) o= p'+a(2h —3u)

et cette relation, comparée avec (10), (12), (14) ne conduit plus
aux relations nouvelles. Les surfaces intéressées sont donc définies
par le systéme suivant :

W3 = 0,
W3 = Wy Wa3 == 0y,
Wy = Wy, Wy = Wy, -
W3q == Way, W3e == W9,
Wy — Woo = «(20;+ W),

Wy — Wop= a o1+ 2wy),
Wyz—Wge == Ja( Wy wy),
{18) } Wy = Aj -+ pg,

W0 == Py —+ AWg,

w3 == AWy 4 wy),

%—- 2a(w; + w,),

da == (a2 21 —I)( g = ©3),
di = /(10 + w3),

\ dh = (p/ 4+ a9k — 32 ) (0 -+ 0y).
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Ce systéme n’entraine qu’une seule condition d’intégrébﬂite
(19) [dp/ (w14 0:)] = 0.

On voit que le systéme (18) est en involution et sa solation
générale dépend d’une fonction arbitraire d’un argument. On
voit de plus que le systéme considéré a une famille de caracté-
ristiques et une seule : ce sont les hgnes de Darboux qui appar-
tiennent au réseau conjugué de deformahon projective.

.

4. Inversement, supposons qu'il existe une surface (QR) telle
que I'on ait :

(20) 0o =0, 2=y, 30 u n’est pas constant.

Une telle surface est définie par un systéme d’équations diffé-
rentielles de la forme {3) avec les relations quadraﬁ'ques exté-
rieures (4) Or, les premléres deux relatlohs cM) donnent,

d’apres 19, 2°,
(21) da — (a2~ 2pe—1)(wr @)
et cette équation conduit a 'équation quadratique
(22) [dp(wl—;—w?)]:o.
D’autre part, la derniére des relations (4) a la forrre
(23) [du(vw+ uwy)] =o.

Comme p. n’est pas constant, d’aprés 3°, on tire des relations (22}

et (23)
(24) u®=y.

Par suite, il existe des surfaces pour lesquelles les relations (20)
ont lieu et ce sont précisément les surfaces considérées au n° 3.

5. 11 est facile d’expliquer géométriquement les relations (20)
En effet, pour que I'équation aw; — fwy= 0 soit équivalente &
Péquation w; — wy= o il faut et suffit que 'on ait « = . Or, sur
chaque surface (R) 'équation aw; + Bwy= o.est celle des courbes
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canoniques de la surface (R); par suite, la relation 1° varactérise
les surfaces ((R) dont les courbes canoniques se confondent avec
une famille de lignes de Segre. Quant a la relation 2°, on shit
qu’elle caractérise les surfaces F (asymptotico-isothermes). Enfin,
la relation 3° exprime que la surface (R) correspondante n’admet
qu'un seul réseau conjugué de déformation projective ou bien
gu’elle n’admet que o' de surfaces déformges.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Pour que sur une surface (R), qui n’admet que %' de sur-
Jaces déformeées, le réseau conjugué de déformation projective
soit formé par les lignes de Segre-Darbouz, il faut et il suffit
que la surface soit une surface ¥ et que ses courbes cano-
niques se confondent avec une famille de lignes de 'Segre. I
existe de telles surfaces ¢t elles dépendent d’une jfonction
arbitraire d’un argument. Elles sont définies par le systéme
d’équations (18)avec p!' £ o; ce systéme a une famille de carac-
téristiques formée. par les lignes de Darboux, qui sont conte-
nues dans le réseau conjugué de déformation projective.

6. Or, on peut déterminer complétement les surfaces qui sont
définies par le systéme (18) et cela quel que soit ., constant oy,
non. En effet, on conclut d’abord de la théorie générale de

M. E. Cartan (') que la fonction y/u est un facteur intégrant des
formes v, et w;. Posons

24
‘/uwl—_d& ‘/\L—‘.wﬂzd?}; § n=uz, §—n =y

et écrivons pour simpliﬁer U= \/E Or, les équations (18)
montrent immédiatement;que U ne dépend que de z et de plus,
an trouve facilement que I'on a

4 I " 7 I " 3 4 3
(28) a=U, p=(UU'—U20; A=hUt+ UU'— U2+ 2,
k étant une constante arbitraire. Par suite, on voit que les coeffi-
cients du systéme (18) ne dépendent que de £ -+ 7, de sorte que

(') E. GaRrTAN, loc. city p. 2¢3:
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les surfaces considérées admettent un groupe & un paramétre
de transformations projectives en elles-mémes.

Les formules (¢8) et (25) conduisent aux équations suivantes :

(d.»\ =_._§ 9—(a'2+dn)A+ dEA, + — Udv;A.,
1., 3U?2 31 i,, U? 1
1 U 1 I
_;_._.l_j(dE dn)A;+ ﬁdEAa—l—"ﬁdnAa,
. I U’z "_ 3 U 31 .
UI
(26)< +%d‘qA,—§-—(dE d-q)Ag+-ﬁdEA3,
ar= (kU iu"—-g% 1 T )(dE+dn)A
I 1,, 3U2 31
<-2- -——-+ ds+lcU—|— U"— y +4Ud)A’
, 33U 31 f, U2 I
. ( —U—-—-Tj—-l—zﬁdg—i—;U U—I"Ud‘])Aa
3 U’

Dans la suite il faut distinguer deux cas suivant k3£ o ou
bien £k =o.

a. D’abord, nous allons nous occuper des surfaces pour les-
quelles on a k32 0; c’est le cas général. Considérons les points
P, P,, P3, P; qui sont donnés par les expressions suivantes :

P

i

-;—(41«:U2—+- U= 1) A —(U'+ 1) Ay — (U 1) Ay -+2A,,

P, = %(4I:U=—U'3+1)A+-}(2\/7<U+U’—i—x)Al
I - ' _ '
(27) +z(—2¢kU+U+I)AQ A3,

P, = %(4kU=—,—U'=+ A 4+ é(—u/k—U +U+1)A

~+ é(z VAU + U'+1)A,— A,
Pi= (U—1)A—A,—A,.

D’abord, on s’assure facilement que ces points sont linéairemeit
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mdépendants. De plus, on trouve, en tenant compte des for-
mules (26) que la droite [PP;] ainsi que les points P, et P, sont
fixes; en effet, on obtient par un calcul facile que les points P-
sdtisfassent aux équations suivamtes :

dP U’ (
Tz =(U—;ﬁ)" — 2kUP,,
dPs L 31
b2z~ Tt suhw
28) ( ——
U I I
. r(lpiz("—"“'a'—l—].dx i—v’fd)’)Pu,
11
dPL_<—-:-de~VAdy)P,,

Or, les équatiens (26) montrent que si lon a d +-dn=o lt-
point dA est une combinaison linéaire de A,— A, et par suite,.
d’aprés (27), il est une eombinaisen linéaire de Py, P,. On en
conclut facilement, en tenant gempte des deux derniéres rela-
tions (28) que, si # est censtalr,.le plan [APlpgkesb fixe. Par
conséquent, les surfaces intéressées jouissent de la propriété que,,
sur elles, les lignes de Darboux 2 = const. sont planes et les plans
de ces lignes forment un faisceau dont I'axe est la droite [P, P;]..

On. tire des équations (27)

(29) A—Z_,c_‘mge+p;;-1r2;
et 'on voit que, # étant constant les coordonnées des points P,
P,, P, ontla forme

P=¢; P,—c ey, Bi=cye-Viy,

Dans ces formules les ¢ sont des constantes et elles signifient Tes:
coordonnées de trois points du plan [AP,P;]. Or, en prenant
dans le plan [AP,P;] ces points pour les sommets d’un systéme
de référence, les coordonnées des points P, P,, P, sont respecti-
vement 1:0:0; 0:1:0; 0:0:1 et les coordonnées du point A
s'écriront, d’aprés (29), 5,:3;:5;,=1:evirievi, de sorte qu'on
a 5153 =3,. On voit d’abord que les lignes de Darboux » = const,
sont des eoniques- qui passent par les points fixes P, P,; on voit
de plus que, dans chaque plan [AP,P}] les tangentes d’une telle
eonique, aux points P;, P,, passent par le point P, qui 4 son tour
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décrit une droite. Par suite, chacun dé ces coniques est déterminée
encore par une constante et par suite le systéme eonsidéré de
lignes de Darboux ou bien, chacune des surfices considérées, est
déterminée par une fonction d'une variable. L’indétermination de
la solution montre que la fonction en question peut étre arbitraire.
Les surfaces considérées jouissent donc des propriétés caractéris-
tiques des surfaces générales de révolution.

Le systéme (18) définit les surfaces générales de révolution.

Remarque 1. — Le résultat entraine en particulier que, chaque
surface de révolution est projectivement déformable. Cette
propriété des surfaces de révolution a été indiquée, probablement
pour la premiére fois, par M. Cartan, dans son cours' 4 la Sor-

bonne eri 1927 28; elle résulte, comme M. E. Cech a bien voulu
me fe commul}lguer des résultats de M. P. Mentre, publiés
aux C'omples rendus, 182, 1926, p. 1073.

On voit en particulier gu’en général ufie surface de révolution
n'admet que &' des surfaces déformées, mais il en existe ausst

telles, qui admettent ®* de surfaces déformées.
¥ ¥ 1 x ¢

R‘emarqué 2. — 1l ne parait pas difficile d’écrire explicitement
I'intégrale générale du systéme (26). En effet, si 'on écrit la fonc-
tion U, qui y figure, sous la forme

- _2Q
v FQ—qQ"’

on vérifie aisément que les fonctions

’4 _,gf ,«m — ?kfi’-,dx
Q = 4 LY Q
P ' EQ er Ps QQ; ét

donnent une solution particuliére du systéme (28) On peut donc
obtenir par des quadratures la solution générale du systéme (28)
et par suite celle du systéme (26). Le résultat n’est pas simple;
c’est pourquoi je ne I’écris pas.

6. Nous allons déterminer les surfaces pour iesquelles onak==o.
Dans ce but nous in}roduisons les points P‘, P, Py, Py qui sont
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déterminés par Jes expressions suivantes

P =A,
Py=(U—1NA — K, — A,
(30) Py= UA, — UA,,

Py=— é(U'ﬂ-—x)A + (U4 1JA 4 (U 1)Ap A,

Au sujet de ces points, on démontre d’abord facilement qu’ils
sont linéairement indépendants et on déduit des équatiors (26)
qu’ils vérifient le systéme d’équations différentielles

[ ap =—(% + ﬁ)d;P—a iwaPi—}— Py
dP, = (ﬁ 3] )o{ng+-EdyP3,
% - (_ - 2U)P3
Or, il est clair qu'on peut Integrer ce systéme par des quadra-

tures. Posons, pour simplifier, - g=2 8, ; nOUSs aurons

»

{32) P'_g §c+clfQ"d:v+L‘z}’+03()”—9fQ"d ./‘Q"\)}

les ¢ étant des constantes arbitraires. Si l'on écrit x au liew
defQ'* dz et que 'on désigne par X, Y, Z les coordonnées carté-

stennes des surfaces considérées, on obtient, aprés avoir éliminé
les paramétres z, y, ’équation des surfaces bien eonnues

(33) ) . Z_Y:4+F X),
F(X) étani une Tonctiorn arbitraire.

Remarque, — On vait en particulier que, chaque surface de
révolution est projectivement déformable sur une surface,
doennée par une équation de la forme (33).

1. Deuxiéme cas p!=o0. — Dan5s ce cas l'invariant y = c est
eonstant et les surfaces (R) eorrespondantes sont caractérisées
par la propriété d’admettre o3 de surfaces déformées
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Or, on sait que les surfaces (R) générales; qui admettent &o? de
surfaces déformées dépendent dans le cas ¢ = o de deux fonctions

arbitraires d’'un argument et dansle cas ¢ %o, ¢ ;:i de six cons~

gantes arbitraires et enfin, dams le cas ¢ = %. elles dépendent de

4rois constantes arbitraires. Dans tous ces cas on connait explici-
tement les invariants fondamentaux «, 3, 4, p des surfaces (R)
correspondantes ('). Remarquons encore que 2(2¢-—4) est la
-cm}rbure de la forme quadratique ¢ == 2@, s ‘qui donne les asymp-
totiques.

3, 1
a. Nous allens d’abord considérer ke cas ¢ % 3 Dans ce cas les

invariants fondamentaux des surfaces générales (R) correspon-
dantes sont donnés par les formules suivantes :

1 Xa’)f

B Wy == = g 8
! ;;1—-90\/X zT—=Yy : Vi—ac Y y—a’
= \1—2¢ ) X(I-F =Yy - X’ )

Y 6 X

6 T e
. 3:\/:—-20‘/%(!%%%—“3}/%),
(36 { I ap B | X )
A=(z—yPX3Y [2 = ;C;:T;—t—--@—x*x (o)

-+ 1_2—(.)w3Y ﬂ(O)—i— k.z"-—i— k3$ k3],

k¥ — 5 3 X _r* Y _ .
p=(y x)=X Y" J[:: (J/—x)" 2cy—w 480

i . 4 m_yﬁY")(o) kyy* Ry -+ k:,].

=Y

Dans ces formules z, y sont les variables indépendantes, &, ks, ks
sont des constantes arbitraires et X et Y sont des fonctions de »
ét y respectivement; ces fonctions peuvent étre arbitraires dané lg
cas ¢ ==o0, mais elles sant, si ¢ o0, des polynomes du sixi¢me
degré, les coefficients de ces polynomes étant les mémes.

L’équation des lignes de Darboux est, . -
= _ Az
> S

¥

< LYY Lo N U i
g .

(') E CARTAN, doc. cit., p. 303307
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tandis que celle du réseau conjugué de déformation projective est
2 2
(kr kya + k) 5 = (ko 2+ k2y+1§s)d_{..

Pour que la famille de lignes de Dar}muxr:ik'éJ = & se con-

T W
fonde avec Pune du réseau conjugué de déformation projective il
faut et il suffit, manifestement, qué Pon it

/qxz—i- k,x -+ k:i _— ki_}’s:i— kg.}’j- ’\3
%4 VY

X =~ M(k1x!+ k2x+ ka)",

Y -—r?ﬂ(ki'}’=+ kz)’ k3)3,

ou bien

m étant une constante arbitraire, différepte de zéro. Mais cette
constante est sans aucune importance, car on peut la faire dispa-
raitre des coefficients du systéme en changeant les variables indé-

pendantes suivant les formules x = W:;, ¥ = Vmy. On peut
donc supposer m =1.

Or, on voit d’abord quc, si ¢ = o on ap = A etl’on vérifie fatcile-
ment que, pour que dans le cas ¢ £ o la relation p =1 ait lieu, il
faut et il suffit qu’il soit &, = 0. Les surfaces c=o0 et c % 0, &y =0
sont donc contenues dans le systéme de surfaces de révolution (26)
et il ne s’agit ici que des surfaces pour lesquelles ck; 3% o.

Or, ¢ étant fixe, les surfaces intéressées forment une famille
de 3 surfaces que j'appellerai classe ¢. Les surfaces de chaque
classe se divisent en deux familles suivant que l'ona A3 — 4k, k2% 0
ou bien k3 — 4k, ka=o; je parlerai, pour abréger, de la « pre-
miére » et de la « deuxiéme » famille.

Je vais démontrer les deux propositions suivantes :

1° Pour que deux surfaces considérées soient projectivement
déformables I'une sur I’autre il faut et il suffit qu’elles appartiennent
a la méme classe et a la méme famille;

2° Ghaque surface considérée est projectivement déformable
sur @' de surfaces de révolution.

Démonstration de la premiére proposition. — Considérens
une classe quelconque c¢. En cheisissant convenablement les
/

¥

v
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variables indépendantés on peut s’arranger que fes palynome; X,Y
soient (2?4 k)%, (y*-+ k)%, k étant une constante différente de
zéro pour les surfaces de la premiére famille et égale a zéro pour

celles de la deuxiéme famille. Soient S et S deux surfaces appar-
tenant a la classe considérée. Soient 2, y les variables indépen-

daptes pour la sarface S et &, 5; celles pour la surface S et suppo-
sons qu’on a déja pourla surface S { X== (£2+ k)3, Y =(y2+ £)?
et pour la surface S : X=(22+%)3, Y= (;’+-/E)3. Désignons
par a, 3; «, B les invariants correspondants pour les surfaces S et S.
On a, d’aprés (7), a =, o = et les formules (34) donnent

o Ml—“2c a/'}"f‘k y

(3%) Vi@ + k) (2 + k)
%= T— 28 — x}:—h_k 3

V(2 &) (52 k)

. a S 2 1
de sorte que «, « sont des constantes (: ;/1 — 20) si Set S appar-

tiennent a la deuxiéme famille et dans ce cas seulement. Il en
résulte, d’aprés la théorie générale de M. Cartan ('), que les deux

surfaces S et'S ne sont pas projectivement déf;orrnz}})les I'une sur
autre si elles appartfennent aux différentes familles et qu’elles le
sont, si elles appartiennent a la deuxi¢me famille; dans ce cas la
correspoqdaqce ponctuelle qui réalise la déformation dépend de
deux-paramétres.

i i
(') E. CARTAN,, }oc. cit., p. 310

(@%u?vre.’)
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Si les deux surfaces S et S appartiennent a la premiére famille,

—

considérons les « dérivées » &, aty; oy, 062 des invariants &, & qui
sont définies par les équations

—

do oy 3 s Wy, dx L ZRON L TROTH

On a, d'aprés (10)

(36) o« a,, a, 2 JFe—i; ap o, @ o 2¢-—I,

de soile que «; o dépendent de « de la méme maniére que a;, o,
de a. Y1 en resul ¢ (*) que les surfaces 5 et S sont projectrvement
deformables 1'une sur l'autre et la correspondance qui realise la
deformation dépend d’un paramétre.

Prenons maintenant deux surfaces appartenant aux différemtes
classes ¢ et c. Il est aisé de voir qu’elles ne sont pas déformables
Pune sur Pautre. En effet, cela est évident si les deux surfaces
considérées appartiennent aux différentes familles. Si elles appar-
tiennent toutes les deux aux premiéres familles, I’enoncé est vrat
parce que, d’aprés (36), les invariants ay, o, ne s’expriment pas
de 1a méme maniére en fonction de , a. Siles surfaces considérées-
appartiennent aux deuxiémes familles, 'énoncé est encore vrai,

—-—

parec que les valeurs numériques constantes des invariants o, «
ne sont pas les mémes,

Démonstration de la deuxiéme proposition. — Considérons
une classe quelconque ¢. Pour démontrer la proposition pour les
surfaces de la premiére famille, il suffit de montrer qu'on peut
choisir, dans les équations (26), définissant les surfaces générales
de révolution, la fonction U(f+n) de maniére que « ne soit pas
constant et que on ait &, = a?+-2¢—1. Or, on a, d’aprés (25),

« U, a;  ay=UU’

de sorte que U doit satisfaire a I'équation

LU U2 2e—1.

On voit que la fonction

U y2c—1Cos £ )

satisfait aux conditions voulues.
Pour démontrer la proposition pour les surfaces de la deuxiéme~
famille, il suffit de montrer, qu’'on peut choisir la fonction U de

maniére a avoir a —y/1—2¢. Or, il suffit manifestement de

prendre U /1 —2¢(E+41).

( ) E. CarTaAN loc. ctt..p. 309.



Pour démontrer la proposition pour les surfaces de la deuxiéme-~
famille, il suffit de montrer, qu’on peut choisir la fonction U de
maniére a avoir « —y/1—a2c. Or, 3l suffit manifestement de

prendre U \/1 — a2c¢(E+1).

(') E. CArTAN, loc. cit. p. 309.

. ¥
b. Nous alldns maintenant considerer le cas ¢ = . Dans ce cas

les invariants fondamentaux de surfaces générales (R) correspons
dantes sont donnés par les formules suivantes :

6 ) 6
\/de, Wy \/%dy,
. — XX' 3 /Y Y
6 Y'X’? TeV X'Y!?

(37) ¢ .
A \,ﬁY:’g;y\—f—;x’A(o k3x+A,f.

Sy 34X v I ey
p X 3Y 3z4xY 8\)"Y(o) kyy kgf.

.

Dans ces formules les z, y sont les variables indépendantes,
Ky, ks, k3 sont des constantes arbitraires et X, Y sont des polynomes
du troisiéme degré en z et y respectivement, les coefficients de z*

et y* étant les mémes.
L’équation des lignes de Darboux est

dz® dy
X Y

et celle du réseau conjugué de déformation projective est donnée

par

(k;;x —+ kl

On obuent facilement, d'une maniére analogue comme dans le
cas ¢ 75-;— que, les surfaces dontle réseau conjugué de déformation
projective est formé par les lignes de Segre-Darboux sont caracte-
risées par les formules

X=m(ksz + k)3, Y=m(kyy + k)3,
m étant une constante arbitraire différente de zéro. Mais cette

constante est sans aucune importance car, on s’assure facilement
que, X et Y étant donnés par les formules ci-dessus, les coefficients

du systéme (37) ne dépendent que de Vmk,, ymks, \/mk.. On

peut donc supposer m =1.
On vérifie par un calcul facile que, si ky=o0 on a p=<} et

s1 kg7 ola relation p==» alieusi I'on a,en méme temps k; = ky = o



et dans ce cas seulement. Les surfaces k3—=oet k352 0, by =k, =0
sont donc contenues dansle systéme de surfaces de révolution (26)
et il ne s’agitici que des surfaces pour lesquelles 4354 0 et les
constantes k,, k; ne s’annulent pas toutes les deux. Ces surfaces
forment une ¢lasse de ? surfaces.

Au sujet de ces surfaces je vais démeontrer les deux propositions
suilvantes :

1° Les surfaces de cette classe sont projectivement déformables
sles unes sur les autres, mais, parmi elles, il n’existe pas de surfaces
~Jui seraient projecﬁvemnt déformables sur des surfaces d’une

I
classe € 7~ -

2° Chacune des surfaces considérées est projectivement défor-
mable sur ' de surfaces de révolution.

Démonstration de la premiére proposition. — Soit S une sur-
face quelconque de la classe considérée. En prenant convenable-
ment les wvariables indépendantes on peut s’arranger de donner,

~et de plus, d’aprés (10),
(38) Qg — as 02
Il en résulte immédiatement que Pénoncé est vrail.

Démonstration de la deuxiéme proposition. — Il suffit, mani-
festement, de montrer qu’on peut choisir, dans les équations (26)
la fonction U de maniére que « ne soit pas constant et que 'on
ait ay ==a?. Cette derniére condition conduit a satisfaire & I'équa-
tion

v i . Uy
UU'—U2=s oudien u) =°

On voit qu’il suffit de prendre U = e%+n.



Démonstration de la deuziéme propoesition. — 1l suffit, mani-
festement, de montrer qu’on peut choisir, dans les équations (26}
la fonction U de maniére que « ne soit pas constant et que I'on
ait o, == «2. Cette derniére condition conduit a satisfaire & 'équa-
tion

" 14 s U !
UU'— U2 .0 oudien u)=e

On voit qu’il suffit de prendre U = ef*n.

8. Les surfaces dont nous venons de nous occuper dans le n°7
ne peuvent pas étre des surfaces de révolution. En effet, cela
résulte de la remarque que, Je systéme (26) contient toutes les

~surfaces de révolution et 'on y a, pour chaque surface p =1; d’autre

part, les surfaces, dont nous venonsde nous occuper étaient carac
térisées par I'inégalité p 2.

Les résulLats,' que nous a¥ons trouvés sur les surfaces étudiées,
peuvent donc s’énoncer dans le théoréme suivant :

Les surfaces dont le réseau conjugué de déformation pro-
Jective est formé par les lignes de Segre-Darboux sont toutes
les surfaces de révolution et en outre une infinité de o* sur-
faces qui ne sont pas de révolution. Celles-ci forment o' classes
et, en général, les surfaces de chaque.classe se divisent en deux
Jamilles de maniére que, deux surfaces sont projectivement
déformables {’une sur l’autre sielles appartiennent & la méme
classe et & la méme famille et dans ce cas seulement. Chacune

.de ces oo* surfaces est projectivement déformable sur oo sur-
Jaces de révolution.

Remarque. — Au sujet des surfaces de révolution on a le théo-
réme suivant :

Chaque surface de révolution est projectivement déformable
sur des surfaces de révolution. Mais il existe aussi des surfaces
de révolution qui admettent des déformées qui ne sont pas de
révolution.
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