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M E L A N G E S . 3b 

SUR LES SURFACES DONT L E RÉSEAU CONJUGUÉ 
))$ DÉFORMATION PROJECTIVE EST FORMÉ PAR LES LIGNES 

DE SEGRE-DARBOUX; 

P A * M . OTAKAR B O ^ Û V K A . 

S o i t une surface hon tèglée project ivement dëformable; 

^o i t (<Kr) une déformée de (d l ) f -D ' ap rè s la, définition même'a'e l a 

•déformation project ive , o n peut établir, entre les surfaces ( d v ) 

et (OV) une correspondance ponctuel le b iun ivqque teDe, q u ' i l 

^existe, p o u r chaque couple de points correspondants , u n déplace

men t project i f de l a surface (tfv') ,par exemple , ,qui réalise, aux 

(points correspondants, ,un contact «naly.tique d 'ordre deux de» 

deux Surfaces. U n t e l déplacement étant effectué, les surfaces (dv) 

et (dV} ont, au point c o m m u n , dans chaque djrection^, -un. contac t 

géométrique d 'ordre deux. P o u r .que le contact , dans u n e direct ion, 

privi légiée soit d 'ordre supérieur à deux, i\ faut et, i ï suffit que 

l a d i r ec t ion en quest ion soit cel le d 'une courbe de réseau conjugué 

de déformation project ive ( • ) . Chaque surface admet u n 

o i K » 1 ou b i en OQ2 de réseaux conjugués de déformation project ive . 

Il se peut que, sur une surface (<R) l e réseau conjugué de défor

mat ion project ive sé confonde avec des l ignes remarquables de l a 

surface soit avec l ' une famil le d 'asymptot iques. C'est précisément 

le cas q u i a été étudié, pou r la première fois , pa r M . E . C a r t a n 

dans son Mémoire fondamental sur l a déformation projectiVe des 

surfaces ( 2 ) . 

Je me suis occupé , sur l ' i n i t i a t ive de M . E . Cec | t , d'étude des. 

surfaces (<K) telles que le réseau conjugué de déformation pro jec

t ive soit formé pa r une famil le de l ignes de Segre-Darboux ) je m e 

(') Cette définition du réseau conjugué de déformation projective .$3t p r o b a -

bfement Nouvelle; ce sont M . E . Cech et M . E . Cartan qui l'ont trouvé. 
(') E . CARTAN, Sur la déformation projective des surfaces {Annales de 

pi'École -Norm. sup., 3* série, 37, 1920, p 25o-356)»r 
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permets d'établir, dans cet article, les résultats principaux attnt-* 
quels je suis arrivé à ce sujet. 

1. Soit (S) une surface quelconque plongée dans, l'espace pro-
jectifà trois dimensions. Frasons-correspondre, à cnaque p«int Ai 
de cette surface un repère formé- par quatre points linéairement 
indépendants A , A t , A a , A 3 . Chaque point de l'espace peut être* 
déterminé par ses coordonnées* rapportée» à ce système. On. a, en» 
particulierr les formules 

0) 
dA. = w0o A. 

dk.i = o)f0 A w a Ai-+- to,ïAî-t- tûiiKz 
2^ 3), 

les Û) étant des formes différentielles linéarres, satisfaisant au* 
relations de structure de l'espace projectîf 

k-o 

La surface (S) étant une surface (<&), on peut choisir le repère 
mobile et l'on peut déterminer les fonctions u, v, w non toute* 
nulles de manière à avoir les équations suivantes (*). 

^13 = W,, 

«»>31 = «go, 

(3) 

W 3J = W 1 0 , 

W , 3 — (Ooo = «W, •+- 2 Pojjj 
/ to S 3— Woo = 3awVH- 3 P<o,, 

co10 = ).Wi-t- (la)j, 

to s 0 = v«ot •+- pa>i, 

w 3o= pu>i -t- Xu>t, 

dt> = 2 c ( ( i ) ! S — w o o ) -+- w w j , 

les oc, fx, v, X, p étant les invariants fondamentaux àe la sur-

— ' J— 
') E . CARTAN, loc. cit.t p. a<j* 
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face (tft) par rapport au groupe iprojeotif. Ces équations entraînent 

î ) { [ W j ^ J - f - [ w s û î p ] + ( î p ( l ( — 3 v{3)[u>i<f l , ] = O , 

{ujirfX.]-!- ^ W j ' c f f i ] + ( 3 { i a — 2 X P ) [ u ) 1 * * s l = o, 
3 

p [ w t c?vj - |- M , [ < D 2 < # ; J I ] — - WQJL — v)^!»*),] — e. 

Inversement, les formules (3) avec les conditions d'intégral»!-»-
iité (4) définissent les surfaces ( d l ) les plus gé»éral«s. 

' Avec ce ckoix du repère mobile, les lignes de Segre sont données 
^ar "l'équation — w; j=o et l'équation du réseau conjugué de 
•déformation projective est ww* — = o. 

2. Exprimons la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
famille de courbes du réseau conjugué ià« déformation projective 
soit formée par une famille de lignes de Segre> ensuite, l'autre 
famille de courbes du réseau sera formée par une famille de lignes 
de Darboux. O n peut considérer, sans restreindre la généralité, 
la famille de lignes de Segre qui est donnée par l'équation 

OJ1— Wj = o. 

O n voit immédiatement que la condition en question est 

(5) tt-P 

de sorte, qu'on a, d'après (3) 

( 6 ) 
( W -+- 2ltp = O . 

Donc, s ' i l existe des surfaces considérées, on a nécessaire-* 
ment u ^ o et les équations (6) peuvent être remplacées par 

( 7 ) P = a , w =z — 2ua. 

L a première de ces relations et les preniières (4) donnent 

(8) û ? a * = ^ a î — I H - | I v ^ t O t + ^ a * — n - | p.-+- | V ^ < o , 

;et la deuxième des relations (7) entraîné 

( 9 J* 
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O n voit en particulier que, chaque surface (ûl) qui joui t de la 

propriété considérée ne peut admettre qu'un seul ou bien w a de 

réseaux conjugués de déformation projective et l'on arrive au? 

système^ suivant ; 
U) 3 = o T 

tt)j,= 0>i, Oijj _ W , , 

W 3 , = « r ! 0 , W 3 5 — C D 1 0 , 

w n — w 0 0 = a(2u>4-H- W j ) , 

*°> { w 3 3 — t o 0 0 = 3a ( o>,), 

W 1 0 -— Xw t -+- {iO) s , 

U ) 2 ç = ixuit-+- poj,, 

O J 3 0 = pio, -+- Xu>2, 

dot. = 2 fx a— l)(u>i-f- n) 2). 

Ltes* Conditions d'inté gracilité de ce système sont3 

[ tOiûf j j . ] [ io 2 rfpJ-t- a (2p — 3 | x ) [ w 1 w 2 ] = oj 

[u^rfp] -+- [ W 2 O T A ] -+- 4<x( X — p) [u) 1 w 2 J = o, 

ÇiDjdXJ-)- [ w 2 «ifi. ]-f- a ( 3 ^ — 2X)[w 1 ^> 2 } — o, 

et elles montrent que le système (10) n'est pas en involution^ 

O r , on peut poser 

( M ) 

dp f i ' ( w i - H u>j), 

c?X = ( u - t - 2 a X — p)o>!+ a2X — 3fx)w 2 , 

dp = ( f j / - f -a2p— 3{x) w i + (ff-f- 2ap — X)co 2 } 

et ces équations conduisent aux relations quadratiques extérieure» 

[ < V ( o ) l - | - a i 2 ) )= ! o, 

[efa toi] -H [rffx'io 2] 

( l 3 ) ^ -+- 2a3 (3p . — 2X)- i -a(5<i — 6 JJA)-+-( 2 ̂  — i ) ( a a — 3 | x ) [ t o 1 w 2 ] = o , . 

— 2« î (3{ i — 2p)- f -a (5cr—6n ' ) - f - (2 |x —i ) (2X—.3{x) [w 1 o) i ] = o. 

Mais on voit que le système prolongé ( i o ) , (12) est non plus-

en involution. 

O r , les fonctions or qu i se sont introduites satisfont aux équa-
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t ions de ïa forme 

(14) { dn = 2a 2 (3jx — 2 p)-f-<X(5<T—• 6 jx ' ) -H (2jx — i)(2X—•- 3 jx̂  o>t 

2aî(3|x—-2X)-+- oc(5ff — 6{A') -+- (2{x — i ) ( 2 p — 3 } J i ) ^ 

L a première de ces équations entraîne 

<i5) ««)] = <> 

et l ' o n déduit de la-deuxième par différentiation extérieure, p o u r 

que le système [ ( i o ) , ( i 2 ) , ( i 4 ) ] soit intégrable i l f a u t q u e l ' o n ait 

(16) j i ' ( P - X ) = « . 

O n est donc condu i t à d is t inguer deux cas ; t° jj^éo, p = ^) 

3 0 f / = O . 

3 . Premier cas ; f i ' ^ o, p = X. — C e cas est 'caractérisé géo

métriquement parve fait que, les surfaces correspondantes (tft), 

s ' i 7 en existe, admettent un seul réseau conjugué de déforma

tion projective. 

Dans ce «as, les équations (12) donnent 

<I7) <x = [x'-f- a(2\ — 3f i ) 

et cette re la t ion , comparée avec (10) , (12) , ( ï 4 ) ne condui t plus 

aux relations nouvel les . Les surfaces intéressées sont donc définies 

par le système suivant : 

w 3 = o, 

*»13 = u>23 = » D 

U ) 1 2 = w 2 1 = U> 2 , 

W 3 1 = w 3 2 = 

(IÔ) 

W n — W o o = a ( 2 W i + W j ) , 

to 2 2 — t » ) o o — a ( 2 W 2 ) , 

*»>3 3 — w 0 o = 3 a ( (OJ + W J ) ) 

U>!0 = XtOi - f - fAtJi>2, 

w 2 0 = p.tOi-+- X w 2 , 

W30 = X ( w 1 - f - U ) 2 ) , 

rf« , v — = 2 a ( t o 1 + td 2), 

d\t =s fx'(n>i4-<û2), 
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Ce système n'entraîne qu'une seule condition d'intégràbflite 

(19) [ ^ ' ( 0 ) ! - + . o>2)] = o. 

O n voit que le système ( 1 8 ) est en involution et sa solution 
générale dépend d'une fonction arbitraire d r un argument. O n 
voit de plus que le système cpnsidéré a une famille çle caracté
ristiques et une seule : ce sont les lignes de Darboux qui appar
tiennent au réseau conjugué de déformation projective. 

A. Inversement, supposons qu ' i l existe une surface (dv) telle 
que l 'on ait : 

( 2 0 ) f° a = p, =: v, 3* p. n'est pas constant. 

Une telle surface est définie par un système d'équations diffé
rentielles de la forme (3) avec les relations quadratiques exté
rieures (4). O r , les premières deux relations ^4) donnent, 
d'après i d , 2 0 , * 

(21) da — 2 . } J . r - l ) ( w i 

et cette équation conduit à l'équation quadratique 

£22) [rf[x(wi -I- 00, )j = o. 

D'autre part, la dernière des relations (4) a lâ forrhe 

Comme p n'est pas constant, d'après 3°, on tire des relations (22.) 
« t (a3 ) 

( 2 4 ) « = 

Par suite, i l existe des surfaces pour lesquelles les relations (20) 
ont l ieu et ce sont précisément les surfaces considérées au n° 3. 

5. I l est facile d'expliquer géométriquement les relations (20 ) 
E n effet, pour que l'équation aco1 — ( 3 u 2 = o soit équivalente à 
l'équation —> to2 = o i l faut et suffit que l 'on ait a = (3. Or , sur 
chaque surface (tfl) l'équation ato, -n- (3WÏ>= o-,est celle des courbes 
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canoniques l a surface ( t f t ) ; pa r su i t e^ l a relat ion i° caractérise 

les surfaces (&V) dont les courbes canoniques se confondent avec 

une famille de lignes de Segre. Quan t à l a re la t ion a 0 , on. s'ait 

qu 'e l le caractérise les surfaces F(asymptot ico- isothermes) . E n f i n , 

la re la t ion 3° expr ime que l a surface ( d l ) correspondante n 'admet 

q u ' u n seul réseau conjugué de déformation projective ou b i en 

qu 'e l le n 'admet que co* de surfaces déformées. 

O n peut donc énoncer le théorème suivant : 

Pour que sur une surface (tfv), qui n'admet que ao1 de sur* 

faces déformées, le réseau cpnj'u gué de déformation projective 

soit formé par les lignes de Segre-Darboux, il faut et il suffit 

que la surface soit une surface F çt que ses courbes cano

niques se confondent avec une famille de lignes de [Segre. Il 

existe de telles surfaces et elles dépendent d'une ^fonction 

arbitraire d'un argument. Elles sont définies par le système 

d* équations {\%) avec [t! o ; ce système a une famille de carac

téristiques formée.par les lignes de Darboux} gui sont conte

nues dans le réseau conjugué de déformation projective. 

6. O r , on peut déterminer complètement les surfaces q u i sont 

définies par le système (18) et cela que l que soit u,> constant 01^ 

non . E n effet, on conclu t d 'abord de l a théorie générale de 

M» E . Gar tan {*) que l a fonc t ion \/ u est u n facteur intégrant des 

fprmes to, et u ) s . Posons 

et écrivons pou r s impl i f ier U = \J~u. O r , les équations (18) 

montrent immédiatement;que U ne dépend que de x et de p lus , 

o n t rouve facilement que l ' o n a 

(aô) < x = U ' , |jL = i ( U U " — U ' 2 - f - i ) ; \ = k\J*-h i l J U " — ? U ' s + L 
a ^ ' 2 4 4 

t é t a n t une constante arbi t ra i re . Pa r sui^e, o a v o i t que les coeffi

cients d u système (18) ne dépendent que de £ + de sorte que 

( » ) E . C A R T A N , loc. ciftf p . 2fl3i 
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les surfaces considérées admettent un groupe à un paramètre 

de transformations projectiles en elles-mêmes. 

Les formules (18) et (25) conduisent aux équations suivantes : 

/ c?A | ^ . ( r f Ç - ^ r f T i ) A H - i r f ? A 1 + - 0 r f ï ) A s , 

^ — di\)A.t-h ^ r f Ç A 2 - H ijrfTjA 3 , 

( 2 6 ) ( 4 . ^ r f j j A i — ^ ~ ( € ^ — r f i j ) A , 4 - 1 Q d | A 3 , 

/ r ~ O7^ r ,̂  ~ TTI TW* 3~T , \ . 

3 U ' 

Dans l a suite i l faut d is t inguer deux cas suivant A ^ o ou 

b i e n k = o. 

a. D ' a b o r d , nous al lons nous occuper des surfaces pour les

quelles on a k^o\ c'est le cas général. Considérons les points 

P , P i , P 3 , P 3 q u i sont donnés par les expressions suivantes : 

P ±= i ( 4 J t u « - + - U ' » — i ) A — ( U ' H - O A t — ( U ' - f - i ) A , - t - a A „ 

(27) 

P t = I ( 4 # U Ï — U ' 2 - M ) A 4 - i ( i v

/ > t U - + - U ' - t - i ) A l 

4 ^ 

+ I ( _ 2 | / j f U + U ' + i ) A ! - A 3 ) 

P 2 = 7 ( 4 A r U » - r U ' » + i ) A - f - - ( — a i / J f c U - 4 - U ' - 4 - i ) A i 
4 1 

-+- ^ ( 2 t/IU -+• U'-+-1) A 2 — A s , 

P 3 = ( U ' — i ) A — A i — A 3 . 

D ' a b o r d , on s'assure faci lement que ces points sont linéairement 
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«dépendants. De plus, on trouve, en tenant compte des for
mules ( 2 6 ) que la droite [PP3] ainsi que les points P , et P 3 sont 
fixes ; en effet, on obtient par un calcul facile que les points P ' 
satisfassent aux équations: suivantes- : 

dp 
1 \p 

dx ~ j Itr 
dP, 1 p 
dos 

dP% = | 

. < 

dP%=\ (Z " dx 
2 U 

_ v 3 1 
l dx 2 U 

28) 

•s/kdry 

O r , les- éq'uatiens (26^) montrent que si L'on a d\ -f- dt) = o le-
point dA est une combinaison linéaire de At—A3 et? par suite,, 
d'après ( 2 7 ) , i l est une combinaison linéaire de P t , P 2 . O n en* 
conclut facilement, en tenant compte des deux, dernières rela»-
tions ( 2 8 ) que, si x est constant,, le plan ^VAPJPJ]^ est fixe. Par* 
conséquent, les surfaces intéressées jouissent de la propriété que,, 
s-ur elles, les lignes de Darboux x. = const. sont planes et les plans 
de ces ligne* forment u n faisceau dont l'axe est la droite [ P , P 2 ] . . 

On, tire des équations { 2 7 ) 

(»9> A - ^ I F + P ; h P t | 

et l 'on voit que, x étant constant les coordonnées des points Pr 

P i , P s ont?la forme 

P ' = c; Pi _ ci e^y, = cte-rtr. 

Dans ces formules les c sont des constantes et elles signifient les-
coordonnées de trois points du. plan [ A P j P g ] . Or , en prenant 
dans le plan [ A P ^ P a ] ces points pour les sommets d'un système 
de référence, les coordonnées des points P , P.,, P 2 sont respecti
vement 1:0:0; 0 : 1 : 0 ; 0:0:1 et les coordonnées du point A 
s'écriront, d'après ( 2 9 ) , z0'.Zi :,s2 = 1 lefà'.er-vfy, de sorte qu'on 
s. z{z2 = z\. O n voit d'abord que les lignes de Darboux x = const. 
sont des oonîqjues- qui passent par les points fixes P M P 2 ; on voit 
de plus que, dans chaque plan [ A P j P 2 ] les tangentes d'une telle* 
eonique, aux p o i n t s P < 5 P 2 , passent par le point P , qu i à son tour 
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décrit une droite. Par suite, chacun dè ces coniques est déterminée 

encore par une constante et par suite le système «considéré de 

lignes de Darboux ou bien, chacune des surfaces considérées, est 

déterminée par une /onction d'une variable. L'indétermination de 

la solution montre que la fonction en question peut être arbitraire. 

Les surfaces considérées jouissent donc des propriétés caractéris

tiques des surfaces générales de révolution. 

Le système (18) définit les surfaces générales de révolution* 

Remarque i . — Le résultat entraîne en particulier que, chaque 
surface de révolution est profectivement dêformable. Cette 

propriété des surfaces de révolution a été indiquée, probablement 

pour la première fois, par M . Gartan, dans son cours à la Sor-

bonne en 1^27 28; elle résultej comme M . E . Ùech a bien voulu 

me le communiquer, des résultats de M . P. IVtentré, publiés 

aux Comptes rendus, 182, 1928, p. 1073. 
O n voit en particulier qu^en général uhe surface de révolution 

n 'admet que et* des surfaces déformées^ mais il en existe aussi 
telles, qui admettent oos de surfaces déformées. 

Éemarqué 2. — 11 ne paraît pas difficile d'écrire explicitement 
l'intégrale générale du système (26). E n effet, si l 'on écrit la fonc
tion U , qui y figure, sous la forme 

ôn vérifie aisément que les fonctions 

donnent une solution particulière du système (2$). Q n peut donc 

obtenir par des quadratures la solution générale du système (28) 
et par suite celle du système (26). Le résultat n'est pas simple; 

c'est pourquoi je ne l'écris pas. 

b. J^ïous allons déterminer les surfaces pour lesquelles o n a ^ o . 

Dans kce but nous^ introduisons les points P , P , , P 3 î P 3 qui sont 
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déterminés par Tes expressions suivantes *i 

P = A , 

P l S = ( l T - i ) A - A t - A 2 , 

(3o) ^ p 2 - U A , - U A „ 

P , = — i ( U ' ^ O A + ( U ' H - i j A 1 + ( I / H - i ) A t ^ a A K 

A u sujet de» ces points, on démontre d'abord facilement qu ' i l * 
sont linéairement indépendants et on déduit des éqûatioffs (26) 
qu'ils vérifient le système d'équations différentielles 

[ \ U 2 U / a U a U ' 1 7 

dx 2 U F l + H T * 

dp, =* {^^±.yxVi^ïdyV,, 

dx ~ \ U a U / '* 

O r , i l est clair qu'on peut intégrer ce système par des quadra

tures. Posons, pour simplifier, ^ == a nous aurons 

(3a) p ^ ^ l j c + c, J Wdx+.*ty+ci(y*-'xJ Q'*rfar j ^){, 

les c étant des constantes arbitraires". S i l 'on écrit x au lieu! 

de J'Q'*dx et que l 'on désigne par X , Y, Z les coordonnées carté

siennes des surfaces considérées, on obtient, après avoir éliminé 

les paramètres y, l'équation des surfaces bien connues 

(33) ^ „ Z - Y ' - H F . X ) , 

F^(X) étant une TbnctiOtf arbitraire. 

Remarque f — O n vqit en particulier que, chaque sur/ace de 
révolution est pro/ectivement dêformable sur une surfacer 

donnée par une équation de la fofme (33). 

7. Deuxième cas { J L ' = O . — Dan§ ce cas l'invariant jx. = c est 
constant et les surfaces (<R) correspondantes sont caractérisées 

par la propriété d* admettre oo3 de surfaces déformées 
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O r , on sait que les surfaces {0V) générales^ qu i admettent 6 0 ' de 
surfaces déformées dépendent dans le cas c = o de deux fonctions 

arbitraires d'un argument et «Sans le cas c o, c x = l de six cons

tantes arbitraires et enfin, dasns le cas c = ^» elles dépendent de 

trois constantes arbitraires. Dans tous ces cas* on connaît explici

tement les invariants fondamentaux a, (3, X, p des surfaces {(&) 

correspondantes ( { )* Remarquons encore que 2(20-«4) est la 

•courbure de l a forme quadratique < p = a w, w 9 <qui donne les asymp-

totiques. 

a. Nous allons d'abord considérer le cas c ^ ' i Dans ce cas les 

invariants fondamentaux des surfaces générales (tfi) correspond
antes sont donnés par les formules suivantes : 

1 .* / Y dx 1 / / X dy 

X = (* - R )* X ^ Y " * Il c /

 X - - c -+- ** X ^ ( o ) 
x ^ L2 ( J P — 2 x—y 480 

-t- — a?»Y • ) ( o ) - H * i t f * + * , a r * , | , 
120 J 

* y j ' y? (y — x)* 2 y — x 48<>,/ 

Dans ces formules a?, r sont les variables indépendantes, kti ki} A 8 

soat des constantes arbitraires et X et Y sont des fonctions de x 
ély respectivement; ces fonctions peuvent être arbitraires dans lq 
cas c = o, mais elles sqnt, si c je o, des polynômes du sixième 
degré, les coefficients de ces polynômes étant les mêmes. 

L'équation des lignes de Darboux est̂  « 

dx3 _ dy3 

~x~ ~ " Y " ' 
1 

J U p i , _ , I _ I < „ • • ,1 , . , ., > I ) 1 » m » 
( • ) E C A R T A N , loct cit., p.'3b3r3<»7 

<34) 
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tandis que celle d u réseau conjugué de déformation projective est 

dx^ dy* 
(kix*•+- *3x -+- # 3 ) ^ ( ^ î ^ * - 1 - hy-Me) -Y~• 

P o u r que la fami l le de lienes- de D a r b o u x = se c o n -
^ 6 v/x 

fonde avec l 'une d u réseau conjugué de déformation projective i l 

faut et i l suffit, manifestement, que l ' o n Rit 

kt x*-h kjX -+- k3 ki y*-+- k t y -+- A 3 

ou bien 
X F = m(kiX*-\- k2x-+- kt)", 

Y — - m ( k i y * - \ - k z y k3)*, 

m étant une constante arbi t ra ire , différente de zéro. Ma i s cette 

constante est sans aucune impor tance , car on peut l a faire d ispa

raître des coefficients d u système «n changeant les variables indé

pendantes suivant les formules x = \fmx, y^^Jmy. O n peut 

donc supposer m — \. 

Ôr, on voi t d'at>ord que, si c = o on a p = X et l ' o n vérifie facile

ment que, pou r que dans le cas c je o l a relat ion p = X ait l i e u , i l 

faut et i l suffit q u ' i l soit k4 == o. L e s surfaces c = o et c o^ kt = o 

sont donc contenues dans le système de surfaces de révolution 

et i l ne s'agit i c i que des surfaces pou r lesquel les c A i p ^ o . 

O r , c étant fixe, les surfaces intéressées forment une Camille 

de oo3 surfaces que j ' appe l l e r a i classe c. L e s surfaces de chaque 

classe se divisent en deux familles suivant que l ' o n a k\ — 4 ki kt ^ o 

ou b i e n k%—4k, A j = o ; je par lera i , pour abréger, de l a « p re 

mière » et de l a « deuxième » famil le . 

Je vais démontrer les deux proposi t ions suivantes : 

i° P o u r que deux surfaces considérées soient project ivement 

déformables l 'une sur l 'autre i l faut et i l suffit qu'el les appart iennent 

à l a même classe et à l a même fami l le ; 

2 0 C h a q u e surface considérée est project ivement déformable 

sur de surfaces de révolution. 

Démonstration de la première proposition. — Considérons 

une classe que lconque c. E n choisissant convenablement les 
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variables indépendantes on pêuï s 'arranger que ies polynômes X , V 

soient (a? a + £ ) 8 , (y2-hk)3, k étant une constante différente de 

zéro pou r les surfaces de l a première famille et égale à zéro pou r 

celles de l a deuxième famil le . Soient S et S deux surfaces appar

tenant à l a classe considérée. Soient y les Variables indépen

dantes pou r l a surface et y pelles, pour l a surface S et suppo

sons q u ' o n a déjà pour l a surface S Î ^ X . ^ ^ 2 - f - £) 3 j Y = { j 2 - b k)3 

et pou r la surface S : X = (a?2 H - k)3, Y = ( y 2 k ) 3 . Désignons 

p a r a , (3; a , (3 les invariants correspondants p o u r les surfaces S et S . 

O n a, d'après ( 7 ) , a = (3, a = (3 et les formules (34) donnent 

i l ' xy-^-k 
et y t - ^ a c —1 

V ( # 2 - H k)( v s-+- A:» 

cte sorte que a , a sont des constantes {=)/1 — 2 c ) si S et S appar

tiennent à ïa deuxième famil le et clans ce cas seulement. I l en 

/ 1 c s / ' 1 e s deux 

surfaces S et S ne sont pas project ivement déformalbles l 'une sur 

l 'autre s i elles appartiennent aux différentes familles et qu'elles le 

sont, s i elles appartiennent à l a deuxième famille ; dans ce cas l a 

correspondance ponctuel le q u i réalise l a déformation dépend de 

deuxparamèt res . 

( l ) E . (IARTÀN. }OC. cit., p. 3io 

(^4 çuwre.j 
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S i les deux surfaces S et S appartiennent à la première famille, 

considérons les «f dérivées » « < , « a ; a.,, a 2 des invariants a, a qui 

sont définies par les équations 

fia <Xj w, a » u ) 2 ) riz o^co! a 2to 2-

O n a, d'après ( 1 0 ) 

(36) a, a,, a t a» î̂ e — r , *,. a,, <*i a 2 2C — I, 

de s o i le que a< a 2 dépendent de a de la même manière que çct, a a 

de otrîl en resul c (*) que les surfaces & et S sont projectrveme^it 

<leformables l'une sur l'autre et la correspondance qu i réalise- l a 

déformation dépend d'un paramètre. 

Prenons maintenant deux surfaces appartenant aux. différentes 

classes c et c. I l est aisé de voir qu'elles ne sont pas déformables 

l'une sur l'autre. E n effet, cela est évident si les deux surfaces 

considérées appartiennent aux différentes familles. S i elles appa*> 

tiennent toutes les deux aux premières familles, l'énoncé est vrai 

parce que, d'après (36), les invariants a t , <x{ ne s'expriment pas 

de la même manière en fonction de a, a. S i les surfaces considérées-

appartiennent aux deuxièmes familles, l'énoncé est encore vrai , 

parce que les valeurs numériques constantes des invariants a, a 

ne sont pas les mêmes, 

Démonstration de la deuxième proposition. — Considérons 

une classe quelconque c. Pour démontrer la proposition pour les 

surfaces de la première famille, i l suffit de ^montrer qu'on peut* 

choisir, dans les équations (26 ) , définissant les surfaces générales 

de révolution, la fonction U(£-j-7?) de manière que a ne soit pas 

«onstant et que l 'on ait « , = a 2 + 2 C — 1. Or , on a, d'après ( 2 5 ) , 

a U' , a, « 4 = l ) U ' 

<le sorte que U doit satisfaire à l 'équation 

O n voit que la fonction 

U y /26' — 1 Cos % 7} ) 

satisfait aux conditions voulues. 

Pour démontrer la proposition pour les surfaces de la deuxième* 

famille, i l suffit de montrer, qu'on peut choisir la fonction U de 

manière a avoir a — \J 1 — ic. Or , »1 suffit manifestement de 

prendre V y 1 — 2 c ( E - f - v j ) . 

( ) E . CART4N locKciUy. 309. 



P o u r démontrer la proposition pour les surfaces de la deuxième*-

famille, i l suffît de montrer, qu'on peut choisir la fonction U de 

manière à avoir a — \Ji— 2c. O r , tl suffit manifestement de 

prendre U y/1 — 2 c (£ + ?))• 

( ' ) E . CARTON, loc. cit. p. 309. 

b. Nous all<5ns maintenant considérer le cas e = - . Dans ce cas 
a 

les invariants fondamentaux de surfaces générales {(JV) correspond 

dantes sont donnés par les formules suivantes : 

V Y 6 / X 

( 3 7 ) 

1 / / X X ' „ i V Y Y ' 

p X »Y 8 ^ Y ' < 0 ) ^ / F Î | * 

Dans ces formules les x, y sont les variables indépendantes, 

At, k2, k3 sont des constantes arbitraires e t X , Y sont des polynômes 

du troisième degré en x et y respectivement, les coefficients de x3 

et y3 étant les mêmes. 

L'équation des lignes de Darboux est 

dx* dy 
X Y 

et celle du réseau conjugué de déformation projective est donnée 

par 

(k3x + k t ) ^ - ( k 3 y kt)
dÇ. 

O n obtient facilement, d'une manière analogue comme dans le. 

cas c yé i que, les surfaces dont le réseau conjugué de déformation 

projective est formé par les lignes de Segre-Darboux sont caracté

risées par les formulas 

X = m(k3a;-h h)9, Y = m(k3y •+- £2)
3, 

m étant une constante arbitraire différente de zéro. Mais cette 

constante est sans aucune importance car, on s'assure facilement 

que, X et Y étant donnés par les formules ci-dessus, les coefficients 

du système (3^) ne dépendent que de \jmkAy ^mk2y \Jmkt. O n 

peut donc supposer m = 1. 

O n vérifie par u n calcul facile que, si £5 — o on a p =a X et 

si A s s o l a relation p = X a l ieu si l 'on a, en même temps k 1 = 5 ^ , s o 



?el dans ce cas seulement. Les surfaces k3 = o et k3^ o, ki = k2 = o 
sont donc contenues dans le système de surfaces de révolution (26) 
et i l ne s'agit i c i que des surfaces pour lesquelles k3^éo et les 
constantes kly k2 ne s'annulent pas toutes les deux. Ces surfaces 
forment «ne «lasse de oo? surfaces. 

A u sujet de ces surfaces je vais démontrer les deux propositions 
suivantes : 

i° Les surfaces de cette classe sont projectivement déformables 
fcles unes sur les autres, mais, parmi «lies, i l n'existe pas de surfaces 
*qui seraient projectivement déformables sur des surfaces d'une 

classe e ^é. 

2 0 Chacune des surfaces considérées est projectivernent défor-
mable sur oo' de surfaces de révolution. 

Démonstration de la première proposition. — Soit S une sur
face quelconque de la classe considérée. E n prenant convenable
ment les variables indépendantes on peut s'arranger de donner, 

aux polynômes Y la forme # 8 , ^ 3 „ O n a ensuite a = — — 1 

,*et de plus, d'après ( J O ) , 

(38) * i — « s 

I l en résulte immédiatement que l'énoncé est vrai. 

Démonstration <de la deuxième proposition. — I l suffit, mani
festement, de montrer qu'on peut choisir, dans les équations (2Q) 
la fonction U de manière que ce ne soit pas constant et que l'on, 
ait <xn = a 2 . Cette dernière condition conduit à satisfaire à l'équa
tion 

O n voit qu ' i l suffit de prendre U = e 5 + Y L 



Démonstration dde la deuxième proposition. — I l suffit, mani
festement, de montrer qu'on peut choisir, dans les équations (26) 
la fonction U de manière que a ne soit pas constant et que l 'on 
ait a 1 = a 2 . Cette dernière condition conduit à satisfaire à l'équa
tion 

U U " — U' 2 -^© oui)i<îu (J^,^ = 0 . 

O n voit q u ' i l suffit de prendre U = e£ + YL 

8. Les surfaces dont nous venons de nous occuper dans le n° Y 
ne peuvent pas être des surfaces de révolution. E n effet, cela 
résulte de la remarque, quel le- système (26) contient toutes les 

*. surfaces de révolution et l 'on y a, pour chaque surface p = X; d'autre 

part, les surfaces, dont nous venons de nous occuper étaient carac 
térisées par l'inégalité p ̂  X. 

Les résultats, que J J ,OUS ayons trouvés sur les surfaces étudiées, 
peuvent donc s'énoncer dans le théorème suivant -

Les surfaces dont le réseau conjugué de déformation pro
jectile est formé par les lignes de Segre^Darboux sont toutes 
les surfaces de révolution et en outre une infinité de oo4 sur-* 
faces qui ne sont pas de révolution/Celles-ci forment <x>A classes 
et, en général, les surf aces de chaque, classe se divisent en deux 
familles de manière que, deux surfaces sont projectivement 
déformables Vune sur Vautre si elles appartiennent à la même 
classe et à la même famille et dans ce cas seulement. Chacune 

. de ces oo4 surfaces est projectivement déformablesur ^sur
faces de révolution-

Remarque. — A u sujet d«s surfac«s de révolution on a le théo
rème suivant ; 

Chaque surface de révolution est projectivement déformable 
sur des surfaces de révolution. Mais il existe aussi des surfaces 
de révolution qui admettent des déformées qui ne sont pas de 
révolution. 
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