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1 

GÉOMÉTRIE. — Sur les sur/aces représentées par les fonctions sphèriques 

de première espèce. Note ( ' ) de M . O . DORUVKA. 

1. Les surfaces plongées dans un espace à ir dimensions (r>i) dont l a 
représentation paramétrique est fournie par 2 / * + 1 fonctions sphèriques de 
première espèce d'ordre r, dans la géométrie projective, font partie d'une 
classe plus étendue de surfaces qui ont été rencontrées, par leur construc
tion géométrique, en relation avec la théorie des réseaux à invariants 
égaux ( 2 ) ; dans la géométrie métrique, elles se sont présentées récemment 
dans les recherches de M . E . Cartan, sur les espaces de Riemann symé
triques clos, comme les surfaces représentatives de l'espace sphérique à 
deux dimensions ( 3 ) . Ayan t étudié les propriétés géométriques des surfaces 
en question, je me permets de résumer les résultats que j ' a i obtenus à ce 
sujet. 

2. Considérons l'espace projectif réel S a r à ir dimensions (r>2.). L a 
surface réelle ( M ) plongée dans S a r , dont la représentation paramétrique 
est fournie par 2 r + i fonctions sphèriques de première espèce, linéaire
ment indépendantes, d'ordre r, peut être définie par la construction géomé
trique suivante : O n prend, dans S 2 r , une courbe rationnelle normale de 
degré ir, imaginaire (c'est-à-dire dont les points sont imaginaires conjugués 
deux à deux et la courbe n'a pas des points réels) quelconque (courbe géné
ratrice); on construit, en chaque couple de points imaginaires conjugués 
de cette courbe, les deux espaces osculateurs à r dimensions; i l existe un 
point d'intersection (réel) de ces deux espaces et i l dépend de deux para
mètres réels; la surface ( M ) est le l ieu de ce point d'intersection. Cette 
construction géométrique montre que la surface en question est douée 
d'un réseau conjugué (imaginaire) à invariants égaux et ce réseau se ter
mine, dans les deux sens, après r transformations successives de Laplace, 

• 

(*) Séance du 2 avr i l 1980. 

(*) V o i r par exemple G . Ï Z I T Z É I C A , Géom. proj. diff. des reseaux (Bucarest , 1924), 

p . 1 6 1 . 

( 3 ) E . C A R T A N , Sur la détermination d^un système orthogonal complet dans un 

espace de Riemann symétrique clos {Rend. Cire. Mat. Palermo, 53, 1929, p , 217). 



( a ) 
précisément sur la courbe génératrice. Pa r la construction géométrique se 
trouve liée, à la surface ( M ) , d'une manière intrinsèque, une quadrique non 
dégénérée imaginaire ( la quadrique associée) à savoir la quadrique par 
rapport à laquelle la courbe génératrice est autoconjuguée. S i l 'on fait cor
respondre aux valeurs du paramètre sur la courbe génératrice les points de 
la sphère, la construction géométrique de la surface donne naissance à une 
correspondance biunivoque d l entre couples de points-antipodes de la 
sphère et les points de la surface ; cette correspondance est telle que chaque 
rotation de la sphère autour du centre, accompagnée ou non par symétrie, 
se manifeste sur la surface par un déplacement de l'espace S 2 , qui conserve 
la quadrique associée et, inversement, chaque déplacement de l'espace S a r 

qui conserve la surface (et par suite aussi la quadrique associée) se manifeste 
sur la sphère par une rotation de la sphère autour du centre accompagnée ou 
non par symétrie. Dans la correspondance tft, à chaque cercle de la sphère cor
respond sur la surface une courbe rationnelle fermée. A u x grands cercles 
correspondent des courbes rationnelles normales de degré r \ aux petits cercles 
correspondent en général des courbes rationnelles normales de degré 2 r, mais 
i l y a des exceptions. Toutes les propriétés locales, de nature projective, de 
la surface (d'une courbe rationnelle sur la surface, image d'un cercle sur la 
sphère dans la correspondance d l ) q u i se conservent par le groupe de dépla
cements de l'espace S a o ou bien seulement par son sous-groupe qui conserve 
la quadrique associée, sont les mêmes en tous points de la surface (courbe). 
Dans la correspondance d l , prolongée dans le domaine complexe, en parti
culier, au cercle à l ' infini sur la sphère correspond la courbe génératrice 
sur la surface. I l n 'y a sur la surface qu'une seule courbe génératrice. 

3. Introduisons dans l'espace S 2 r une métrique non euclidienne en 
prenant comme absolu la quadrique associée à la surface ( M ) . Nous avons 
un espace sphérique ou elliptique à 2 r dimensions et nous nous trouvons en 
relation avec les recherches de M . E . Cartan : L a surface ( M ) représente 
l'espace sphérique (ou elliptique) à deux dimensions, de manière qu ' i l y a 
une correspondance biunivoque dl* entre les points de cet espace, les 
points de la surface et les déplacements de l'espace sphérique (ou elliptique) 
à deux dimensions se manifestent sur la surface par les déplacements de 
l'espace ambiant. Dans la correspondance (R.*, aux droites et circonférences 
du centre m de l'espace sphérique (ou elliptique) à deux dimensions corres
pondent sur la surface géodésique et trajectoires orthogonales aux géodé-
siques passant par le point M correspondant. Les résultats relatifs à ces 
courbes sont analogues à ceux qui ont été mentionnés au sujet des courbes 



( 3 ) 

ra t ionnel les , images des cercles sur l a sphère dans l a correspondance 61, 
Q u a n t aux propriétés locales caractéristiques, elles sont fournies pa r le 

théorème suivant : P o u r qu 'une surface plongée dans u n espace n o n 

euc l id ien à 2,r(r>i) dimensions soit l a surface ( M ) considérée, i l faut et i l 

suffit que, pou r chaque poin t M : i° le vecteur de courbure moyenne soit 

n u l ( l a surface soit m i n i m a ) ; 2 0 pou r k = i, . . . , r , l 'espace osculateur à l a 

surface d 'ordre k ait précisément 2k d imensions; 3° pour k= 1, — 1, 

le cône des vecteurs issus d u point M et associés aux différentes courbes 

tracées sur l a surface et passant par M , de manière à por ter , au poin t M , 

dans l a d i rec t ion de l a & l è m e normale de chaque courbe, le p rodu i t de ses 

premières k courbures scalaires successives, se projette dans le p l an q u i est 

n o r m a l à l 'espace osculateur (de l a surface) d 'ordre k et contenu dans 

l'espace osculateur d 'ordre k + 1 , suivant une circonférence et que le 

r a y o n de cette circonférence soit le même p o u r toute l a surface. 

4 . L e s surfaces m i n i m a plongées dans l 'espace non euc l id ien à quatre et 

six d imensions et appartenant à cet espace q u i jouissent de l a propriété 

que toutes leurs courbes ont l a même courbure normale constante sont 

toutes et seules les surfaces représentées pa r les fonctions sphériques de 

première espèce, de deuxième et troisième o rd re . 

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 

t. 190, p. i336, séance du 11 juin 1980.) 
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