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SUR LES HYPERCIRCONFERENCES ET CERTAINES
SURFACES PARABOLIQUES DANS L’ESPACE EUCLIDIEN
A QUATRE DIMENSIONS.

Les courbes, plongées dans des espaces euclidiens & # dimensions,
caractérisées par la propriété d’avoirtoutes les courbures scalaires constantes,
se trouvent considérées, en géométrie, & plusieures occasions; ainsi leur
détermination, dans les cas les plus simples #—2, 3,4, au moyen des
formules de Frenet, est classique. Cependant, pour %> 3, leurs propri-
étés géométriques intégrales n’ont pas été considérées plus profondément
ainsi qu'on doit admettre, en eftet, que les propriétés géométriques bien
différentes des circonférences et des hélices ne semblaient pas & permettre
des généralisations immédiates pour des espaces & nombre quelconque
de dimensions. Or, j'ai remarqué qu’il parait utile & considérer, au sujet
de leurs propriétés, les courbes en question séparément dans le cas des
espaces & nombre pair de dimensions et dans le cas des espaces & nombre
impair de dimensions. Ainsi, par exemple, les courbes en question, plon-
gées dans l'espace euclidien & quatre dimensions, jouissent des propriétés
qui généralisent, d’'une maniére naturelle et trés simple, les propriétés
banales des circonférences et on a des généralisations analogues dans les
espaces euclidiens &4 nombre pair quelconque de dimensions. J’appele
les courbes en question, plongées dans un espace & nombre pair de
dimensions (>4) hypercirconférences.

Le présent Mémoire se trouve consacré i I'étude des propriétés
géométriques des hypercirconférences dans l’espace euclidien & quatre
dimensions et des certaines surfaces paraboliques auxquelles on est amené
A cette occasion. Les surfaces en question jouissent de la propriété
locale caractéristique qu'un sommet de l'indicatrice de courbure normale,
en chaque point de la surface, coincide avec le point correspondant et
le rapport & des axes de l'indicatrice est le méme en chaque point de
la surface. Je montre, en particulier, que les surfaces en question se
divisent en deux classes différentes, suivant que k9= 2 ou bien ;t =2.
Les surfaces avec % == 2 sont toujours réglées et elles se trouvent asso-
ciées, dans un certain sens, aux hypercirconférences de l’espace. Les
surfaces avec £k — 2 sont réglées ou non. Dans le premier cas elles sont
associées aux circonférences et jouissent des propriétés intégrales analogues
aux celles des surfaces précédentes. Dans le second cas les surfaces
correspondantes se trouvent associées d’une certaine maniére & une classe
de courbes dont la détermination analytique conduit & I'intégration d’une
équation hypergéométrique aveec un parametre.
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Les résultats, contenus dans ce Mémoire, au sujet des propriétés
intégrales des hypercirconférences, peuvent étre généralisés, souvent sans
difficultés, & des espaces & nombre pair quelconque de dimensions. Cepen-
dant, la recherche de toutes les surfaces paraboliques, plongées dans tels
espaces, qui jouissent, en ce qui concerne l'indicatrice de courbure nor-
male, des propriétés locales considérées, laissent des grandes difficultés
4 prévoir et dans cette connexion, le cas particulier de I'espace & quatre
dimensions mérite d’une considération particuliére.

I. Recherches élémentaires sur les hypercirconférences dans
I'espace euclidien a quatre dimensions.

1. Plongeons nous dans I'espace euclidien 4 quatre dimensions et
imaginons une hypercirconférence I'. A chaque point P de I' faisons
correspondre un repére mobile formé par quatre vecteurs unitaires ¢, n,,
ny, ng issus du P et menés, respectivement, dans la direction de la
tangente et des trois normales successives au point P. Soient ay, ag, ag

les trois courbures scalaires successives (constantes, non nulles) de I’hyper-

. . . apr dt
circonférence et soit s son arc. Posons P'Z%, t’— A etc. Avec ces

notations nous avons les formules de Frenet bien connues

P = t,
t'= a, ny,
n'y — — a,t + axn,, (1)
ny — —axm + ag ng,
n'y = — Gz My,

qui définissent la courbe 4 un mouvement et l'orientation prés. Nous
pouvons supposer, c’est ce que nous ferons dans la suite que, toutes les
constantes a,, ay, a3 sont positives. Si, en effet, p. ex. a;, < 0, on prendra,
au lieu des vecteurs nm,, ny, ny les vecteurs du sense inverse.

Convenons d’appeler plan tangent (plan normal) au point P le plan
des deux vecteurs ¢, ny (my, n3).

2. Cela étant, associons au point P de I" le point O défini par la
formule

1 s
O=P+—n ng. 2
Tam + P )

Les formules (1) appliqués & cette formule montrent immédiatement
que, le point O ne dépend pas de s et par suite qu’il est fixe dans
I'espace. Comme il est situé, évidément, dans le plan normale au point P
on a le théoréme suivant:
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Tous les plans mormaux d'une hypercirconférence aux courbures
scalaires ay, s, ag, arbitrairement données, passent par un point fixe — le
centre de Uhypercirconférence — qui se trouve déterminé par la formule (2).

Le rayon vecteur issu du centre O et ayant son sommet au point P

de I est évidément 1 “
e 2
= (al & +a1“3 n3). )

Sa longuer étant* Vo' +as® o1 4 le résultat suivant:
@, a3

Une hypercirconférence aux courbures scalaires a,, a., ag arbitrai-

rement données se trouve siluée sur Uhypersphire dont le centre est le
3 b}

centre de Uhypercirconférence et dont le rayon est W‘i—.
103

3. Pour aller plus loin nous allons définir dans chaque point P
de I' quatre directions normales les unes aux autres qui joueront un
role important dans la suite.

Considérons, au point P de I' un vecteur y, issu du point P tel
que la somme des carrés des produits scalaires de ce vecteur avec les
vecteurs ¢/, n’y, 'y, n'y, issus du méme point P, soit constante (= 4?).
Si y, ¥y, 42, y3 sont les coordonnées du vecteur y suivant les axes 7, n,,
n., ny, associées au point P, on a, d’apres les formules (1),

(ay — ayys)® + as?ys® + (asys — aay1)? — a®y,® = A2 (4)

Inversement, si les coordonnées ¢, y,, ¥, ys d’'un vecteur y, issu
du point P, satisfont & la relation (4), le vecteur jouit de la propriété
voulue, On voit ainsi que, pour chaque valeur du paramétre A4 les extre-
mités des vecteurs jouissant de la propriété en question décrivent une
quadrique centrique (au centre P) bien déterminée et toutes les quadri-
ques correspondant aux différentes valeurs du parameétre 4 forment une
famille intrinséque de quadriques concentriques et homothétiques. Or,
il est évident que, les quadriques en question sont des hyperellipsoides.
On a donc au point P quatre directions privilegiées, normales les unes
aux autres, 4 savoir les directions des quatre axes communes & tous les
hyperellipsoides de la famille considérée. Nous appelerons directions
aziales au point P les quatre directions en question et nous montrerons
que, deux de ces directions sont situées dans le plan tangent (nous les
appelerons directions axiales du plan tangent) les deux autres dans le
Plan normal (directions axiales du plan normal) an point P.

Considérons, en effet, ’équation biquadratique

x4 —_ (a12 + a22 + a32) x"" + alg a32 =0 (5)

# Dans la suite nous écrivons toujours le signe au lieun de V .
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et désignons ses racines (nécéssairement réelles) par p, — p, g, — q. Des
deux quantités p? ¢ comme il est facile de le voir, une (I'autre) est
supérieure (inférieure) & a,%, as® et aucune n’est nulle. Nous pouvons
donc choisir les notations de maniére & avoir ¢ > a;, ag > p > O.

Posons alors 4 . 2 2
@G — P te _a —q
aq Gy ’ © ag

Ces formules définissent, évidément, précisément une quantité ¢ resp. ¥

tg = (6)

telle que — 7; <YPY<LO<<p< % et elles entrainent

2ay as 2a3a
to 2 te 29 — — 3 72 : T
g% as® + ag® — a?’ gy a* 4+ ag® — ag® ( )

Cela étant, effectuons la transformation du systéme de référence
locale consistant dans les deux déplacements

T=ycosy + Yy sing, T = — Y1 C08Y + Y3 8In Y, 8)
Ty YsSINQ —y,Cco8p, Ty Y1 8in Y + yg cos Y.
L’équation (4) se trouve alors réduite & sa forme canonique

22 (@, co8 @ — ag sin @)*  az® sin® | +
+ 5® [(a1 8in @ + a3 cos p)* + a5® cos® ] - (9)
+ 2,2 [(as sin Y + a, cos P)? + a,? cos* Y] +
+ x5 [(as cos P — az sinP)* 4 a,® sin? Y] = A2

On en voit que, deux des directions axiales, au point P, se trouvent
situées dans le plan tangent et forment avec le vecteur # correspondant

langle ¢ et ¢ 7:), les angles étant comptés positivement dans le sens
t = n,; les deux autres se trouvent situées dans le plan normal et for-

7T
ment avec le vecteur ny correspondant 'angle ¥ et 9 - 97 les angles

étant comptés positivement dans le sens n; = n,.

4. Soit P un point pris arbitrairement sur I’hypercirconférence
et supposons & son sujet, ce que ne restreint point la généralité qu'il
correspond 4 la valeur s—=0 de l'arc de la courbe. Considérons quatre
vecteurs rectangulaires unitaires, issus du point P, se déduisant des
vecteurs ¢, my, my, ng associés au point P par les déplacements (8) et
situés, par conséquence, dans les quatre directions axiales au point P.
Prenons enfin quatre vecteurs, issus du centre O de I’hypercirconférence
et équipolents aux vecteurs considérés. Nous allons déduire les équations
finies de I'hypercirconférence par rapport au systéme de référence formé
par ces quatre vecteurs issus du centre O.

Il est bien connu* que, les équations d’une hypercirconférence

# V. p. ex. R. Forsyth, Geometry of four dimemsions (Cambridge, 1930),
Vol. I, p. 283.



(f

aux courbures scalaires @, a, a; rapportées au systtme de référence
formé par les quatre vecteurs ¢, n,, n, ng au point s = O de la courbe sont

sin p s 8ln g 8
Y— = {(q—a”) p — (7 — a?) 23,
q
— cO8 PS 1 —cosgs
ylzq 2{(9“—% —“22) 7 L —@2—ag—a22)—q}a
.09 (Sinps sings
v=sd pp — qq ), (10)
__ Ma30s l—cosps 1—ecosgs
’ q—p{ 7 g b

les y étant les coordonnées suivant les axes et p, — p, ¢, — g ayant la
méme signification comme au ne précédent.

Pour réduire les équations de la courbe & la forme voulue effectuons
d’abord les déplacements (8).

On a, d’aprés (6)

cos p = Ik sin ¢ = £
Va2 a® + (ay* — p*)? Va,® as* +( 1 —P2)2
e L P 2 (11)
cos Y = 3 Q2 . s — 4

2,3 3 e o Y= 2,3 2 2)2
Vas* a5* + (as* — ¢°) Vas* as* + (as® — ¢*)°
de sorte que! les coordonnées z, z,, x;, x3 par rapport au systéme de

vecteurs considérés, issu du point P, sont

ay Ay .
x - — sin ps,
. V“12 as® + (a,* — p?)

V“1” as® + (a,® —p?)?

Zy 5 _ sin ¢s,
— j"
q(¢* — »%) 12)
x, = %19 % (cosgs— 1)
r V“32 as® + (032 —q*)? ’
4 2 _ 232
Zy — @Y ay® ds” (a 7) (cosgs — 1).

9" (¢* —

Or, une verification facile permet de voir que, parmi les coefficients
numériques figurant dans les seconds membres des formules précédentes
il n’y en a que deux différents tels qu’on peut poser

2 2 ] 2,8 2 DL (19)
piaa’ + (a —p')*  p*Vas’as’ + (a5’ — &)

2 2 3 m2)\2 2 2 2 _ )2
Vo @’ + (" =)' ajels’+(@' =g, ( ;-0

q (¢* — p°) ¢* (¢ — %)

et les formules (12) prennent la forme simple
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z— ysinps, Ty=28inqs, & —=y(cosps—1), zz==z(cosgs—1). (14)

Or, les formules (2), (8) montrent facilement que, par rapport au
méme systéme de référence, auquel sont rapportées les formules précé-
dentes, les coordonnées du centre de I'hypercirconférence sont précisément
z 0, 2,=0, £, =—y, 23— —2z de sorte que, finalement, les équa-
ions de l’hypercirconférence, par rapport au systéme voulu, sont

X =ysinps, X;—=ycosps, Xy=—=2z8ings, Xg=—2zcosgs. (15)

Il y a, naturelement, une relation entre ¥, 2, p, ¢ qui s’obtient fa-

cilement, en calculant le ds? de I’hypercirconférence & l'aide des for-
mules (15). On trouve que, la relation en question est la suivante

Py +¢f=1 (18)
5. Les formules (15) mettent en évidence le fait bien connu gu’une

hypercirconférence quelconque admet un groupe de o' déplacements en
elle-méme. Ce groupe est, évidement,

X' — cospoX+sinpoX,;, Xy = cosqoX;-} sinqgoX,,

X, —sinpeX 4 cospoX,, X3 =—-—sinqoX;- cosqoXs, an

et il lui appartient chaque déplacement de la courbe en elle-méme. Le
groupe en question consiste de rotations autour deux plans orthogonaux
fixes a savoir les plans X=X, =0 et X;= X3=0.

Convenons d’appeler plans axiaux de I’hypercirconférence ces deux
plans fixes.

Alors, il est clair que, éfant domnée ume hypercirconférence quel-
conque, les plans axioux passent par son centre. Il est clair aussi que,
les difjérents points d’une hypercirconférence quelconque ont la méme di-
stance de ses plans aziauxr ou bien que, chaque hypercirconférence se
projete dans ses deux plans azxiaux swivant deux circonférences dont le
centre commun est le centre de Uhypercirconférence.

6. Soit P un point de ’hypercirconférence, déterminé par la valeur
s de l'arc. Par un déplacement du groupe (17), déterminé par une
valeur particulitre ¢ du parameétre, le point P se transforme au point
P’ déterminé par la valeur s ¢ de I'arc; le plan tangent (normal) au
point P se transforme dans le plan tangent (normal) au point P’ et les
directions axiales de la courbe au point P se transforment en celles au
point P’. On en déduit facilement, en considérant en particulier le point
P qui correspond & la valear s—O de l’arc que, le plan tangent, au
point P, déterminé par la valeur ¢ de l’arc est donné par les équations

sin po X + cos poX; =y,

gin qo X, + cos g0 X3 =2, (18)
et le plan normal au point P est
cos po X — sin po X, =0, (19)

cos qo Xy, — sin go X3 =0.
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Quant aux directions axiales au point P’, celles du plan tangent
(normal) font avec les axes des angles dont les cosinus sont cos po,
— sin po, 0, 0; O, 0, cosgo, — singo (sinpo, cospo, 0, 0; O, O, sin go,
€08 ¢0).

Or, les formules (18) montrent immédiatement que, le plan tangent
au point P’ et le plan axiale X;=X3—0 (X— X;=—0) sont situés
dans deux hyperplans paralléles et se coupent & l'infini suivant la di-
rection cospo, —sin po, 0, 0 (0, O, cosgo, — singa) c’est & dire suivant
une (I'autre) direction axiale du plan tangent au point P’. Les formules
(19) & leur tour mettent en évidence que, le plan normal au point P’
est perpendiculaire au chacun des deux plans axiaux et les deux droites
d’intersection du plan en question avec les plans axiaux ont les deux
directions axiales du plan normal au point P’

On a donc le résultat suivant:

Dans un point P quelconque d'une hypercirconférence arbitraire le
plan tangent coupe les deux plans axiaux de Uhypercirconférence a Uinfini
suivant les deux directions axiales du plan tangent aw point P. Le plan
normal est perpendiculaire aux plans axiauxr de Uhypercirconférence et
les deux droites dans lesquelles il les coupe ont les directions axiales du
plan normale au point P.

1. Les directions axiales du plan normal, dans un point P quel-
conque de la courbe, peuvent étre obtenues par une construction géo-
métrique simple, laquelle nous allons établir.

Plagons nous dans un point P quelconque de la courbe et suppo-
sons & son sujet, ce qu’est toujours permis, qu’il se trouve déterminé
par la valeur s O de l'are. Considérons alors, au point P, en parti-
culier, les vecteurs n,, n, et regardons les comme un systtme de ré-
férence du plan normal au point P. L’hypercirconférence considérée se
projete dans le plan normal aun point P suivant une courbe qui se trouve
déterminée par la deuxiéme et la quatriéme formule (10). On a

a; a,? 4+ a,?
=g W T
20
Qy1G2G3 ( )
Ys — 4' S +....,

les termes non écrits étant en s du sixiéme degré au moins. Par suite,

(asasy, + a,* + ag® y3)® — 6a, a3 a5 y3 =0 (21)

est la conique (hyper-) osculatrice de la courbe en question au point P.
C’est, évidément, une parabole qui passe par le point P et y est tangente
4 la premiére normale de I'hypercirconférence. Le centre de I'hypercir-

1 .
conférence O étant g, o’ -’/"'Zaaz la droite OP coupe encore la
1 198
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parabole en question an point ¢, aux coordonnées

. 6“1 a32 L 6 ay Qg Ag
h= (@ + as® 1 az?)?’ Ys— (ar® - a® T ag)’

et dans ce point la tangente & la parabole est

6a,a,a
2a.a a2 -+ @0 — as?) s — 1727 0. 22
2 3?/1""( 1 1 a3 3%) ¥s a I a;? I ag? (22)

Cette formule montre que, 1 étant ’angle (considéré au ne 3) que
fait une direction axiale du plan normale au point P avec le vecteur ng,
la direction de la tangente en question est normale & la direction formant
avec le vecteur ng I'angle 2. Par suite, les deux angles complementaires
que fait la tangente (22) avec le vecteur n, sont 2, w | 2 ; par
conséquent, les bisectrices de ces deux angles forment avec le vecteur n,

le angles 1, ?—j— P — c’est & dire les mémes que les directions axiales

du plan normale au point P.

Pour construire, dans un point P quelconque d’une hypercirconférence
arbitraire, les deux directions axiales du plan normal on considére lo
conique osculairice aw point P de la projection de Uhypercirconférence dans
le plan normal considéré et on détermine Uautre point d’intersection ¢ de
cette conique avec la droite joignant le point P avec le centre de Uhyper-
circonférence. Les deux directions axiales du plan normal auw point P sont
les directions des bisectrices des deux angles complementaires formés par
les tamgentes de la conique osculatrice considérée aux points P et .

8. Considérons une hypercirconférence quelconque et sur elle deux
points distincts P, P’. Cherchons &’il peut arriver qu'une direction axiale
du plan tangent (normal) au point P est la méme qu’une direction axiale
du plan tangent (normal) au point P’. Soient

X = ysinps, X;=yecos ps, Xy—r2ssings, Xs=—2zcosgs (23)

les équations de I'hypercirconférence et supposons que, les points P, P’
sont déterminés par les valeurs s, O de l'arc. Les cosinus des angles que
font, avec les axes, les directions axiales du plan tangent (normal) au
point P resp. P’ sont, d’aprés (6), cosps, —sinps, 0, 0; O, O, cos gs,
— sings (sin ps, cos ps, 0, 0; 0, O, sin gs, cosgs) resp. 1, 0, 0, 0; 0, 0, 1,
0(@©,1,0,0;0, 0,0, 1). On en voit immédiatement pourqu’une et une
seule direction axiale du plan tangent (normal) au point P soit la méme
qu'une direction axiale du plan tangent (normal) au point P’ il faut et
il suffit qu'une et une seule des deux quantités sin ps, sin ¢gs s’annule.
Par suite, le fait qu'une et une seule direction axiale du plan tangent
au point P est la méme qu’une direction axiale du plan tangent au point
P’ et le fait qu'une et une seule direction axiale du plan normal au point
P est la méme qu’'une direction axiale du plan normal au point P, ont
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lien simultanément. On voit encore facilement que, pourque toutes les
deux dircctions axiales du plan tangent (normal) au point P soient les
mémes que les deux directions axiales du plan tangent (normal) au point
P’ il faut et il suffit que, les deux quantités sin ps, sin ¢s s’annulent
simultanément. Par suite le fait que, les deux directions axiales du plan
tangent au point P sont les mémes que les directions axiales du plan
tangent au point P’ et le fait que les deux directions axiales du plan
normal au point P sont les mémes que les directions axiales du plan
normal au point P’, ont lieu simultanément. Convenons d’appeler deux
points P, P’ de I'hypercirconférence semidiametralement (diametralement)
opposés I'un & I'autre si précisément une direction axiale (toutes les deux
directions axiales) du plan tangent ou bien du plan normal au point P est la
méme (sont les mémes) qu’au point P’. Dans tous les autres cas convenons
de dire que, les deux points P, P’ sont en position générale ’'un i P'autre.
Evidément, sur chaque hypercirconférence il y a des couples de points
semidiametralement opposés et des points qui sont en position générale
Vun & Uautre mais il w’'y a des points diametralement opposés que si
Uhypercirconférence considérée est fermée.

9. Considérons deux points distincts P, P’ de 'hypercirconférence
et les plans fangents de la courbe en ces deux points. Nous supposons
encore, sans restreindre la généralité, que, les deux points considérés
correspondent aux valeurs s, 0 de l'arc. Les coordonnées d’un point
d’intersection des deux plans en question satisfont aux équations

sin ps X + cos ps X; v, sin g8 X3 + cos gs X3 =2,

X1 — ¥, Xg =2 (24)

Ces équations montrent que, si les deux points F, P’ sont en position
générale I'un 4 l'autre, les deux plans tangents correspondant se coupent
dans un seul point. Si les deux points P, P’ sont semidiametralement
opposés I'un & I'autre de maniére que p. ex. sin ps=0 les équations (24)
sont de la forme

D" X, =y, sings X, + cosgs X3 =2,
Xy oy Xs 2

m étant entier. On en voit que, si m est pair, les deux plans tangents
correspondants se coupent dans une ligne droite dont la direction est la
direction axiale commune du plan tangent au point P et P’; si m est
impair, les deux plans tangents sont situés dans deux hyperplans paralléles
et se coupent i l'infini encore suivant la direction axiale commune du
plan itangent au point P et P’. Finalement, si les deux points P, P’
sont diametralement opposés 1'un & l'autre les deux plans tangents corre-
spondants sont paralleles I'un & l'autre.

Considérons encore les plans normaux aux points P, P’. Leurs
équations sont

(25)
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cosps X —sinps X; =0, cos qs Xy — sin gs Xy =0, (26)
X =0, X, =0.

Elles montrent que, si les deux points P, P’ sont en position générale
I'un 4 l'autre les deux plans normaux correspondants n’ont en commun
que le centre de I'hypercirconférence. Si les deux points P, P’ sont
semidiametralement opposés l'un & l'autre de maniére que sin ps =10
sin gs — O], les équations (26) sont de la forme

X X, X,=0 [X_X, X,=0] 27)

Par suite, les deux plans normaux correspondants sont situés dans un
hyperplan et se coupent dans une ligne droite dont la direction est
la direction axiale commune du plan normal au point P et P’ et qui
passe par le centre de I'’hypercircontérence. Finalement, si les deux
points P, P’ sont diametralement opposés I’'un & I’autre, les équations (206)
ont la forme X — X;=0 de sorte que, dans ce cas, les deux plans
normaux correspondants sont confondus. On a donc le résultat suivant:

Deux plans tangents (normauzx) pris en deuxr points P, P’ d’une
hypercirconférence quelconque se coupent dans un seul point si les deux
points en question sont en position générale Uun o Uautre. Si les points
P, P’ sont semidiametralement opposés U'un a Uautre les deux plans
tangents correspondants se coupent dans une ligne droite dont la direction
est la direction axiale commune du plan tangent au point P et P’; ou
bien, ils sont situés dans deux hyperplans paralléles Uun o Uautre et se
roupent a Uinfini encore suivant la direction axiale commune du plan
tangent au point P et P'. Les deux plans normaux correspondants sont
situés dans un hyperplan et se coupent dans wune ligne droite dont
la direction est la direction axiale commune du plan normal au point
P et P’ et qui passe par le centre de Uhypercirconférence. Si les points
P, P’ sont diametralement opposés Uun & Uautre les deux plans tangents
correspondants sont paralléles Uun a Uautre et les deux plans normaux
sont confondus.

10. Un calcul élémentaire montre que, la projection orthogonale IT

du point P sur le plan tangent un point % de la courbe se trouve donnée
par les formules

- N 8 8 N
K—ysmp2(1—{—cosp§), Xlzy(cosp2 —sm-’p2),
.8 8 s . s, (28
Xg-:zsmq2 (1—g—cosq§), X3=12(cosg 2—sm9q—é—)
et celle II" du point P’ par les formules
- .8 $ 8 . 4 8
X:ysmp2(1 cosp7), Xlzy(cosp2 -+ sin p2),
(29)

.8 8 8 . s
X 231nq§(1—cosq—2—), X;,—z(coqu—]—sm?q?).
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On en déduit immédiatement que, la distance PIT est égale b la
distance P’II’.

Par suite,
étant donnés, sur une hypercirconférence arbitraire deux points P, P’ quel-
conques, ils se trouwvent situés a la méme distance du plan tangent de
la courbe pris au miliew de Uarc PP

11. Le plan normal & la courbe au point 5

9 est, évidément,

cos p '2(; X—sinp%X1=O, cos ¢ ; Xz—sinq%sto. (30

Il contient, en tout cas, le centre de la sécante PP’, & savoir le point

X:%sinps, X; yecos®p ; , X,_.:%sin qs, Xz=—zcos’q '; (31)
Si les deux points P, P’ sont en position générale 1'un & ’auntre, le point

d’intersection des deux plans tangents correspondants est, d’aprés (24),

X =yigp %, X,=y, Xea=21gq ;, X3=z. (32)

Par suite,

étant domnés, sur ume hypercirconférence, quelconque, deuz points P, P’
en position générale U'un o Uauire, le plan normal de la courbe, pris

au miliew de Uarc ﬁ", contient le centre de la secante PP’ ainsi que
le point d’intersection des deux plans tangents en P et P’.

Si les points P, P’ sont semidiametralement opposés Uun & Uautre,
les deux plans tangents correspondants se coupent suivant une ligne
droite ou bien ils sont situés dans deux hyperplans paralléles 'un 4 I’autre
(n° 9). S’ils se coupent suivant une ligne droite de maniére que p. ex.

sin p—;-__O, cosp ; # 0, la droite d’intersection.se trouve coupée, évi-

dément, par le plan normal au point 5 dans un point bien déterminé.

Si les deux plans tangents en P et P’ 2sont situés dans deux hyperplans
paralléles 1'un & I'autre, de maniére que p. ex. sinp ; 30, cos p%—:O,
le plan normal au point TZ— se trouve situé dans ’hyperplan X;—0 qui
est paralltle, évidément, aux deux hyperplans en question et les trois
plans en question se coupent deux & deux 4 linfini suivant la méme

direction — & savoir la direction axiale commune du plan tangent au
point P et P’

Si les points P, P’ sont diametralement opposés Vun & Uautre, les
deux plans tangents correspondants sont paralltles 1'un & Pautre. On a,
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dans ce cas ps—mm, qgs nmw; m, n étant entiers. Comme les points
P, P’ sont distinets, au moins un des entiers m, n est impair. Si tous

les deux sont impairs on a cos p—;—:.O, cos ¢ ; =0 de sorte que, dans

; est X, X3=—0 et par suite il est

paralléle aux deux plans tangents au point P et P’ et il passe du reste
par le centre de I'’hypercirconférence. Si précisément m (n) est impair

ce cas, le plan normal au point

on a cosp ; =0, cosgq ; +0 (cosp—;—:I:O, cosq%:O) de sorte que,

s
2
par suite, le plan tangent au point soit P soit P’ et le plan normal au point

dans ce cas, le plan normal au point

est X;—=X3=0 (X—X3=0);

; sont situés dans deux hyperplans paralléles I'un & I'autre et se cou-

pent & linfini suivant une direction axiale au point P et P’
12. Considérons la sécante déterminée par les points P, P’. Si X,
X,, X5, X, sont les coordonnées d’'un point de la sécante on a

X =p9ysnps, X;,=y(1—2¢sin’p ;), Xy,=g9#sings,
(33)
Xy=2(1—2¢sin’q ). 0<e<1)

On en déduit par un calcul élémentaire que, la trace de la perpendicu-
laire menée du centre de I'hypercirconférence & la droite, sur laquelle
se trouve située la sécante considérée, est

) 8 z . 8
X=—g—smps, X;=ycos?p 97 X2=§smqs, X3—2zcos?q 9

c’est & dire le centre de la sécante. Par suite,

la distance d’une sécante quelconque au centre de Uhypercirconférence est
égale & la distance du centre de la sécante au centre de Uhypercircon-
férence.

13. Supposons maintenant que les points P, P’ sont déterminés
par les valeurs s, ¢ de I'arc. Considérons le plan tangent & la courbe
au point P,

sinps X + cos psX;—y, singsX;+ cosgsXz=u2.
Le plan qui projéte orthogonalement le point P’ sur le plan tangent

considéré est paralltle am plan normal au point P et se tromve déter-
miné par les équations

cos psX —sinps X; - ysinp (o —s), (34)
cos ¢gs Xy —sin g8 X3 — #sin ¢ (6 — s).
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Par suite, la projection II” du point P’ sur le plan tangent considéré est

X =y [sin ps 4- cos ps sin p (¢ — s)],
X, =2 [sin ¢s -+ cos ¢s sin g (6 — s)],
X, yl[eosps—sinpssinp (o —s)],
X; #|cosgs— singssing (o — s)].

(39)

La longeur de la projection PII’ de la sécante PP’ est donc

d=7 y*sin* p (06 — s)  2*sin? ¢ (0 — ). (36)
D’autre part, la longuer de la sécante PP’ elle méme est

d-——‘Q}/yzsin’po;S—{—zgsinsqo—;s. (37)

Soit O, I'angle que fait la sécante PP’ avec le plan tangent au point P.
Cet angle est égal au celui que fait la sécante PP’ avee sa projection
PIT'. On a done s
cos 6, = a (38)
Soit @, l'angle que fait la sécante PP’ avec le plan tangent an
point P. On aura, évidément, cos &; en échangeant, dans le second
membre de la formule (38) s et 0. Comme le second membre en quese
tion est symétrique par rapport au s et ¢ on a @, = @,. Par conséquent,
les deux angles que fait une sécante arbitraire d’une hypercirconférence
quelconque avec les plans tangents & ses extrémités somt égauz.

14. Supposons maintenant les deux points P, P’ en position générale
I'un & lautre et déterminés encore par les valeurs s, o de ’arc. Le point
d’intersection des deux plans tangents aux points P, P’ est

smps_ga cosps+a
X_y_T:_o’ Xl:y——a
cos p 5 COB p—F7— B)
s+ ¢ s+ o (39)
smq—2— cos ¢ —5
cosq 5 cos ¢ —5

Ces formules montrent que, si I'on varie les deux points P, P’ sur la
courbe de maniére que la différence s-— o soit constante, le point d’inter-
section des deux plans tangents correspondants décrit encore une hyper-
circonférence qui a en commun, avee I’hypercirconférence primitive les
plans axiaux. On a donc le résultat suivant:

Etant donnde une hypercirconférence quelconque, les points dinter-
section des couples de ses plans tangents pris aux points en position
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générale et ayant sur la courbe la méme distance Vun a Uautre, sont
situés encore sur une hypercirconférence qui a en commun, avec Uhyper-
circonférence primitive, les plans axiaux.

II. Hypersurfaces et surfaces associées aux hypercirconférences.

1. Etant donnée une hypercirconférence arbitraire I appelons hyper-
surface associée d I' I’hypersurface qui se trouve engendrée par les
plans normaux aux différents points de TI.

Considérons une hypercirconférence quelconque I'. Prenons ses
équations sous la forme

X=ysinps, X,=ycosps, Xy;—=zsings, Xg—2zc08¢s
tes (40)
@ 25 p, ¢=C*)

Alors, les équations de I’hypersurface associée a I sont, évidément,
les mémes & condition qu’on regarde y, 7, s comme variables indé-
pendantes.

On en voit, en particulier que, Uhypersurface associée & une hyper-
circonférence arbitraire contient les deux plans axiaux de celle-ci.

Soit P un point particulier queleonque de I'hypersurface associée
a2 I, non situé dans un plan axial de I La trajectoire du groupe de
déplacements de I" en elle méme, qui passe par P, est manifestement, une
hypercirconférence I'’. Celle-ci ne rencontre, évidément, aucun des plans
axiaux de I'; 'hypersurface qui lui est associée se confond avec ’hyper-
surface associée & I'; par suite, en particulier, I'" se trouve située sur
I'hypersurface associée & I'.

Soit maintenant P un point quelconque de I’hypersurface associée
4 I, situé dans un plan axial de I On voit immédiatement que, la
trajectoire du groupe de déplacements de I" en elle-méme qui passe par P,
est une circonférence dont le centre se trouve au centre de I' et qui
est située dans le méme plan axial et par suite sur I’hypersurface associée
4 I’ (le rayon de cette circonférence est égal i zéro si P est le centre de I').

On a done le résultat suivant:

Etant donnée une hypercirconférence arbitraire T' le groupe de dé-
DPlacements de T' en elle-méme conserve Uhypersurface associée & T. Le tra-
Jectoires de ce groupe sur Uhypersurface en question somt soit des hyper-
circonférences situées hors des plans axiaux de I et telles que leurs hyper-
surfaces associées se confondent toutes avec Uhypersurface associée d T,
soit des circonférences concentriques situées dans les plans axiaux de I
dont le centre se trouwve au centre de I.

2. Considérons dans l'espace deux plans fixes orthogonaux l'un

a Pautre et choisissons le systéme de référence de maniére que X=X, O
et X,— X3=0 sont leurs équations. Considérons alors le groupe & deux
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parameétres ¢, 1, consistant en rotations autour les deux plans considérés,

X' —cos ¢ X + sin p X, Xy —eos Y X, + sin P X, (41)
Xy —singX+ecospX,, X3 —sinpX,+ cospXs.

Soit G son sousgroupe & un paramétre défini par une relation
linéaire entre ¢ et P aux coefficients constants non nuls. Une telle rela-
tion peut étre supposée, évidément, sous la forme

Y =DSs, Y—gs,

p >0, ¢ >0 étant des constantes et s étant arbitraire. On en voit que,
G consiste en transformations du groupe (41) telles que, les angles de
leurs rotations autour d’un plan fixe considéré sont en rapport constant
aux angles des rotations autour de I'autre. Nous dirons, pour abréger,
que G est un sousgroupe linéaire du groupe (41) et nous I'appelerons
spécial dans le cas p g¢.

Cela étant, imaginons un plan particulier quelconque, perpendi-
culaire aux deux plans fixes considérés. Ses équations peuvent étre
prises, évidément, sous la forme X — X, 0. Par une transformation
arbitraire du groupe (J, déterminée par une valeur particuliére s du
paramétre, le plan considéré se trouve déplacé dans le plan

X —ysinps, X;—yecosps, X,—2zsings, Xs==2zcosgqs,

ou y, 2, sont variables indépendantes. Par suite, si le groupe G n’est
pas spécial, le lieu du plan en question est 'hypersurface associée i une
circonférence. Inversement, il est clair que, chaque hypersurface associde
4 une hypercirconférence peut étre engendrée de cette maniére.

On a done le résultat suivant:

Les hypersurfaces assocides aux hypercirconférences sont toutes et
seules les variétés engendrées par des plans perpendiculaires a deux
plans orthogonaux fixes, tous déplacés les uns des autres par des trans-
formations toujours d'un sousgroupe linéaire non spécial du groupe de
rotations autour les deux plans orthogonaux.

3. Ktant donnée une hypercirconférence arbitraire I" convenons
d’appeler surface associce d I’ la surface réglée, qui se trouve engendrée
par les droites passant par les différents points de I' de maniére que,
la direction de la droite passant par un point P de I' est la direction
axiale du plan normal de I" en P, toujours paralléle 4 un des deux
plans axiaux fixé une fois pour toutes.

Il y a done deux surfaces associées & chaque hypercirconférence,
répondant 4 ses deux plans axiaux. Comme la droite passant par un
point P de I’hypercirconférence dans une direction axiale du plan nor-
mal en P se trouve située dans le plan normal issu de ce point on voit
que, les deux surfaces associées & une hypercirconférence arbitraire I se
trouvent situdes sur Uhypersurface associée ¢ I. On a donc sur I’hyper-

2
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surfaces associée & I' deux familles simples de surfaces privilégiées a
savoir les deux familles de surfaces associées aux trajectoires du groupe
de déplacements de I' en elle-méme (la surface associée & une circon-
férence, trajectoire du groupe en question dans un plan axial de T,
étant par définition le plan axial méme).

4. Soit I' une hypercirconférence et soient (40) ses équations. Il
est clair que, par rapport au méme systéme de référence, les équations
d’une et I'autre surface associée 4 I' ont exactement la méme forme;
on a seulement & regarder, dans les formules (40) une fois y, s lautre
fois z, s comme variables indépendantes.

Soient alors

X=ysinps, X;=wycosps, X;—2zs8inqgs, Xs=—=zcosgs
0 < z2=0Cw)

les équations d’une surface associée & I'. On voit que, tous se points se
trouvent 4 la méme distance # du plan axial X;— X3=—0. La surface
en question est done située sur la variété d’intersection de I’hypersurface
associée & I'" avec, ’hypersurface cylindrique dont I’axe est le plan axial
en question et dont le rayon est z et il est clair qu’elle recouvre toute
la variété. Cette remarque aveec le résultat du n° II, 2 permet de donner
une définition des surfaces considérées sans fair entrer dans la définition
la notion de I’hypercirconférence:

(42)

Chaque surface associée & wume hypercirconférence est la variété
d’intersection de Uhypersurface, lieuw des plans perpendiculaires a deux
plans orthogonaux fizes, tous déplacés les uns des autres par des trans-
Jormations, d’'un sousgroupe linéaire non spécial du groupe de rotations
autour les deux plans et d’une hypersurface cylindrique dont Uaxe est formée
par un de ces deux plans.

Tous les points de I’hypercirconférence I', ayant la méme distance
du plan axial X; = X3=0, I’ se trouve située sur la variété d’inter-
section de la surface (42) avec I'hypersurface cylindrique dont ’axe est
le plan axial en question et dont le rayon est |y| et il est clair qu’elle
recouvre toute la variété.

Par suite,
chaque hypercirconférence est la courbe d'intersection de Uhypersurface,
liew des plans perpendiculaires & deux plans orthogonaux fixes, tous
déplacés les uns des autres par des transformations d'un sousgroupe
linéaire non spécial du groupe de rotations autour les deux plans et d'une
surface cylindro-cylindrique dont les axes sont les deux plans en question.

5. Etant donnée une surface associée & une hypercirconférence I’
nous appelerons axe de la surface le plan axial de I" duquel tous les
points de la surface ont la méme distance. Les deux plans axiaux de I'
sont alors, évidément, les axes des deux surfaces associées & I,
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Etant donnée une surface associée & une hypercirconférence quel-
conque I, elle coupe précisément un des deux plans axiaux de I' sui-
vant une circonférence concentrique avec I'. Dans un point P quel-
zonque de cette circonférence convenons d’appeler directions axiales du
plan normal la direction de la normale & la circonférence au point P
et la direction de Ja génératrice de la surface qui passe par P; directions
axiales du plan tangent, la direction de la tangente & la circonférence
au point P et la direction normale & celle-ci et aux deux directions
axiales du plan normal au point P; plan normal (tangent), le plan
passant par P et contenant les deux directions du plan normal (tangent)
au point P. Convenons enfin de comprendre sous les plans axviauxz de la
circonférence en question, les plans axiaux de I'; sous les surfaces asso-
cides & la circonférence la surface considérée, associée i I, et le plan de la
circonférence ; sous les axes de ces deux surfaces, les plans axiaux de I.

6. Cela étant, on obtieni, par des raisonnements facile 4 faire, au
sujet des surfaces associées aux hypercirconférences, les résultats suivants
que nous nous contentons & énonzer sans procéder i leur démontration.

Etant donnée une surface associde & une hypercirconférence I’
quelconque, le groupe de déplacements de ' en elle méme conserve la sur-
Jace. Les wrajectoires de ce groupe sur la surface sont formées soit par
une famille simple de hypercirconférences soit par wune circonférence qui
est la rourbe d’intersection de la surface avec Uaxe de Uautre surface
associée o I'. Les plans axiaux de chaque trajectoire en question se con-
fondent avec ceux de I' de sorte que, les trajectoires considérées se trouvent
découpees, sur la surface par une famille &’hypersurfaces cylindriques
dont Vace commune est Uaxe de Uautre surface associée a I' et les deux
surfaces associces & une trajectoire quelconque ont les mémes axes que
celles & I'. Dans la correspondance ponctuelle, engendrée entre les diffeé-
rentes trajectoires sur lasurface par les génératrices de la surface, deux
points correspondants quelconques de deux trajectoires fizes, arbitrairement
choisies, ont la méme distance. Aux points correspondants, les différentes
trajectoires ont les mémes directions axiales du plan tangent et du plan
normal ainsi que le méme plan normal; leurs plans tangents sont situés
dans le méme espace & trois dimensions et sont paralléles les uns aux autres.
Une des deux surfaces associées & ume trajectoire quelconque se confond
foujours avec la surface considérée, associée a I.

7. Nous allons procéder par établir d’autres propriétés des surfaces
associées aux hypercirconférences. Considérons une telle surface et prenons
ses équations sous la forme (42). Le dS? de la surface étant

A8 —dy’ + (p* y* + ¢’ %) ds*, (43)
on voit facilement que, la surface considérée est applicable sur le cathénoide

X _7rsin®, Y=r7rcos 0, Z—i)zArCos qur, (44)
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les formules des d’application étant

py  VPr—g's, ps=0. (45)

8. Pour aller plus loin il nous ne parait pas inutile de faire une
breve explication concernant la notion de courbure normale des courbes
sur une surface plongée dans l’espace a quatre dimensions.

Imaginons une surface () quelconque plongée dans I'espace con-
sidéré et soit M un point arbitraire sur (AI). Considérons alors, sur la
surface, une courbe arbitraire, non droite, qui passe par M. On a en W,
en particulier, le vecteur de premiére courbure de la courbe au point J7.
La projection de ce vecteur dans le plan normal de la surface au point 27
est un vecteur qu'on appele wvecteur de courbure normale de la courbe
considérée au point M; il ne dépend que de la direction de la courbe-
Les sommets des vecteurs des courbures normales, au point }/, associés
aux différentes directions des courbes sur la surface passant par M se
trouvent situés sur une éllipse qu’on appele indicatrice de courbure nor-
male de la surface au point M. Il y a done sur la surtace, au point A7,
en général, précisément quatre directions privilégiées & savoir celles,
auxquelles sont associés les quatre vecteurs de courbure normale dont
les sommets déterminent les quatre sommets de l'indicatrice. Nous appe-
lerons courbe de courbure normale une courbe sur la surface dont la
direction, en chaque point, est une de ces directions privilégiées. Il y a
done, en général, sur une surface précisément quatre familles simples
de courbes de courbure normale. Un point 3 de la surface s’appele
parabolique si I'indicatrice de courbure normale, en 3/, passe par lui. La
surface (M) s’appele paraboliqgue si tous ses points sont paraboliques.

9. Nous allons examiner les surfaces considérées au sujet de leurs
indicatrices de courbure normale.

Dans ce but, revenons & la définition primitive de ces surfaces et
imaginons une surface, associée & une hypercirconférence I, laquelle se
trouve déterminée, & son tour par les formules de Frenet (1). Soit alors 2/
un point veriable sur la surface. On peut évidément prendre

M P+ y(sin®Pny +4 cos ¥ny), (46)

y étant variable et —g— <FL g étant l'angle v déterminé par la

formule (6,) ou bien ¥ 4 i pour I'une ou l'autre surface associée & I
Les formules (1) donnent

dM =ds{1l —ya,sin¥t + yaysin¥ — azcos¥n,} 4 41
~+ dy {sin n; + cos Fny}, (47)

d‘M=ds*{a, —y(a,* + as*sin ¥ —azazcos F)n, + yagaysin® —agcosFng}
+2dyds{ a,sin Ft+ aysin® —azcos Fn, ). (48)
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Faisons correspondre & chaque point M de la surface un repere,
formé par quatre vecteurs unitaires rectangulaires e, e;, €3, e, définis
par les formules

o — (1 —ya;sin ¥)t + y (agsin ¥ —azcos¥) my
V(1 —ya, sin®)® + y* (a;8in® — azcos F)*’
e;— sin¥n; +— cos¥ny; (49)

e® = cos ¥n, — sin ¥ny;
o — — y (agsin¥ —agcos® )t + (1 — ya, sin¥F)n,
: V(1 —ya;sin®)? + 42 (ay 8in P — ag cos F)?

de sorte que, en particulier, les directions des vecteurs e, e; sont les
directions axiales du plan normal au point P, la direction du vecteur e,
étant la direction de la génératrice de la surface qui passe par P; par
suite, les vecteurs e;, e; déterminent, au point M, les directions axiales
du plan normal de la trajectoire du groupe de déplacements de I' en
elle méme passant par M et le vecteur e;, en particulier, détermine la
direction de la génératrice de la surface au point /. En tenant compte
de la formule (47) on voit que, les deux vecteurs e;, e, en chaque
point M, sont tangents i la surface et par conséquent, les vecteurs e, e,
sont dans son plan normal.
On trouve facilement la formule

&M ...+

+ ds*{a; cos¥ — y (205 5in¥ + a,® + as® — a,? 5in¥F cos P — agaz cos?F)} e;
+ 2dyds ay 8inP — agcos ¥ e, (50)

¥V (1 — ya, sin®)* + ¢ (ay 5iIn ¥ — a, cos F)?

les termes non écrits, dans le second membre, ne donnant que la pro-
jection du vecteur d*M dans le plan tangent de la surface. En tenant
compte de la formule (75) la formule pré-édente peut étre écrite sous la
forme plus simple

d*M ....+4ds*.a;cosPes+
ag 8Sin ¥ — ag cos? .
V(1 — ya, sinF)? + ¢* (agsin¥ — ag cos ¥)?

+ 2dsdy . (1)

Cela étant, considérons, sur la surface, un point particulier quelconque M
et une courbe passant par lui. La courbe en question peut étre définie
par la condition initiale et par les formules de la forme

V(1 — ya,sinP)® 4 4 (ay8in P — a; cos P ds = dS cos O,
dy = dSsin 0,

ou S désigne I'arc de la courbe et S, ©® sont des fonctions d’une variable.
2

M
as?

le vecteur de premiére courbure de la courbe en question au point M.

(52)

Or, I'expression calculée au point considéré M désigne précisément
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Par suite, le plan normal de la surface au point M étant rapporté aux
axes e;, &4, on voit que le sommet du vecteur de courbure normale est
le point aux coordonnées

1 @y cos P 1
2 "I —ya,sn®P) + y¥ (agsin® — a4 cos’;F)2<

+ cos20),
(53)

xs__—'_.

ay 8in F — ag cos P

(1 —ya,8in¥)? 4 y* (ap sin ¥ — ag cos P )? sin 26.

x4=

L’indicatrice de courbure normale de la surface au point 2, & son tour
se trouve définie, évidément, par les mémes formules & condition qu’on
y regarde ® comme variable. C’est donc une éllipse qui passe par le
point M et y a un sommet. On voit de plus que la direction de I'axe
de cette éllipse, dont une extrémité est au point M, est celle du vecteur e,
et par suite, ’autre direction axiale du plan normal au point A7; enfin,
on voit immédiatement que, le rapport des longuers des axes de l'indi-
catrice ne dépend pas de la position particuliére du point M sur la surface.

10. La notion du rapport des longuers des axes de I'indicatrice,
dont nous venons de parler, n’est pas définie, évidément, sans ambiguité.
Pour s’en débarasser remarquons que, I'indicatrice, associée & un point M
quelconque de la surface, ayant en I}/ son sommet, il y a précisément
une axe bien déterminée de l’indicatrice dont aucune extrémité ne se
trouve au point M. Nous pouvons done convenir de comprendre sous
la notion du rapport des axes de Uindicatrice an point 3 le rapport
obtenu par division de la longeur de 'axe dont aucune extrémité ne se
trouve au point I par la longeur de l'autre.

11. Cela étant nous allons établir la relation qui existe entre les
rapports des axes des indicatrices des deux surfaces qui sont associées
4 la méme hypercirconférence I'.

Il est clair que ces rapports, que nous désignérons par k* et £ sont
les valeurs absolues de la fonetion

Gy SIn P — ag cos ¥

2 a; cos¥

pour F=v et ¥ __ v —1{—%, Y étant déterminé par la formule (6,).
On a done

- _ZGQSIDw—ag,COSTPZQl;
a, cosy y 51)
a3 co8 Y - agsin Y P (
k= 2 2, Sin v —2 g’
et par suite '
k*k —=4. (65}

Remarquons encore que, d’aprés les formules précédentes, le rapport en
question est toujours différent de 2.
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12. Sur chaque des deux surfaces associées & I'" il y a, entre les
quatre familles de lignes de courbure normale deux famille remarquables
3 savoir la famille de courbes dont le vecteur de courbure normale, en
chaque point est nul et la famille de courbes dont le vecteur de courbure
normale, en chaque point, coincide en longeur et direction avec une
axe de l'indicatrice. Les équations différentielles de ces deux familles
étant, manifestement, ds=0 et dy =0 on voit que les deux familles
en question sont formées par la famille de génératrices de la surface et
la famille de trajectoires du groupe de déplacements de la surface en
elle-méme.

13. Les résultats que nous avons obtenus amx nos 9—12 peuvent
se résumer de la fagon suivante:

Chaque surface associée & une hypercirconférence est ume surface
parabolique spéciale telle que, Uindicatrice de courbure normale, en chaque
point M de la surface a en M un sommet et le rapport des longuers de
ses axes est le méme pour toute la surface et différent de 2. Le produit
de tels rapports pour deux surfaces associées a la méme hypercircon-
férence est toujours égal a 4. Les génératrices de la surface et les trajec-
toires du yroupe des déplacements de la surface en elle méme constituent
deuzx familles de lignes de courbure normale. Dans chaque point M de
la surface le vectewr de courbure mormale qui est nul correspond a la
génératrice de la surface; la direction du vecteur de courbure normale de
la trajectoire en question est la direction axiale du plan normal de cette
trajectoire, normale a la direction de la génératrice.

Nous voici amenés, par les résultats précédents & nous poser la
question suivante:

Les surfaces associées aux hypercirconférences sont elles caracté-
risées par les propriétés locales suivantes: En chaque point M de la
surface, l'indicatrice de courbure normale a en M un sommet et le
rapport des longuers de ses axes est le méme pour toute la surface et
différent de 2°?

Nous allons donner la réponse i cette question dans le Chapitre
suivant. Nous verrons qu’elle est affirmative.

IIl. Recherche de certaines surfaces paraboliques dans l'espace
euclidien & quatre dimensions.

1. Nous allons nous,occuper, plus généralement, de la recherche
des surfaces, plongées dans I'espace euclidien 4 quatre dimensions, qui
jouissent de la propriété que, dans chaque point M de la surface, l'in-
dicatrice de courbure normale a en 3 un sommet et le rapport des
longuers de ses axes est le méme pour toute la surface.

2. Dans ce but imaginons une surface (J/) jouissant des propriéiés
voulues. Faisons correspondre 4 chaque point M de la surface (3/) un
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repére formé par quatre vecteurs rectangulaires unitaires e;, e, es, e,
ayant pour l'origine le point J/ et prenons les deux vecteurs e, e, dans
le plan tangent & la surface; les vecteurs e; e, déterminent alors le
plan normal & la surface, au point I/, et on a les formules

dM = o, e; + w3 e, (56)
de; = w; e 1 W € + W3 €3 + iy €4, (i=123,4)
les w étant des formes linéaires en différentielles des parameétres dont
dépend le repére et elles satisfont, 4 cause des suppositions faites au
sujet du repére, aux relations suivantes

0;; + i =0, -
wy—=0,—=0. (4,j=1,2 3, 4) (57)

On a en outre les formules de structure de l'espace ambiant*

0'; = [0y 0] 4 [03 0] + [05 03] 1 [0, 04], (58)

CO',-.,- = [w,'l €01jJ —+ [wi2 a’sj] + [wis wail ‘|‘ [w¢4 w4.iJ'

Ces formules appliquées aux relations (57) donnent

[0, 03] + [03 053] = O, (59)

de sorte qu'on a [01014] 4 [@2 @] - O,

W3 = awh ~+ bay, Wy — a'w, + b’w27 (60)
Wgs = by + cay, Wy = b0y + oy,
les a, b, ..c étant des fonctions des parameétres dont dépend le systéme
attaché 4 la surface. Remarquons que, I'élément linéaire de la surface
est dS? — w,? 4 o,

3. On vérifie facilement que, dans un point M quelconque de la
surface, le vecteur de courbure normale d’une courbe située sur la sur-
face et passant par M est le vecteur, dont les composantes suivant les
axes ez, e4 sont

2y =211 9 —C00s20 + bsin26,
22 (61)
I_‘_ 4 r___ . .

x4:¥+a 9 dcos?@—t— b’ sin 20,

-t

O étant I'angle que fait la courbe considérée, au point M avec le vecteur
e;. L’indicatrice de courbure normale au point } se trouve donnée par
les mémes formules, quand on y regarde © comme variable.

4. Exprimons d’abord la propriété de la surface que, en chaque
son point M, l'indicatrice de courbure normale correspondante & en M
un sommet.

* V. p. ex. E. Cartan, La déformation des hypersurfaces dans Vespace euclidien
réel & n dimensions (Bull. de la Soc. math. de France, t. XLIV; 1916; p. 67).



Cela revient, évidément, 4 poser, p. ex.,
a=2m, b—ec=0; a=c—-0, =mw (62)

et on peut supposer m > 0, m'> 0. Avec ces formules, le vecteur e,
issu du point M se trouve choisi de maniére que, sa direction et le sens

sont ceux du veeteur M I’ , M’ désignant le sommet de l'indicatrice
opposé & M; 2m est alors la longuer de 'axe M M’. Quant au vecteur
e,, & son tour, il est tangent & l'indicatrice au point M et 2w’ est la
longeur de l'autre axe de lindicatrice. Le vecteur e; (ey) est tangent
2 la ligne de courbure normale, passant par M, dont la courbure nor-
male y est 2m (0).

D’aprés (57) et (60) on a les formules

Wg =— w4_0, Wi T OIJ’;-—O,
’

wls == 2m wl, w14 m w2, (63)
r

w33 — 0, Wy =— M Wy,

qui entrainent les relations quadratiques suivantes

2 [@q dm] + [@3 (2m ey, — m'ag,)] — O,
[ (2m @y — Mwg,)] =0, (64)

|ws dm’] — 2[wy (m'03 — mwgy)] =0,

|oydm’] 4+ 2m' [@40,5] = O.

Celles-ci montrent que le systéme (63) est en involution et que sa so-
lution générale dépend de quatre fonctions d’une variable. Nous trouvons
ainsi le résultat suivant:

Dans Uespace euclidien a quatre dimensions les surfaces parabo-
liques, caractérisées par la proprieté de Uindicatrice d’avoir toujours un
sommet au point correspondant de la surface, dépendent de quatre fonc-
tions d'une variable.

5. Les surfaces qui nous intéressent, sont caractérisées, parmi les
surfaces de la famille dont nous venons de parler, par la propriété
d’avoir le méme rapport des longeurs des axes de l'indicatrice en chaque
point de la surface. Nous posons donec

m
n

— (65)

k étant une constante positive. Avec cette notation, le systéme (63)
devient

wy = 0, =0, oy + 0; =0,
w13 = 2 may, 0,4 = kma,, (66)
w3g O, 04 = kmo,,

et les relations (64) sont

2 [o, d”;n] + [0z (2 @15 — kwy,)] =0, (67)
[0 (2 013 — kwsy)] — O,
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[wz dWm] — 2 [w1 (w12 % 0’34)] =0,
dm (67)
[o24 W] + 2 [wgwy3] =0

Ces relations montrent que le systéme (66) n’est pas en involution. Sup-
posons pour le moment %?§=2. Sous cette hypothése le systéme en
question peut étre prolongé par les équations suivantes

dm
'—”7_—_2“(01—‘—4%602,
k‘)
W19 — 2 n w4 —l— 9 __ 12 ’MWQ, (68)
4n 2k
Wy =" 7 @ + 9 __ 2 "0

u, n étant variables nouvelles. Ces équations entrainent les conditions
d’intégrabilité suivantes

[dua,] + 2 [dnw,] + 24 w1 o] — O,
2 [drw] + (45 — kEm?) [w1 03] =0, (69)

L
[d’u Q)g] -+ 9 __ u2 [wl Q)2] =0.

Le systéme prolongé (66), (68) n’est pas en involution. Cependant
la forme des formules (69) montre déja que, sur chaque surface jouissant
des propriétés voulues, la courbure normale 2 m des lignes de courbure
normale wy=20 le long de chaque courbe de la famille w, =0 est
nécéssairement variable. En effet, dans le cas contraire, # est néeéssairement
nul et par suite m — O contre la supposition m > O.

Posons d’aprés (69)

2dn —vo; + (412 — E*m?) w,,

k? 4un 70
d“=_2— ka“wl“l"( +2 kz) (0
v étant une variable nouvelle.
Ces équations conduisent aux deux relations quadratiques
2
[dvey]) + (6 no +2—f§ udn? -+ 3Km? — 8m?) [w; w,] =0,
1)
2K (24 & (
[dve] + s BT+ 20+ at i TR ) [or05] = 0,
qui donnent & leur tour
B CEREE 2 (24 k)
dv=—2 uk2(3k2—]—2fv—{— 2(_—,]:2 )un)w1+ 2
72

—l—(6mz—{—2 u4n’—|—3k2m‘ 8 m?) w,.
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Or, le systéme de Pfaff (66), (68), (70), (72) n’est pas encore en involu-
tion. On trouve effet, en calculant la condition d’intégrabilité de I'équa-
tion (72) la relation suivante

2 2
2042 —, P @ — @ —wm =0 (1)

Cette relation entraine deux relations nouvelles que I'on obtient en
annulant les coefficients de w,, wy dans le résultat de différentiation (73)
et de substitution des différentielles dv, du, ... par les combinaisons en
@, Wy correspondantes. On trouve, en particulier, en égalant & zéro le
coefficient de o,

28

g _ ?__ 2 __
ul(v+ S un)? — k? B—4)#F—5 Bk —4) udm?

d2—B) (BP0

1=0. (74)
On a donc aussi, d’aprés (73)
u(l®—4) K& —5)F —6) O, (75)

de sorte qu’on se trouve amené & considérer a priori quatre cas, suivant
le facteur-zéro dans le premier membre de cette relation.
Or, nous allons d’abord montrer qu’on a nécéssairement

u (I# — 4) = 0. (16)

En effet, autrement on aurait « 3=0 et 22— 5=0 ou bien £, —6=0.
Or, cette dernitére eventualité s'exclit d’abord immédiatement pour le
champ réel, car, avec w30, & — 6 la relation (74) s’écrit

2(—3un)? = — 3m*u?

et par suite elle est absurde; on vérifie par différentiation, en tenant compte
des formules (68), (70), (72) que, la relation en question est absurde
méme dans le champ complexe. Dans l'autre cas w30, #* —5=0
’
on a d’abord 10
v— g un= 0;

en différentiant cette relation on trouve encore facilement qu’elle est absurde

En définitive on a & considérer les deux cas suivants: =0 ou
bien w40, k= 2.

6. Cas w =0. Dans ce cas la seconde équation (70) donne immé-
diatement

v=20,

et on arrive au systéme complétement intégrable suivant

5 Wi T w]'; = 0, (C. = 1, 2, 3, 4)
0,3 = 2Mmwoy, w1, — kmo,, (770

W3=w4 O

wss =0, Wy = kmoy;



Wy = 200y,

4n
D3 —— " O (17
—@" prg 4” (Ug,

2dn = (4n? — B m?) 0,.

Ce systéme definit une famille de surfaces cherchées. D’aprés une
hypothése faite plus haut on y aurait & supposer k 3= /2. Cependant, on
trouve facilement, en partant du systéme (66) que, toutes les surfaces
jouissant des propriétés voulues, pour lesquelles k —}2, se trouvent définies
précisément par le systéme (77) lui méme quand on y avait substitué
k— 2.

k étant donné, les surfaces de la famille considérée dependent d’une
constante arbitraire. Nous verrons dans la suite (n°* 7, 19) que, parmi
toutes les surfaces jouissant des propriétés voulues les surfaces de la
famille en question sont caractérisées par la propriété que, les lignes de
courbure normale, dont la courbure normale en chaque point est nulle,
sont formées par des droites.

7. Nous allons déduire les équations finies des surfaces en question.
Dans ce but remarquons d’abord que, les formules (77) montrent que la
forme w, est une différentielle exacte. On peut done poser

0, = dy. (18)

En suite, les deux derniéres équations (77) donnent

hm = —2 s (79)

Y
y?_}_zﬁ’ n:—yQ_{_zs)

2 étant une constante positive et on voit facilement qu’on peut prendre

0y = Yy + &* da. (80)
Les variables indépendantes étant ainsi choisies, changeons encore

le sens du vecteur eg; alors le systtme (56) dans lequel les formes )
satisfont aux équations (77) peut étre remplacé par le systéme suivant

_ ye.+ze, ze;—ye, .
de, dxyel_’_l— z?;
Vo' + <
d yelﬂ —dzey; (81)

Vo + & 0

deg— _dxw

3 k ﬁ’-{—z” b}

gey,—ye,

— % dge,

v+ k
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et il est clair qu'on peut le intégrer sans aucune espéce de difficulté.
On trouve les formules
2

-

M=c+ cysinx—[—clycosx—,—cgzksin k x—}—cgzpcos%x;
e, =— csinz -+ ¢, co8z;
ye1+ze4__
¥+

e; — Cg 81N

ccosz — ¢, sinx; (82)

z -+ czeos . x;

= N

[\

LI e Cg COS
Vo + &

les ¢ étant des constantes d’intégration. Ces formules montrent que, en

2
k
2 :
p & st 4,

k

posant %k — 25 ; p, g = O et en introduisant une nouvelle variable s

suivant la formule #  ps, les équations finies des surfaces considérées,
par rapport & un systéme de référence fixe, sont

X =ysinps, X; =ycosps, Xo—2zsings, Xg—2zcosgs. (83)

Par suite, pour % =2 les surfaces en question sont les surfaces associées
aux hypercirconférences et on a le résultat suivant:

Dans Uespace euclidien & quatre dimensions les surfaces associées
aux hypercirconférences sont toutes et seules les surfaces paraboliques
telles que, Uindicatrice de courbure normale a towjours aw point correspon-
dant un sommet et le rapport des longuers des azes de Uindicatrice est
le méme pour toute la surface et différent de 2.

Remarque. Un calcul f[acile montre que, les courbures scalaires
g, @g, az d'une trajectoire du groupe de déplacements de la surface en
elleméme quelconque, déterminée, sur la surface, par la valear parti-
culiére y — y,, s’expriment au moyen des quantités k, m, » correspon-
dantes suivant les formules

k

8. Avant d’aller plus loin nous allons mentionner expressément un
cas particulier des surfaces associées aux hypercirconférences qui nous
ne parait pas étre sans interét. C’est le cas k=1, dans lequel, évidé-
ment, les surfaces correspondantes jouissent de la propriété caractéristique
d’avoir pour l'indicatrice de courbure normale, en chaque point 3/, une
circonférence passant par M. Les équations de telles surfaces sont,
d’aprés (83)

k)

2
o =2Vn*+m?; a, a; — 2 mn; ayas— . (Bm+4n).  (84)

X  ysinz, X;—=yecosz, Xs==zsin2z, Xg—2zcos2z (89)

£, y étant les variables indépendantes et z — (. Considérons, parmi ces
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surfaces une surface particuliére quelconque. Les formules (85) montrent
immédiatement que, projectivement, la surface se trouve engendrée par
des droites qui, étant établie une correspondance projective entre les
points d’une conique et les points d’une droite de l’espace, joignent les
couples de points correspondants. Il en résulte que, la surface considérée
est une surface rationnele normale reglée du troisiéme ordre. On a done
le résultat suivant:

Dans Uespace euclidien & quatre dimensions toutes les surfaces para-
boliques pour lesquelles Uindicatrice de courbure normale est toujours une
circonférence qui passe par le point correspondant de la surface sont les
surfaces rationneles normales reglées du troisiéme ordre.

On voit facilement, d’aprés les formules
o’ + ag® +ag* P+ @75 alfa® —pPgt; BP=4 zg

que, les courbures scalaires a;, a; a@; d'une trajectoire arbitraire du
groupe de déplacements dune telle surface en elle-méme, située sur la
surface, sont liées par la relation

R 5
a? + a® +— ag® = g G10s (86)

Remarque. On peut démontrer, par un ealcul que j'ometts que,
dans Uespace non-euclidien & quatre dimensions il n'y a pas des surfaces
paraboliques pour lesquelles Vindicatrice de courbure mormale en chagque
point est une circonférence.

9. Nous allons maintenant examiner les surfaces de la famille con-
sidérée pour lesquelles & — 2; elles peuvent étre définies, évidément par
les formules

X —ysinz, X; -ycosz, X3 zsinz, Xz=2zcosz, (87)

z, y étant les variables indépendantes et # une constante arbitraire.

La forme de ces formules laisse prévoir que, les surfaces en question
jouissent des propriétés analogues aux celles des surfaces associées aux
hypercircon{érences. Pour les établir nous allons faire d’abord quelques
considérations préliminaires.

10. Considérons dans 'espace deux plans orthogonaux I'un & l’autre
et cherchons les circonférences telles que, le groupe de déplacements
de chacune en elle méme est un sousgroupe du groupe de rotations
autour les deux plans considérés. Soit I' une circonférence jouissant de
la propriété voulue. Un déplacement € quelconque de I' en elle m&me
étant, d’aprés I’hypothése, une rotation autour les deux plans, il ne
conserve que le point d’intersection de ces deux plans. Comme, d’autre
part, € conserve le centre O de la circonférence, ce centre coincide avec
le point d’intersection en question. Par suite, en particulier, le plan de I
passe par ce point. Comme ce plan reste invariant par € on voit que,
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I’ se trouve située dans nn plan qui passe par le point commun des
deux plans considérés et qui reste invariant par un sousgroupe du groupe
de rotations autour ces deux plans.

Cela étant remarqué il est facile & voir que, si 'on avait choisi
un systéme rectangulaire de référence de maniére que X — X, =0,
X3 X3=0 sont les deux plans orthogonaux considérés les équations
du plan de la circonférence I' peuvent étre supposées sous la forme

X=aXg+bX;, Xi—adX;+0b0X; (88)
a, ... b étant des constantes convenables. Soit alors
X'=cosp X +sing X, Xy = cos i X,y + sinyp X, (89)

X, —singX—+cospX;, XJ=—sinypX;+ cosvX,

le groupe de rotations autour les deux plans considérés. En exprimant
qu’'une rotation ¢, ¥ du groupe laisse le plan {88) invariant on obtient
les conditions

a(cosp — cos YY) + a’sing + bsiny =0,
— a sing - &' (cos g — cos ) + b'sinyp =0, (90)
— a siny ~+ b (cosgp — cosP) + &'sing =0,

—a'siny — bsing -+ b’ (cos @ —— cos ) =0,
d’ou résulte par l'élimination la relation
cos @ — cos Y.

On a done, d’aprés les formules (90), a'= — b, ¥'=a ou bien a’' =12,
b'=—-a et on voit facilement qu’en effectuant, au besoin, dans le plan
(X3, X,) une rotation convenable des axes on peut prendre b’ — g,
a’— b—0. On voit ainsi qu’on peut supposer les équations du plan de
la circonférence I" sous la forme

X=aX,, Xi=aX; (a>0) (91)
et le sousgroupe du groupe (89), qui conserve I', sous la forme

X"—ecospX + sing X, X,/ —cosgp X, + sing X, 92)
Xy ——singX 4 cospX;, Xg=——singpX;+ cospXj,.
Quant aux équations de I" elle méme il est clair qu’elles sont alors de
la forme

X=ysinz, X;—=ycosz, X3—2zsinz, X3—2zcosz, (93)
« étant la variable indépendante et y, # étant des constantes convenables.
Inversement, on voit immédiatement que, quelques soient les valeurs des
constantes y, z dans les formules (93), les circonférences correspondantes
jouissent toujours de la propriété voulue. Les formules (93) représentent
done, pour les différentes valeurs de constantes y, 2, tontes les ecirconfé-
rences cherchées. On voit qu’elles dépendent de deux constantes arbi-
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traires de maniére que, tous les points de chacune d’elles ont la méme
distance des deux plans orthogonaux considérés.

11. Etant données deux plans dans I’espace appelons les para-
tactiques 8'ils n’ont quun seul point O en commun et si leurs deux
angles sont égaux. Il existe alors une simple infinité de plans passant
par le point O tels que, chacun d’eux est perpendiculaire aux. deux
plans en question.

Ktant donné un plan dans l'espace il passe, par son point queleonque
des plans qui lui sont paratactiques. Un calcul élémentaire montre que,
si 'on avait choisi un systéme rectangulaire de référence de maniére
que X =X, — O sont les équations du plan donné, chaque plan passant
par lorigine du systéme et paratactique au plan en question peut étre
éerit précisément sous la forme (91), a étant une constante convenable.
Inversement, tous les plans (91) déterminés par les différentes valeurs
de @ sont paratactiques au plan en question. La famille de plans qui
sont perpendiculaires en méme temps au plan X X;—=0 et & un plan
paratactique (91) quelconque est donné par les formules

cosz X —sinx X; =0, coszX; —sinzX; =0, (94)

x étant arbitraire. D’aprés les formules (91) et (94) chaque plan para-
tactique au plan X X,=0 est en méme temps paratactique au plan
orthogonal X3 — X; O et chaque plan de la famille (94) lui est perpen-
diculaire.

On peut donc énoncer le théoréme suivant:

Etant donnés dewr plans orthogonauz, pourqu’une circonférence dans
Uespace jowisse de la propriété que le groupe de déplacements en elle méme
soit un sousgroupe du groupe de rotations autour les dewr plans, i faut
et il suffit que som centre coincide avec le point commun des deux plans
en question et le plan de la circonférence leur soit paratactique. Toutes
les circonférences jouissant de la propriété en question dépendent de deux
constantes arbitraires de maniére que tous les points de chacune d’elles
ont la méme distance des deux plans donnés, Par chaque point d’une telle
circonférence il passe précisément un plan perpendiculaire aux deux plans
considérés est au plan de la circonférence et il coupe le plan de la cir-
conférence suivant la normale correspondante de la circonférence.

12. Pour aller plus loin il parait utile d’introduire quelques notions.
Considérons, dans I'espace, deux plans orthogonaux et une circonférence I”
qui, par rapport i ces deux plans, jouit de la propriété dont il est la
question dans le théoréme précédent. Appelons plans axiaux de la cir-
conférence I" les deux plans considérés. Dans un point P quelconque
de la circonférence appelons: plan normal de la circonférence le plan
passant par P et perpendiculaire aux deux plans considérés et au plan
de la circonférence; plan tamgent le plan orthogonal au plan normal au
point P; directions axiales du plan normal les directions des deux droites
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d’intersection du plan normal au point P avec les plans axiaux de la
circonférence ; directions axiales du plan tangent les directions des deux
droites d’intersection du plan tangent au point P avec les plans axiaux
de la circonférence.

Convenons d’appeler surface associée & I' la surface réglée qui se
trouve engendrée par les droites passant par les différents points de I’
de maniére que, la direction de la droite passant par un point P de I”
est la direction axiale du plan normal de I' en P, toujours parallele
4 un des deux plans axianx fixé une fois pour toutes.

D’aprés cette définition il y a précisément deux surfaces asso-
cides & I

13. Nous allons d’abord démontrer que, les surfaces (87) sont toutes
et seules les surfaces assocides aux circonferences.

Prenons en effet, dans I’espace un systéme rectangulaire de réfé-
rence de maniére que X —=X; =0 et X;—= X;=0 sont les plans
axiaux d'une circonférence I'. D’aprés les résultats du ne 10, les équa-
tions de I' peuvent étre supposées sous la forme (93). Soit alors P un
point particulier quelconque de la circonférence, déterminé par la valeur
x de la variable. Le plan normal de la circonférence au point P est
donné par les formules telles que (94) et par suite les cosinus des angles
que font, avec les axes, les directions axiales du plan normal au point
P sont sinz, cosz, 0, 0; 0, O, sin z, cosz. Il en résulte immédiatement
que les deux surfaces associées i la circonférence I' sont données pré-
cisément par les formules (93) & condition qu'on y regarde une fois ,
x P'autre fois 2,  comme variables indépendantes et cela démontre la
proposition.

14. D’aprés les formules du IL, n° 2 on voit que, chagque surface
associée d une circonférence est la variété d’intersection de Uhypersurface,
liew de plans perpendiculaires & deux plans orthogonaux fixes (plans
axiauz de la surface) tous déplaces les uns des autres par des transformations
du sousgroupe linéaire spécial du groupe de rotations autour les deux
plans et d'une hypersurface cylindrique dont U'axe est formée par un de
ces deux plans.

15. Introduisons des définitions nouvelles de maniére & remplacer,
dans le texte du n° II, 5 partout le mot Aypercirconférence par circon-
Jérence.

Cela étant, il est facile & démontrer au sujet des surfaces considérées
les résultats suivants qui sont bien analogues 4 ceux qui ont été indiqués
au n° II, 6 au sujet des surfaces associées aux hypercirconférences.

Etant donnée une surface associée & une circonférence I' quelconque,
le groupe de déplacements de I' en elle méme conserve la surface. Les
trajectoires de ce groupe sur la surface somt formées par une famille
simple de circonférences dont une est la courbe d’intersection de la surface

3
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avec Uaxe de Uautre surface associce a I'. Toutes ces trajectoires sont
concentriques avec I' et le plan de chaque trajectoire, différente de la
courbe d’intersection en question, est paratactique aux plans aziaux de
I' de sorte que les trajectoires se trouvent découpées, sur la surface, par
une famille &’ hypersurfaces cylindriques dont Vaxe commune est Uaxe de
Vautre surface associées a I. Dans la correspondance ponctuelle, engendrée
entre les différentes trajectoires sur la surface par les génératrices de la
surface, deux points correspondants guelconques de deux trajectoires fixes,
arbitrairement choisies, ont la méme distance. Aux points correspondants,
les différents tragectoires ont les mémes directions axiales du plan tangent
et du plan normal ainsi que le méme plan normal; leurs plans tangents
sont situés dans le méme espace d trois dimensions et sont paralléles les
uns aux autres. Une des deux surfaces assocides a ume trajectoire quel-
conque, dont les axes se confondent avec celles de I'y, se confond toujours
avec la surface conmsidérde, associde & I.

Ajoutons que, les deux surfaces associées & ume circonférence T'
sont identiques & un déplacement pres.

16. Cas u 3= 0. Dans ce cas le rapport £ des axes de l'indicatrice,
sur les surfaces correspondantes, s'il en existe, est égal 4 2 et on a,

d’apres (14), 0 — 4 un. (95)

Or, cette relation étant compatible avee les équations (70), (72) on voit
qu’il existe des surfaces correspondantes et elles dépendent d’une constanie
arbitraire; elles se trouvent définies par le systéme complétement intégrable

suivant wy=0,=0; w;}+w;=0 (G,j;j=12384)
0,3 = M Wy, W14 = MO,
QJQ3:O, W9y = M@, ;
W19 = N Oy — U Dy,
Wgy == — NO; — U Dy, (%6)
du

7’:“0’1 '4— nW2’

am
7:00601 —l—2nWQ,

dn = unw, 4+ (0* — m?) o,.

Nous avons changé légérement les notations en écrivant partout @,, w,
au lieu de 2w, 2w,. Avec ces notations, nous écrivons, dans le systéme
(56) auquel conduisent les formules (96), 1 M au lien de M.

17. Nous allons nous oceuper de la discussion de ce systéme afin
d’arriver &4 une génération géométrique des surfaces correspondantes.

Nous commengons par faire deux remarques qui nous seront utiles
dans la suite.

D’abord, les formules de structure de l’espace entrainent que la
fonction # est un facteur intégrant des deux formes w;, . On en déduit
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que, sur chaque .urface de la famille considérée on peut choisir les
variables indépendantes z, y de manigre & avoir les formules

e* 1 e
- dx; Wy = ————5—dy;
sin y z sin? y (97)
u——e *siny, m=ze *s8in'y, mn=—ze*siny cosy,

0, ==

z étant une constante positive. Les formules (97) entrainent, en parti-
culier, la relation suivante

n® 4- m? — 2 u? =0. (98)

Remarquons, au second lieu, et cette remarque jomera un role
essentiel dans la suite que, les équations (96) entrainent que, quelque
soit la surface (M) dans la famille, le point

4
0= ue;g_l_nr;z_l-{_—,::es 99)

est fixe dans l’espace.

18. Cela étant remarqué, nous allons considérer une surface parti-
culiére quelconque de la famille étudiée et, sur cette surface les familles
de lignes de courbure normale wy =0, @, =0.

Pour les lignes de la premiére famille, considérons une ligne parti-
culiére quelconque, déterminée, avee le choix (97) des variables indé-
pendantes par la valeur y, de la variable y. Le systéme (96), avec
w; =0, conduit alors aux formules suivantes

dM
ds

de; ney, |+ me;g
ds au n? + m? ’ (100)

€

d ne, -+ mey
d —:——Zttel,
S Yn* 4 m?

ds — w, étant 1'élément de l’arc sur la courbe considérée. Ces formules
montrent immédiatement que, la ligne considérée est plane et son plan
passe par le point O. Pour la déterminer complétement remarquons
que, en choisissant convenablement la valeur initiale de l'arc s on a

1 .
u — — —, de sorte que, la courbure scalaire z« de la courbe dans nn
8

point s quelconque est proportionnelle 4 la valeur inverse de s; de plus,
d’aprés la formule (99) on voit que, pour s=0 on a M= 0. Il en
résulte que, la courbe en question est une spirale logarithmique dont
le pole est le point fixe 0. Soit x l'angle que fait, dans un point M
queleconque de la courbe, le rayon vecteur, issu du point O, avec la
tangente e; de la courbe au point M. On voit facilement, d’aprés la
formule (99), qu’on a
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tgx =2, (101)

de sorte que, I'angle en question ne dépend pas de la -valeur parti-
culiere y,.

Par suite, # étant donné, pour avoir sur la surface correspondante,
imaginée comme rapportée 4 un systime de référence fixe, une ligne
particuliére de la famille considérée, il suffit de connaitre le point O
correspondant, le plan et un point particulier de la ligne.

19. Cela étant occupons nous des lignes de courbure normale

@; —O0. Envisageons, sur la surface considérée une ligne particuliére de

la famille en question. Posons, dans le systtme (56) auquel conduisent

les équations (96) w, =0, w, —ds, ds étant 1’élément de l’arc sur la

courbe considérée et remarquons, qu'on a, aveec un choix convenable

de la valeur initiale de I'arc, d’aprés les formules (97)

1 1 h

u——?]/s”—]-k"’ m:s’—|—k” (102)

h étant une constante positive. Cela étant, la ligne envisagée se trouve
déterminée par les formules (de Frenet) suivantes

ds %
deg . 1 1

—— . ==,

ds 2 S+

del 1 1 h

s 7 mez +m ey (103)
d&_ . h . . 1 1 e
ds s h ! 2" Yst B2
de, 1 1

W z ]/32_|_h2

I, ayant une valeur particuliere. Ces formules mettent en évidence que,
dans chaque point M de la surface, les vecteurs ey, e,, e,, e; sont re-
spectivement la tangente et les trois normales successives de la ligne de
courbure de la famille w; =0 qui passe par M ; elles montrent de plus
que, les trois ecourbures scalaires successives a,, ai, as de la courbe sont

a1 =a —u—-—i ——1—'
1] — W3 — _— Z.Vm’

Or, en tenant compte des résultats mentionnés au sujet de lignes de la
famille @, O, le résultat particulier que, dans un point M quelconque
de la surface, le vecteur e; est la premitre normale de la ligne de
courbure de la famille w, 0, qui passe par 2/, entraine déja que,
z étant donné, pour avoir la surface (JI) correspondante, imaginée
comme rapportée & un systéme de référence fixe, il suffit de connaitre

3

84,

a2=m=

h
SIE (104)
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le point fixe O correspondant et une ligne particulitre quelconque de
la famille w, — 0. Supposons en effet que, z étant donné, nous con-
naissions le point O et une courbe particuli¢re @, =0 de la surface
correspondante. Dans un point J/ quelconque de cette courbe la premiére
normale étant le vecteur e; correspondant, cette normale est la tangente
de la ligne de courbure de la famille w,=0 qui passe par M; par
suite, elle détermine, avec le point O, le plan de cette ligne. On connait
done, au sujet de la ligne wy; =0, qui passe par M, le point O, le plan
et un point particulier M/ de la ligne; on connait done toute cette ligne
et ainsi, en faisant varier le point M sur la courbe @, —0 donnée, on
connait toute la surface (I).

20. On voit ainsi que le probléme de la génération géométrique des
surfaces étudiées se raméne finalement au probléme beaucoup plus simple
suivant: Caractériser les courbes (1/), définies par le systéme d’équations
(103) par leurs propriétés géométriques est par leurs relations par rapport
au point fixe O, considéré comme connu.

Pour traiter ce probléme, imaginons, parmi les courbes en question
une courbe particuliére quelconque appartenant & des valeurs particuliéres
des parameétres z et s. Désignons par r le rayon vecteur issu du point O
mené i un point M quelconque de la courbe, On a, d’aprés (99),

__ue;+ mes + mey (105)

w? + n? _|_ me
Au sujet de la courbe considérée nous savons déjh que, dans chaque
point M/ de la courbe, la premitre normale e; fait avec r un angle con-
stant, non nul, qui se trouve déterminé par la formule (101); nous savons
de plus que, dans chaque point J/ de la courbe, la premiére et la troisiéme
courbure scalaire sont égales. La formule (105), 4 son tour, met en
évidence une troisiéme propriété intrins¢que de la courbe i savoir que,
dans chaque point M de la courbe la deuxiémme normale e, est normale
au rayon vecteur r.

21. Nous allons maintenant démontrer qu’en ajoutant que la courbe
en question appartient & I’espace considéré et qu’elle n’est pas une hyper-
circonférence, les trois propriétés que nous venons d’indiquer caractérisent
la eourbe aux valeurs particuliéres des constantes z et & prés*). D'une

maniére précise, nous allons démontrer la proposition suivante:
Etant donné, dans 'espace, un point fixe O, chaque courbe, non

hypercirconférence, appartenant 4 cet espace qui jouit, dans chaque son
point des trois propriétés suivantes 1° la premiére normale de la courbe
fait avec le rayon vecteur r, issu du point O, un angle constant, non

r—

#* La constante i détermine la distance d du point O au plan osculatenr, dans
un point quelconque de la courbe. On a, en effet,
m C‘¢= hz?

d_u2+n2-|—m2= 21

= hsin?y.
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nul 2° la deuxiéme normale i la courbe est normale au r 3° la premiére
et la troisiéme courbure scalaire de la courbe sont égales; peut étre définie
par un systéme d’équations de Frenet de la forme (103), avec un choix
convenable des valeurs des constantes 2, h.

Soit, en effet, O un point fixe dans P'espace et a,, ay, a3 les trois
courbures scalaires successives d’une courbe (P) non hypercirconférence,
qui appartient i I'espace considéré et jouit des trois propriétés en question.
La courbe peut étre définie par les équations de Frenet de la forme (1).
Le point O a son tour, peut &re exprimé par une formule telle que

0:P+ xt+x1n1+x2ﬂg+xsn3, (106)

les coordonnées x verifiant les équations différentielles

dzx
gs T1— @ =0,

dz,

ds + 0z — agzy =0,

107)
dzx (
d_s2 + @33, — azxy =0,

dx
d 83 + Q32 =0,
qui expriment que le point O est fixe dans l’espace; on a évidément
r—— (.’L‘t "I— AR LY —I'_ Xo Ny + x3n3)- (108)

Cela étant, il est clair que, les trois propriétés de la courbe s’ex-
priment par les formules suivantes

—x, . 1
Vo +ad + o a5 Yo+ 1

z étant une constante que l’on peut supposer > 0. Pour simplifier I’écriture

10

2° 2,=0; 3° ag=a,, (109)

dﬁi =a/. Or, la derniére des formules (107) montre d’abord

que, x5, en conséquence de 2°, est une constante, nécéssairement diffé-

rente de zéro, car autrement, la courbe serait plane, contrairement
]

posons

4 I'’hypothése; nous désignons cette constante par — % . Les deux pre-

miéres équations (107) donnent #+1

¥ —az +1=0, 110
o + oz =0, (110)

et elles entrainent la relation
xx' + x2y + 2 — 0.

1Y’autre part, la relation 1° donne par dérivation

S
X194 =?2"xx,
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de sorte qu’on a

x(x'+z,z—;1)=o.

On, 2 n’est pas identiquement nul, car autrement, la courbe serait une
hypercirconférence, ce qui se trouve exclu par 'hypothése. On a done,
en choisissant convenablement la valeur initiale de 'are

22
X — ———=8§
2417
:— (111)
xl——mys"—i—h”,
de sorte quon a a___l_ 1
T et R
De plus, d’aprés ’hypothése 3° on a d’abord
a=—a. L
T ETw
et en conséquence de la troisiéme équation (107)
h
Qg — m .

On voit ainsi que la courbe considérée satisfait & un systéme d’équations
différentielles de la forme (103) c’est ce qu’il fallait démontrer.

On a donc finalement, le résultat suivant:

Chaque surface (M) de la famille considérée peut Etre engendrée
de la maniére suivante: On prend dans Uespace considéré un point fize
O et une courbe, non hypercirconférence, appartenant a Uespace en gquestion
et jouissant, en chaque point, des trois propriétés suivanies 1° la premiére
normale de la courbe fait avec le rayon vecteur r, issu du point O, un
angle constant non nul 2° la deuxiéme normale de la courbe est normale
au r 3° la premiére et la troisiéme courbure scalaire de la courbe sont
égales; dans un point M quelconque de la courbe on considére la premiére
normale et le plan passant par cette normale et le point fixe O; dans
ce plan on construit la spirale logarithmique qui a son pile au point O,
passe par M et y est tangent & la normale considérée; la surface (M)
est le liew de spirales logarithmiques ainsi associées aux différents points
de la courbe en question.

Remarque. Le probléme de Uintégration analytique du systcme (103),
dont on sait a priori, d’aprés un théoréme général, qu’il se raméne essen-
tiellement & l'intégration de deux équations de Riceati, se réduit en réalité
a UVintégration d’'une équation hypergéométrigque.

Si 'on pose, en effet

X'-:eg—f—ies, Y:e;—iq (izv—l)
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on voit, en tenant compte des équations (103) que les fonections X, Y
satisfont au systéme suivant

x—— 1

— Y,
syst +ht "’
. (112)
—_ ! ¥ + _th_ g
TiErR TErR
de sorte que, en particulier, la fonction X par exemple, satisfait &
I’équation hypergéométrique
X’ 1
T o a g X=0 (113)

”+s+zh 2—|—h2

On a une autre équation telle que (113) qui s’en déduit par le rempla-
cement de ¢ par —4. On voit done que, I'équation (113) une fois intégrée,
il suffit des quadratures pour avoir I'intégrale générale du systéme (103)-

’
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