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K T H E O R I I N Ě K T E R Ý C H T R A N S C E N D E N T 
P O Č T U I N T E G R Á L N Í H O . 
( A V E C U N RESUMÉ E N FRANCOIS.) 

I. 

O funkci R (x, s) definované při reál. č. s > 1 řadou 

2 1 

„ 0(x-\-n)* 

jest známo*, že rozdíl R(x,s) ^ 1 jest celistvou funkcí transcendentní 

proměnné s a že lze jej tedy rozvinouti v řadu stále konvergentní 

s

 1 (i) 

O funkci/ x (#) a dalších koeficientech při jednotlivých mocnostech (s—l) 
není posud známo nic bližšího. Vycházeje od trigonometrických aggregátů 

V sin 2jt " Q log
 r(^y "Z?COA

 2jt l Q l°S r [fyzávislých naklad-

ných pravých racionálních zlomcích , ukáži v tomto odstavci, že za 

předpokladu 0 < x < 1 platí trigonometrický rozvoj 

/ i (1 — x) —fi (! + #) = — (log 2jt-\-E)it cotgxrt— X -J-

+ - U COS (2w 4- 1) X7t log , ... 
1 sinzrt „ i v 1 ' & w-j-1 

* 

Budtež w, v celistvá kladná nesoudělná čísla (0 < u < v) a hledejme 
vyjádření aggregátů 

^ V sin 2* " plogr^j 

* Lerch, Další studie v oboru Malmsténovských řad; Rozpravy II. tř. Č. Aka
demie roč. III., str. 12. Podle Lerchova citátu Rychle konvergentní vyjádření někte 
rých limit, p. 7, Rozpravy České Akademie, roč. VIII.) pochází tento výsledek od 
H. Kinkelina Programm der Gewerbeschule, Basel 1861 1862 . 

** Značím důsledně ty 00 a Eulerova konstantu písmenem B. 

1* 



tím způsobem, že nahradíme l o g F ^ ^ dle Kummerova vzorce* 

log r(x) konst log 2it - j - E) x— \ log sin X7t -f 

^ a v i v K ' 
příslušným výrazem. 

Vzhledem k relacím 

(2) 

v—l fy 

27 sin 2rt o — 0 
P i v 

27 Q&mZTt Q 
p 1 vs 

v , u 
n COtg 7t 
2 ta v 

(3) 

obdržíme nejprve, píšeme-li (log 2jt -\- 2?) 7i 

p 

7í M °—1 u o 
A „ cotg — 7ť — i 27 sin 2?ť p log sin ^ jt • 

2 ° v o \ v s ° v 
. 1 . 0 u * log ̂  . 0 o 

+ 27 sin 2^—p 27 & ° ' " ) " K 

7t 
sin 2^ ^ ?r 

P 1 i v v 
a pak, jelikož 

V—l fy Q V 1 fy 
27 sin 2TÍ p log sin ?ř 27 sin 2 ^ — (v g) log sin 

p=i » s v p ! v v 

27 sin 2?t M p log sin ^ 7t — 0. 
p - l v * v 

7t 

A . cotg 7t-\ 27 27 
2 ° v 1 3t p l v i y 

log*- . n p . _ w 
—— sin 2v s sin 2?ť p. 

v v v (4) 

PoznaČíme-li ag^regát trigonometrických ř ad na pravé straně 
p ísmenem X a užijeme-li vzorce 

sin Í7t o Hin Z7t — p i 
v v 2 

cos 2TÍ p cos2yť p 
v v 

můžeme psá t i 
0 0 loff ^ ť — 1 

X l 27 & 27 
v=l ? O l 

cos 2^ p — cos 2̂ r p 

V této řadě transformujme sumační index v substitucí v vn -f-
(« 0 ,1 , 2 , . . . ; x 1, 2,. .v ) ; obdržíme 

X i 27 27 l Q g ( ^ + x > > V 
n_ 0 x 1 VW + X p x 

cos 2?ř p —• cos lit —-
v v 

11 

* Kummer, Crelleuv j . sv. XXXV., p. 1. 
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což lze značně zjednodusiti, neboť pro x + w a x + t; u jest 

0, 
i 

v 
p 1 

n X u _ x + t t 
cos o — cos 2:7ř p 

kdežto obecně pro x u, resp. x — v — jest týž výraz roven v, resp. — v. 
Platí tedy jednoduše 

anebo 

X 

X 

2 
log ítfW + u) l o g [v w + 1) — u] 

vn-\-u v (n + 1 M 

2 r0 

2 . í i 

l o g ( t 7 » + tt log[fl(M + 1) + w] 

+ u v(n-\- 1) -j- u 

l og (fW u) l o g (vw í í ) 

vn + Í< it 

+ 

součet první r- dy n i prav£ straně jest patrně roven— b druhou lze 
vzhledem ke vzorci 

n 1 
11 

upraviti na 

l o t o v 
7t COtg 7t 

V 

u 

v 

v 
H 

n — 
u 

v 

L u v 
7t COtg 7t 

V u 

2] 
log 

(*+ l) l ° s { * - U v ) 

n + u 

v n — 
u 
v 

takže vychází 

2 e o t g ^ . l o g t ^ I o g ^ ^ 
U 

V 

pak 

* i ± " 1 Jc , u . 1 V , „ . 
A }, COtg 7t l og V „ COtg Tt —|— . log + 

1 £ 
2?r , ^ 1 u 

« H 
1 V 

n 
u 

I) 

Násobme nyní aggregát 

B 27 cos2rt 
P 1 

veličinou cos TT; obdržíme nejprve, píseme-li 
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COS Jt COS Z — 
v 

2 - £ * f = i [cos íť U

v ( 2 P + l) + o o B í ř - ^ - ( 2 p - l ) J , 

a pak pomocí vztahu r (l-\-x) = x r(x) 

Í J C O S — Jt — % 2J cos Jt-

V p l (II) 
-j- ^ cos — ^ log v. 

Vychází tudíž z rovnic (I) a (II) 

- ^ c o a 7 ť T ( 2 í , + 1 ) l o g r ( ! ) ~ 

= i e o . ^ ( 2 f + l)Iogr( J ) r ( l i i ) + * c o s ^ + 

. u . u 
sin ?ř sin — jt 

, ^ v . u . v " H log H ^ 27 
' U V 2jt n i 2?* 

a po úpravě 

« -J- u 
n — 

u 
v 

u 27 cos jt — [2Q -|- 1) log 
p 1 v 

1t cos — jt -I — . " . log "* 4-
V 

. u 
sin Jt 

v v 

sin Jt 

1 ?ř „ i 

-o u 
u v 

n 4~ 
(III) 

Poznačíme-li levou stranu této rovnice Y a vyjádříme-li v ní funkce 

log r {^~^~^> * 0 g ^ ( ^ r J ^6 ̂ e*ers*rassova v z o r c e 

- l o g ( > + ^ ) logT(x) —Ex — logx-\- 27 x 
n 

(5) 

obdržíme s ohledem na vztah 27 cos jt U (2Q - j - 1) 0 nejprve 
o i v 

Y 27 cos/r (2(> + 1) 
D l ^ 

log vn + (> -f" l 
)] 



a pak 
Y 27 cos7t— (2Q + 1) l o g — + 

-f- g -j~ 1 
+ 2: 27 cos:* ( 2 ? + l ) 

n l p 1 V 
log-

vn vn-\- Q 

Druhou řadu na pravé straně lze patrně psáti ve tvaru 

27 2 aosTt U \2(vn + o) + 11 log T + ^ 

a tedy také, zavedeme-li sumační index vn-\- Q rí 

27 cos# (2w '+ l ) log - 7 -—. 
«' „+i v v + l 

Nacházíme tedy 
OD rty <M 

F 27cos7ř ( 2 w r l ) l o g 
n—1 ^ 

a pomocí rovnice (III) 

l o g ^ + l o g ( n -

n + 1 

27 
n=l _ n + w — 

V , M 

27 cosrt (2n+l)log——r 
u „ i v v 1 y ° w-h 1 

&?tCOtg 7t— log -f-
^ v u v 

(IV) 
sin st 

v 
Jak z obecných vět o trigonometrických radách ihned vyplývá, 

jest rada 
00 n —I— 1 
27 cos (2w -j- 1) xrc log 1 

n 1 

v každém intervalu mezi ( 0 . . . 1) stejnoměrně konvergentní a repre
sentuje tam tudíž spojitou funkci. 

Totéž platí o řadě 

27 
n t 

log (n — x) log (n - J -M l . 
w # w - j -

neboť pro všechna 0 < x < 1 a n > 4 jest 

log (w — x) log w -f- x) log (n — 1) log (n -j- 1) 
n-\- x n 1 w + 1 

řada 27 w„ kon\erguje. 
n 2 
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Ke každému reálnému číslu x v intervalu O < x < 1 konverguje 

posloupnost racionálních čísel ^ obsažených v tomto intervalu. 

Jest tedy pro libovolné x tohoto intervalu 

00 

n 1 

log n x) log (n-\- x 
n x n -t- x 

00 

lim 2 
n 1 

, loga; Je 7t cotg + ° # sin a-jr „ i 27 cos (2w-|-1) log ^ 

lim cotg *r log cosyř (2« l)log 
sin j7ř 

vh 

Posloupno ti za znaménkem limitním na pravých stranách těchto 
rovnic jsou však dle (IV) identické a konvergují tudíž k téže limite; 
platí tedy obecně pro O < x 1 

00 

27 
n 1 

~krt COtg X7t 

log n x) log n x) 
n — x n x 

° . 27cos(2w lja^log 
(IV* 

Předpokládej ne pro jednoduchost i nadá e jak budeme potřeb v ti 
O < x < 1; snadno dokážeme, ze řada 

oo 
V 

(w — x) n f x)' 

konverguje stejnoměrně v každém konečném obora (s), v jehož všech 
bodech jest real. (. s > 0. * 

Neboť jest, píšeme li s o ir 

(n 

1 _ 1 í 
(' *) ' 

a tedy 

n 
i i _ s [ 

x * (n x) J | 
dy 

dy 

2x s 
(n - f - y 1 0 n-\~r\ 1 a 

X<7\<X . 6 

Representuje tudiz lada 27 V 1 1 
n x) (n x v každém tako-

* Obvod oboru mu eme p uitati k jeho vnitřku. 
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vém konečném oboru (s) analytickou funkci a sice funkci R (1 x, s 
R (1 4- x, s); neboť tato jest j í pri reál. č. s > 1 definována. 

Můžeme tedy pro 0 < .z < 1, o > 0 psáti dle (1) 

f f 1 1 

r i l(n x ' (n -\- x)\ 

xp 1 a) i / ; 1 —a;) 5 1) LA (1 a;) / t (1 -f- x)\ 
rozvineme-li radu na levé straně podle stoupajících mocností faktoru (s— 1), 
obdržíme snadno pro koeficient pri první mocnosti 

27ti fx 1 x)—ýí 1 x 

« 1 ' 

1 1 
n — x (n - j - % ) 

(n — x)s n x)' 

ds 

( T i p 

integrujíce v kladném srn ru dle jednoduše uzavřené kř ivky L, obe
pínající bod s l a Deprotínající pomyslné osy. 

Residuum funkce 

tedy 

1 _ 1 
n x) (w-)-x) J (s l ) 3 

log (w x) log w #) 
» X 

v bodě s 1 jest 

n —x 

V log n — x) los; n -\-x) 
n — x ii - j - x 

Z tohoto výsledku vychází porovnáním se vzorcem ( IV* , že je-li 
v rozvoji 

72 (1 x s — R l x, s ip 1 x — ip (1 — x) -j-
s 1) / j (1 x) —fx (1 * ) ] + . . . 

0 1, má koeficient j\ 1 — / x (1 hodnotu 

f, 1-x) * 

sin ?r „ i 

i n i T - I J loga; — log 2T + n 7t cotg a; íř — b 

n cos 2n 1 a;^ los: , • 
1 

(V) 

Pod tkněme jeste, ze ze vzorce IV*) jest možno odvoditi některé 
zajímavé výs ledky ; uzijeme-li Ler^hova pravidla o derivování konver-

gei tníeh tri^ono netr ických r d typu 

7t 

CO ň 
V n 

cos2nx7t*, dle něhož derivace 

jejich součtu jest s - n X J t (c — x) cos (2n 1)X7t (c0 0 , jakmile 

* Lerch V stník české Akademie roč. V. 
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řada tato konverguje stejnoměrně, shledáme, ze integrálem funkce 
* ?. /o i 1 \ _ I W + 1 - * v J 2, logW „ 

2; cos (2w + Y)X7t\os íest rada — 2; cos2w#:7r', iez 
sina;7ť i v 1 ' to w J

 B i w ' J 

0 0 lofiT fl 
pro a; | nabývá hodnoty 27 ( — l ) n _ 1 ; součet této ř ady jest 

27 log 2 + £ log 2 2*. 
Nalezneme tedy snadno integrací vzorce IV*) v mezích (£, x) vztah 

27 [log2 (n - f 1) + log 2 (n — |) — log 2 (w - f a- — log 2 (n a?)] 

l og 2 «- f -2 [ ( log27ť + íJ ) logs ina :7ť + (E log 2) log 2 ]— (VI) 
n 1 

0 0 loj? W 
— 2 27 ° coa2nxJt, 

n i n 

z něhož na př. pro x ^ vychází 

* Pog 2 (» + i) T ^ g 3 (n - \) log 2 — log 2 (n - i 1 
n 1 

| log 3 2 — log 7 ř . log 2, 
kdežto pro x f- (VI*) 

27 Llog2 (n - r i ) + log 2 (n - | ) log 2 (* + 2) log 3 (n f)\ 
n 1 

l o g 2 f ( l o g ^ - r ^ ) l o g 2 . 

II . 

V rozpravě „Další studie v oboru Malmsténovských řad" odvodil 
Lerch vzorec** 

27- • ™ \o%2xit E rf>(v) 27'c8*"1* log 7 
n 0 V -\- n á k <x> * 

( 0 < ? ; < 1 , 0 < a ; < l ) (7) 
QD g2flX1Eť 

a o funkci 27 dokázal později***, že se dá pro racionální v vy
ti o"0 - j - fl 

jádrit i v zakončeném tvaru; táž vlastnost jest známa o funkci ip (v a 
byla po prve dokázána Gaussem, f Vychází tudíž z hořejšího vzorce 
téměř bezprostředně, že funkce 

" . „ , n-r a " 0 , n a) n-\-a) 
2J sin 2nx7t log , 27 cos znxTt log 

n i n a „ i ° wJ 

(0 < a; < 1, 0 < a < 1) 

* de la Vallée-Poussin, Rechercheb Analytiques sur la th. des nombres premiéra 
Ann. Soc. scient., Brax., t. XX. p. 65 . 

** Cit. str. 1; p. 53. 
*** Lerch Různé výsledky v theorii funkce gamma; Rozpr. Č. Akademie, II. tr.' 

roč. V, str. 20. 
f Gauss, Sebrané spisy III. sv., str. 157. 
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representuje v racionálních bodech x konečný aggregát elementárních 
transcendent. Užívaje podobné metody jako dříve, odvodím v dal&ím 
tento výsledek přímo. 

Poznačme pro stručnost 

f x) 27sin 2w#/t log 

a klaďme za x racionální kladný zlomek (u < v); píseme-li radu f(x) 

tak, že spojíme vždy v členu v jeden (což odpovídá transformaci indexu 
n vrí -\- Q ; rí 0,1, 2,... ; Q 1,2, . . . v), obdržíme 

/ I I 27 2; sin 2yt o log s 

V » / » o P i » ° vw -j- p a P 

anebo také vzhledem ke vzorci (3) 

í. • o í ť Í 2 i J a p + a " \2a . ' r» 1 / | 27 sin 2^ o< -ť-log 27 —log 

z toho vychází snadno dle (5) 

y U J p i v * s

r aj 

a pak, zavedeme li v aggregátu 27 sin 2# U o log F a \ i n ^ e x 

r p i v s ° \ v / p v p 
hledaný výraz 

nebo 

/ | 27sm27t o log srn * ut 

í> a 
sin yr 

/ f M ) »Vsin 2jt U o log r . (8) 
^ srn 21 7t 

v 
Analogicky nalezneme pro funkci 

f \ £ o , (n — a)(n a) „ ., „ i A g{x) 2J COB 2nzrf \og ^ 0<#<1, 0<a<l) 
n 1 W 

v racionálních bodech x vyjádření 

a . o — a 
sin 7t , sin 5 st 

a | log 2 cos lit o log 
7t r * sin ^ 

(9) 
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Podotkněme ještě, že vycházejíce z Gaussova vzorce* 

, í u \ . -n i o ^ J. U , V 1 2Z;«í7r . . •01 I 4- L log 2 y cotg 7t -4- 2J cos log sin V v ./ 2 ° y ' t ! v ° v 

můžeme týmiž metodami ale postupem opačným odvoditi Lerchovy tri 
gonometrické rozvoje pro funkci ifj (x **. 

* Cit. str. 10 (f). 
** Cit. str. 10 ***) p. 29. 



< ONTRIBUTION Á L A T H É O R I E D E Q U E L Q U E S FONCTIONS 
T R A N S C E N D A N T E S D U C A L C U L INTEGRÁL. 

PAR 

O. B O R Ů V K A . 

( R É S U M É . 

La fonction R (x, a-\-ix) étant donnée pour <7>1 par la série 
1 

2 r—;— elle admet le développement 

R(x,s) - L — y (*)+/, x)(8-l)+fi(x ( s - 1 ) 2 . . . . (1) 

oú ip(x) designe la derivée logarithmique de la fonction T1 (x). Les pro-
priétés des fonctions / „ ( # ) étant inconnues, j'ai déduit une série trigono-
métriqne pour la fonction 

\Q<T x 
/ i 1 x) — f(l -f- x) -j-(\og2n: rr 1 ) 7teotgX7t-\- to , en supposant 

QC 
0<#< 1. 

u, v étant des entiers positifs (w < v), on trouve en appliquant les for-
mules (3) et la série de Kummer (2) et en posant 

A "z sin 2TZ 11 o log r(^) 
P i * V v) P 1 

1'expression suivante: 
. (los2rt—r' 1 i u v í,Flog ťw-f-«) log[v(« 1) u] A y &

 0

 ;cotg — ^ - r - 0 Z — — & l v ' J 

(voir p. 5) ďoíi résulte la formule (I). En multipliant l'expression 

Ji U cos 2TI o logFl I par cos 7t on déduit facilement la for-
p i v ° \ v J r v 

mule (II) et a 1'aide de celle-ci et I la formule (III). Si l'on exprime 
dans cette formule la fonction log F (x) par la série de Weierstrass (5) 
on obtient le résultat (IV) et on voit, que ce résultat est valable pour 
0 < x < 1 ťorm. IV* . En supposant 0 < x < 1 1'inégalité (6) met en 

1 1 
evidence que la série E 

n 1 
est uniformément conver-

(n x)" (n x)\ 
gente dans tout domaine fini a droit de 1'axe imaginaire du pian (s) et 
qu'elle représente la fonction R (1 — x, s) R 1 + x, s); en développant 
cette fonctio i suivant les puissances croissantes de (s — 1) on trouve 
facilement le coefficient de (s — 1 c'est-k-dire fx (1 x) — fx 1 -f- a) 
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(voir p. 9 . Puis on déduit a 1'aide de la formule (IV*) le résultat 
que le eoeíficient de (s 1) dans le développement de la fonction 
Tt (1 — x, s) R(l-\- x, s) est, en supposant O < x < 1, 

/ i ( l *) - (log2?t-r'(l)jtcotgxtt -5^ + 

4 - 2 cos 2rc - i - 1) X7t log , „ . 
1 s i n a w ř » _ i y ° » - f 1 

L'intégrale de la fonction — 2J coa(2n-\-l)x7tlog est 
Sin íCTř n 1 W 

2J cos 2w;nr; en intésrrant la formule (IV*) on déduit la rela-
n i n ° v y 

tion (VI) ďoů résultent pour x — £ et x % les formules bien inter-
essantes (VI* . 

* * * 

Lerch a établi la formule (7) et il a montré plus tard que, v étant 

rationnel, on peut exprimer la fonction 2 — ;— par des fonctions élé-
n o n-\-v r 

mentaires en nombre fini; done il résulte de la formule (7) presque 

immédiatement que, x étant rationnel, les fonctions Z! sin 2nx7t log , 
» (n a (n4-á) " 1 W a 

cos log v ; ' J (O < a; < 1, O < a < 1) sont représentées 

par des fonctions élémentaires en nombre fini. Je démontre ce théorěme 
lir 

en posant x , n 0 (M' ^, 1, 2,...; p 1,2, 3,... v) et en 
appliquant la formule (3 ainsi que la série de Weierstrass (5). On 
obtient les formules (8) et (9). 

Brno, le 24 novembre 1923. 
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