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GÉOMÉTRIE. — Sur les hypercirconférences et certaines surfaces parabo
liques dans l'espace euclidien à quatre dimensions. Note ( 1 ) de M . O. 

B O R U V K A . 

Dans l'espace euclidien à quatre dimensions j 'appelle hypercircon/érences 
(hces) les courbes dont les trois courbures scalaires sont constantes, non 
nulles. Ces courbes jouissent de propriétés géométriques intégrales simples 
qui rappellent les propriétés banales des circonférences. 

Soit r une hce quelconque. O n a en particulier les résultats sui
vants ( 2 ) : 

1. En un point P quelconque de T, appelons plan normal (tangent) le 
plan déterminé par la première et la troisième normale (par la tangente et 
la seconde normale) de Y au point P . Tous les plans normaux de T passent 
par un point fixe (le centre de l 'hce), duquel tous les points de la courbe 
sont à la même distance. Etant donnés, sur T, deux points P , P ' en position 
générale, les plans normaux (tangents) de la courbe en P et P ' se coupent 

dans un seul point. L e plan normal de T, pris au milieu de Tare P P ' , 

contient le centre de la sécante P P ' ainsi que le point d'intersection des 
deux plans tangents en P et P ' . Les deux angles que fait une sécante arbi
traire de T avec les plans tangents à ses extrémités sont égaux. T admet un 
groupe de oo 1 déplacements en elle-même, consistant en rotations autour 
de deux plans orthogonaux fixes qui passent par le^ centre de l'hce (plans 
axiaux de l 'hce). Les plans normaux aux différents points de T sont tous 
perpendiculaires aux plans axiaux. 

2. E n un point P quelconque de T, appelons directions axiales du plan 
normal les directions des deux droites d'intersection du plan normal au 
point P avec les plans axiaux de T. Appelons surface associée (Q) à F la 
surface réglée qui se trouve engendrée par les droites passant par les diffé
rents points de T de manière que la direction de la droite passant par un 
point P de T soit la direction axiale du plan normal de T en P , toujours 
parallèle à un des plans axiaux fixé une fois pour toutes. I l y a donc deux 

( 1) Séance du 12 oc tob re IO ,3I . 

{-) O n t rouvera les démonstra t ions a ins i que d'autres résultats à ce sujet dans un 

autre R e c u e i l . 



( 3 > 

surfaces associées à T. A u sujet des surfaces en question, signalons les 
résultats suivants. Le groupe de déplacements de T en elle-même conserve 
la surface. Les trajectoires de ce groupe sur (<g>) sont formées par une 
famille simple de hces et par une circonférence privilégiée. 

Dans la correspondance ponctuelle, engendrée entre les différentes tra
jectoires sur par les génératrices de la surface, deux points correspon
dants quelconques de deux trajectoires fixes ont la même distance. ( ^ ) est 
une surface parabolique spéciale telle que l 'indicatrice de courbure nor
male, en chaque point P d e ( ^ ) , a un de ses sommets en P et le rapport des 
longueurs de ses axes est le même en chaque point de la surface. Le pro
duit de tels rapports pour deux surfaces associées à la même hce est tou
jours égal à 4-

3. O n peut déterminer toutes les surfaces, dans l'espace considéré, qui 
jouissent de la propriété que, en chaque point P de la surface, l ' indicatrice 
de courbure normale a un de ses sommets en P et le rapport k des longueurs 
de ses axes est le même pour toute la surface. Les surfaces associées aux 
hces, jouissant de cette propriété, sont caractérisées parmi les autres par 
l'inégalité k ^= i. I l y a, en outre, deux familles différentes de surfaces en 
question pour lesquelles k=i. Les unes sont réglées et peuvent être consi
dérées comme un cas limite des surfaces précédentes. Quant aux autres, 
elles admettent la génération géométrique suivante. On prend dans l'espace 
un point fixe O et une courbe, non hce, appartenant à l'espace considéré et 
jouissant, en chaque point, des trois propriétés suivantes : i° la première 
normale de la courbe fait avec le rayon vecteur n , issu du point O , un angle 
constant, non n u l ; i ° la deuxième normale de la courbe est normale au 
rayon vecteur n ; 3° la première et la troisième courbure scalaire de la 
courbe sont égales. En un point P quelconquç^de la courbe, on considère 
la première normale et le plan passant par cette normale et le point fixe O ; 
dans ce plan on construit la spirale logarithmique qui a son pôle au point O , 
passe par P et y est tangente à la normale considérée. L a surface est le lieu 
des spirales logarithmiques ainsi associées aux différents points delà courbe 
en question. 

(Extrait des Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 

t. 193, p. 633, s éance du 19 octobre 1981.) 
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