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RECHERCHES SUR LA COURBURE DES SURFACES DANS DES
ESPACES A » DIMENSIONS A COURBURE CONSTANTE 1.

On sait que, dans la théorie des variétés riemanniennes plongées
dans un espace euclidien & # dimensions et, en particulier, dans les
questions d’applicabilité d’espéce m (>1) de variétés, un roéle important
jouent les formes différentielles ¢y (K> 1) dont la définition est la sui-
vante: 1° ¢, est identique au ds® de la variété 2° pour k >2, M étant
le point variable sur la variété, la forme ¢, est le carré scalaire du
vecteur, projection orthogonale de d* M, dans I’espace orthogonal & I'es-
pace osculateur d’ordre & — 1 de la variété. Rappelons, au sujet des for-
mes en question, les faits suivants: Pour une variété quelconque a) la
forme ¢y (k>1) est du premier ordre et du degré 2% de sorte que
sa valeur ne dépend que du point correspondant sur la variété et des
directions sur la variété issues de ce point; &) pour k> 2 les formes ¢y
sont exceptionnelles c’est & dire leurs coefficients verifient certaines re-
lations ¥,

Or, au lien de considérer les variétés dans l’espace euclidien on
peut développer leur théorie, plus généralement, dans le cas ou l'espace
ambiant est & courbure constante. Cette théorie ayant & la disposition
les notions d’origine euclidien conduira naturellement & des formes différen-
tielles ¢y analogues & celles dont il est la question ci-dessus. Il y a
I'intérét de considérer ce cas plus général; en effet, certaines propriétés
géométriques des variétés, liées étroitement aux formes différentielles en
question exigent, et nous en verrons un exemple intéressant*¥*, que I'es-
pace ambiant soit non-euclidien.

Le présent Mémoire est pensé comme la premiére partie d'un article
plus étendu consacré, au fond, 4 I'étude des surfaces plongées dans un
espace i courbure constante 4 % dimensions qui sont caractérisées par les
propriétés locales suivantes: Dans un point quelconque de la surface,

n
27

pour £=1,2,...m <, 1° 'espace osculateur d’ordre %k a précisément

2k dimensions 2° P'expression ¢y : ds** ne dépend que du point corres-
pondant sur la surface. Le fait que, parmi les surfaces ainsi caractérisées

* V. E. Bortolotti, Nuova esposizione, su basi geometriche, del calcolo assoluto
generalizzato del Vitali, e applicazione alle geometrie riemanniane di specie superiore
(Rendiconti del seminario matematico della R. Universita di Padova, 1931—IX°, p. 49.
et suiv.).

** V. p. 22,
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se trouvent les surfaces représentées par les fonctions sphériques de
Laplace (n =27, m — 7, g :ds* = C*)* et les résultats intéressants
que l'on connait au sujet des surfaces jouissant des propriétés ei-dessus
dans les cas particuliers » — 4, 5** justifient I'intérét pour la question.

Ce Mémoire se devise en deux Chapitres. Dans le premier je dé-
montre pour une surface quelconque plongée dans un espace & courbure
constante & » (> 3) dimensions, un théoreme géométriquement intuitif,
qui exprime le fait que, les formes ¢, correspondantes sont du premier
ordre. Dans le deuxiéme Chapitre j'établie, en applicant les formules
développées dans le premier Chapitre, I'existence et le degré de généra=
lité des surfaces jouissant des deux propriétés 1’ 2° ci-dessus.

1. Les indicatrices de courbure normale et un théoréme général
4 leur sujet.

1. Plongeons nous dans un espace & # (> 3) dimensions & courbure
constante et imaginons une surface (/) appartenant & cet espace. Con-
sidérons alors, sur la surface, un point particulier queleconque M. On a
dans ce point les espaces osculateurs de la surface des différents ordres,
un tel espace d'ordre k (> 1) étant par définition, on le sait, le plus
petit espace linéaire contenant tous les espaces osculateurs d’ordre £,
au point 3, des différentes courbes sur la surface passant par M.

Si s, est le nombre de dimensions de 1’espace osculateur de la

k(k—+3)
) ?

ound

surface d’ordre %k au point M on a §, < en effet, chaque point

d’'un tel espace est une combinaison linéaire du point M et de ses dérivées
partielles par rapport aux coordonnées curvilignes de la surface, jusqu’a

lordre & et ces dérivées sont précisément en nombre k(k T 3) . D'une

2
maniére plus précise, s, est le rang de la matrice formée par les dérivées
partielles en question. Il est done clair qu’en chaque point de la surface,
suffisament voisin au point 1, ’espace osculateur de la surface d’ordre
k est au moins a s, dimensions; nous supposons qu’il est & s, dimensions
en chaque point de la surface. Remarquons que, dans chaque point de
(D) lespace osculateur de la surface d’ordre %k 4 1 passe par celui
d’ordre k. La surface étant supposée d’appartenir & l'espace considéré
il existe un entier N tel qu'on a s; < s, <..<sy #, les espaces oseu-

* V. ma Note- Sur 'es surfoces représentées par les fonctrons sphériques de
premicre espéce (C. R. de I'Académie des Sciences, Paris, t. 191, 1930 p. 1336).

¥% V. p. ex. mes Notes: Sur wne clnsse de urfuces mimima plo aées dans un
espace a quatre dimen~sions @ courhure con tonte (Ibid. t. 167, 1928, p. 334).

Sur une classe re surfuces min‘mn plongées dans un espare a cing dimensions
a courbure constante (Ibid t. 157, 1 23 p. 1271).
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lateurs de la surface d’ordre > N étant tous & » dimensions. Nous disons
que N est le nombre d’espaces osculateurs de la surface (I1).

Cela étant adoptons la définition suivante:

Dans un point particulier quelconque M de la surface le k*me es-
pace principal de la surface, 1 <k < N —1, est 'espace linéaire passant
par M, totalement orthogonal & ’espace osculateur de la surface d’ordre &
et situé dans 'espace osculateur de la surface d’ordre k - 1 au point J.

D’aprés cette définition on a, en chaque point de (M) précisément
N — 1 espaces principaux de la surface et le ki®me espace principal est
a 5y 1— 8 (=>1) dimensions.

Pour aller plus loin considérons sur la surface une courbe apparte-
nant & un espace & m (< x) dimensions et passant par un point parti-
culier queleonque M. On a, au point M, un certain nombre m'<m —1
de vecteurs des différentes courbures de la courbe considéré. Le vecteur
de la (1 <)k (< m)itme courbure a la direction de la %*®™° normale de
la courbe* au point M, et par suite il se trouve situé dans I’espace
osculateur de la surtace d'ordre % - 1 au point M ; sa longueur a, (> 0)
est la I®*we courbure scalaire de la courbe an point 2.

Faisons alors les définitions suivantes:

Dans un point particulier quelconque M de la courbe considérée,
nous désignons par v, 1 <k <m' le vecteur dont la direction est celle
de la Ai*me normale de la courbe au point M et sa longueur est q; . a,. . . a;.

Dans un point particulier quelconque M de la courbe considérée,
le vecteur de la k*™e (1 <k <m', N—1) courbure normale de la courbe
est le vecteur, projection orthogonale du vecteur v, dans le £i®™e espace
principal de la surface au point I,

D’aprés cette définition il peut arriver que, dans certains points
des courbes particulicres sur la surface il n'y a pas de vecteurs de cour-
bure normale correspondants. On n’a que songer p. ex. au zas m 1.
D’autre part il est clair que, quelque soit la courbe sur la surface et
M un point sur elle, il existe au point M au plus N — 1 vecteurs de
différentes courbures normales. Or, un raisonnement facile 4 faire permet
de voir que, M étant un point particulier quelconque sur la surface il
passe par M, méme dans chaque direction du plan tangent au point M,
des courbes situées sur la surface pour lesquelles le vecteur de la pre-
miere, deuxiéme, etc., N — 1'*™¢ courbure au point A/ existe, done pour
lesquelles les vecteurs des différentes courbures normales existent au
nombre maximum N — 1.

Il y a done lieu la définition suivante:
Dans un point particulieur quelconque M de la surface, I'indicatrice

* Nous entendons par une normale et (plus tard) par la tangente d'une courbe
nn vecteur unitaire.

%
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de courbure normale d’ordre k, 1 < k<N — 1, est le lieu des sommets
des vecteurs de la £'®™° courbure normale des différentes courbes sur la sur-
face passant par }/, dans ce point.

Cela étant, nous allons démontrer le théoréme fondamental suivant:

Toutes les indicatrices de courbure normale des différents ordres sont
des courbes rationelles fermées.

2. Pour démontrer le théoréme et en vue des considérations ulté-
rieures nous allons faire d’abord quelques remarques préliminaires

Désignons par ¢ ( C*) la courbure de I'espace d’opération.

Dans le cas ¢ 7= 0 nous avons un espace non-euclidien qui se trouve
déterminé par une quadrique (absolue) non-dégénérée; nous la prennons
sous la forme

(F ). X+ X ... X2 =0

Un point de l'espace est un ensemble ordonné de » + 1 nombres
réels — coordonnées — X, X, ... X, qui rendent la forme F' égale &

1 . . .
3 c’est donc un point analytique de I'espace projectif aux coordonnées

réelles normées. Etant donnés deux points analytiques P, P’ de I’espace
projectif nous désignons par le symbole P| P’ la forme polaire de F cor-
respondant aux coordonnées de ces deux points. En particulier, pour un
point analytique P queleconque de l’espace projectif, nous appelerons
carré scalaire, du point P l’expression P|P.

Un vecteur issu d’un point M de I'espace est tout point analytique
de 'espace projectif situé dans le plan polaire de M par rapport & l'ab-
solu. Le carré de sa longueur est donné par le carré scalaire du point
analytique en question. En particulier, M étant un point mobile dans
I'espace, d M est un vecteur issu de M et le carré ds® de la longueur
de I'élément d’arc déerit par M est le carré scalaire du vecteur d M.
Le sommet d’'un vecteur v issu d’'un point 3/ de I'espace est le point
analytique M -+ v. Deux vecteurs issus d’un point / de l’espace sont
rectangulaires si les deux points analytiques correspondants, situés dans
le plan polaire de 1/, sont conjugués par rapport 4 'absolu.

Cela étant, considérons dans l’espace, un point mobile M et asso-
cions lui # vecteurs rectangulaires deux i deux et unitaires e, e,, ... e,
1ssus de J. L’ensemble du point M et des vecteurs en question forme
un systéme de reférence mobile et nous avons, en particulier, les formules

AM = 0wy M + w, e, + wye; + ...+ 0,e,; (1)
de;— w0 M + wy ey + wiges + ... + 08, ((=1,2,...n0)

les @ étant des formes linéaires aux différentielles des paramétres dont
dépend le systéme mobile. Il y a. naturellement, en conséquence des re-
lations supposées entre M et les e, des relations entre les w. On les ob-
tient facilement en différentiant les relations supposées:



MM i;e, ej——(l)} pour;:t;;ﬂlle; 0 (4,7=12,...n)

et en tenant compte d’elles-mémes et des formules (1). On trouve ainsi
oy O0;0;4 0y O0;0y+co,=0 (4j=1,2,...0) (2)
et il en résulte en particulier

ds? 0.2 04 ...+ o’ (3)

De plus, comme les premiers membre dans les formules (1) sont des
différentielles exactes il en est de méme des seconds ce que s’exprime,
il est facile de le voir, par les formules

o, [o,0;] [005] ... 4 [0,04]; (4)

0y = w5 0] +[os0y] ... F[0n0,4 —clo;0], (,7=1.2,...%).

Dans le cas ¢ 0 nous avons l'espace euclidien et nous le regar-
dons encore comme subordonné i l'espace projectif et déterminé par la
quadrique (absolue) dégénérée

(F_)X 0, Ny Xg4...+X2—0.

Un point de I'espace est un ensemble ordonné de # -} 1 coordon-
nées X=1; X;, X, ...X, dont la premi¢re est égale & l'unité. Un
vecteur issu d'un point I/ de I’espace est tout point analytique de I’espace
projectif situé dans I'hyperplan X = 0. Les notions du carré scalaire d'un
vecteur, d’'un vecteur unitaire, du sommet d'un vecteur, de deux vecteurs
rectangulaires sont élémentaires.

Cela étant, considérons, dans l'espace, un point mobile 37 et asso-
cions lui # vecteurs rectangulaires deux 4 deux et unitaires ey, es,...e,
issus de /. L’ensemble du point M et des vecteurs e forme un systéme
de référence mobile pour I’espace. Une considération analogue & celle qui
a été faite dans le cas d’espace non-euclidien montre que, dans le cas
actuel, les formules (2), (3), (4) subsistent & condition d’y poser ¢ O.

Dans la suite, nous traiterons les deux cas ¢34 0 et ¢ = 0 en méme
temps les considérations que nous avons en vue ne différant pas formelle-
ment dans ces deux cas.

3. Pour commencer la démonstration du théoréme soit toujours ¢
la eourbure de I'espace d’opération, s, le nombre de dimensions de I'espace
osculateur d’ordre k (> 1) de la surface (3/) et N le nombre de ses espaces
oseulateurs. On a s, — 2, N> 2. Posons alors pour £ __1,2,... N—1:
r.  Sgp1— S de sorte que le £'®™e espace principal de la surface, en
chaque point, a précisément r, dimensions. On a évidemment l'inégalité
1< <k +2.

Cela étant, faisons correspondre & chaque point M de (A) » vecteurs
unitaires rectangulaires deux & deux ey, ey, . . . e,, issus du point J/. Nous
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avons alors les formules telles que (1), les w étant liés par les relations
(2) et vérifiant les relations quadratiques (4); on a encore la formule (3).
Particularisons alors le choix des vecteurs e de maniére 4 prendre,
dans chaque point M, les vecteurs

ey €, dans le plan tangent;

€gypqs vromnnnns ) €5, dans le premier espace principal;

Capdify »onmrnnon , €5, dans le deuxiéne espace principal; 5)
€y F1 e » € dans le N 1*m® espace principal.

Une telle particularisation étant faite nous disons que, l'ensemble du
point M et des vecteurs e correspondants constitue, pour chaque point A7
de la surface, un systéme de référence normal. L’espace osculateur d ordre
k (>1) de la surface, en chaque point J, se trouve alors déterminé par
les vecteurs correspondants e, ey, ... €, -

Les vecteurs ey, e,, en particulier, en chaque point A7/ de la surfice,
étant dans le plan tangent correspondant, on a

Pour aller plus loin appliquons d’abord, aux équations (6) les for-
mules (4). Nous avons

[0, 014]) + [0, 050] O, a>s 1l

Ces formules entrainent les relations

1° W J’2a0 Wy —l‘,}’1a1 0z, a > $1 1 (7)
Oy Prar @1 + Poas Oy
les p étant des fonctions des parameétres dont dépend le systéme mobile.
Par suite, en posant

Qo) 0, 0 T 03 Oy, a>s + 1 (8)
nous avons

Pa'  Poao 01 + 2 Prag Oy Oy + Poay @, >+ 1 9)

Considérons alors sur la surface un point particulier M quelconque
et une courbe passant par I et telle qu’il y a de vecteur de la premiére
courbure de la courbe au point M. Il y a de telles courbes, méme dans
chaque direction du plan tangent au point J/. La courbe peut étre dé-
finie par les formules de Frenet, et on a, en particulier,

M =t,

t’ ('J[ + a1 ny,

(10)

t (ny) étant la tangente (la premicre normale) de la courbe au point A/;
a; (> 0) signifie la premiére courbure scalaire de la courbe aun po'nt
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M et I'accent signifie la dérivation par rapport & l'arc s de la courbe.
Les formules (10) entrainent

M (— ¢M + a, ) ds. (11)
D’autre part, on tire des formules (1), (6), (8)
M= c(0}+ 0*) M+ (do, — 03 0,5) e, — (do; + 0, 0,) &5 —

+a >Z+ 1%(1 co (12)

En eomparant (11) et (12) on voit que
, Pat «>s 41

sont Jes composantes du vecteur v, — «, n;, associé i la courbe consi-
dérée an point )/, suivant les vecteurs ey, & > s; + 1. Si on pose

0, dscos®, w, dssin 0, (13)

O étant 'angle que fait la tangente de la courbe considérée avee le vec-
teur e; et que l'on applique la formule (9) ces composantes s’écrivent

d; P’ Paao ©08' O 2 pyy; €08 OSin O + paesint O, a>s; 1. (14)

Or, le vecteur v; se trouve situé dans l'espace osculateur de la
surface d’ordre 2 au point }/ et cet espace se trouve déterminé, d’aprés
Ihypothése, par les vecteurs e, e,. . .e,, correspondants; on a donc, dans

as N> 2
le cas NV > 2, Pt 0, a>s,+ L. (15)

De plus, comme les vecteurs e, .,,...€,, en question déterminent
le premier espace principal de la surface au point 3/, dans le cas N > 2,
20 les quantités

Xo  Joao €082 0 — 2 p g  co8 O sin @ + pogesin? @, s;, +1<a s, (16)
prises au point 1/ sont les composantes du vecteur de la premiére courbure

normale de la courbe au point A/ suivant les vecteurs e,, sy +1 < a s,.

Or, la courbe considérée est arbitraire, pourvu qu’il y a de vecteur
de la premic¢re courbure de la courbe au point A/; par suite, ©® dans les
formules (14) est arbitraire et par conséquence, les formules (15) en-
trainent, dans le cas N > 2,

J2o0 — J1ar Joag = 0, « > 8y -+ L
Il en résulte, d’aprés (7,
3¢ dans le cas 2 < N,

wm—'wsla'—o, a>32T1. (17)
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Or, les X, dans les formules (16) représentent, dans le premier
espace prineipal au point M, les coordonnées du sommet du vecteur
de la premiére courbure normale de la courbe considérée au point M. Par
suite, quand on regarde, dans ces formules, @ comme variable, les for-
mules en question représentent les équations paramétriques de l'indica-
trice de courbure normale d’ordre 1 au point J7. Cette indicatrice est done
bien une courbe rationnelle fermée. Dans le cas N=2 il n’y a pas
d’indicatrices d’ordres supérieurs & 2 et par suite. dans ce cas, le théo-
réme est démontré.

Dans le cas N > 2 nous allons procéder dans la démonstration
du théoréme par la voie d’'induction compléte.

Dans ce but désignons par £ un entier positif < N — 2. Supposons
que nous avons démontré que, avec le choix (5) des vecteurs e, pour
J 1,2,...k

1° on a les relations de la forme

. L{ +1J)jv° Wye  Pit1.0,0 D1+ Pia1 Da. $—0, ea>s+1

J 1
s,

z Fi—1,v,1 Ova = fljus 0y +}’j—1, w, 2 W2y

1
vsj 1—l—

S
J
2 Pi—e,v,2 B )i 120 -+ Ji—2,a,3 W2 (18)

2 J)ow Oya = P1aj @1 + Po.a,j b1 Pa
] J —1
les p étant des fonctions des parameétres dont dépend le systéme normal,
et, en particulier,

b= 1, F120 O, Jo1y — 0, Joz21 1;

2° étant donné, sur la surface, un point particulier quelconque M
et une courbe qui passe par I et pour laquelle les vecteurs de la pre-
miére, deuxi¢me, etc., j®™¢ courbure dans ce point existent, les quantités

B S N | : .
X, = 20( u )J)j+1 woa,p 08T O sint 0,5+ 1< a<sjp, (19)
-~
prises au point 1/, sont les composantes du vecteur de la ji*™° courbure
normale de la courbe au pomt M suivant les vectews eq, s; -+ 1 < @ < Si 1
(O ayant la signification ci-dessus);

3° on a, dans le cas 5+ 1 < N,
wsj Fba w,j 42 o e = W, 0; a>sjy;+ 1 (20)



11

Les hypothéses 1°, 2° et 3° sont des faits, nous l'avons vu, pour
L 1. Nous allons montrer qu’elles restent vrai pour j —=Fk + 1.

Pour cela remarquons d’abord qu’on a, d’aprés ’hypothése, £ + 1< N.
On a done, d’aprés 3°, en particulier, les équations

w}m—*(), U — S 1+1,...8k; “>Sk+l+1' (21)
Appliquons les formules (4) & ces équations. Nous avons, en tenant compte

des formules (21) elles-memes
ak 11
2 |ay, 0y]=0.
v sk-l—l

On a alors aussi, pour 1 —0,1,...%,

dk+1
DI Y p.h[a’;w wye] O,
N
et par suite
k41 "k
>H (Z Pre hoph Bpys @y 0,
v_sk 1 1 ak 1-|—1
et d’aprés (18)
k41 8k+1
o, 2 pegi—nva O] [0 2 pr—nnt1 0] =0, (22)
v___sk—}-l v sk—-|—l

(¢ 0,1,...k; € >4+ 1)
Cette formule montre qu’on peut poser

k41 .
E+ Je.1 my,h O Prts noad @+ Pet1—h oo ht1 Oay
vy & 1
k .
(23)
8
kE+1
z D=ty a1 Ova  Prti1—na, 44101+ Pr—n, a, ht2 Dz

v s -+1
(h 0,1,...k; > 8411+ 1),

les p, dans les seconds membres, étant des fonctions des paramétres dont
dépend le systéme normal. Les formules (23) constituent bien un groupe de
formules telles que le groupe de formules (18) pour j % 4 1, L’hypo-
théese 1° reste done vrai pour j—=Fk 4 1.

b}
Posons alors Pul® 0y, a>1
et pour j=1,2....,k + 1,
%

9ot — g Nay, a>s+ 1 24

On a la formule
i1
3> (J +1

wool )I’J‘+1 poap @7 T Fagts a>s+1. (29)

Pa’
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En effet, cette formule est exacte, d’aprés (8) et (9) pour j 1.
Pour 1 <j<k —1 elle se vérifie facilement par la voie d’induction
compléte, au moyen des formules (18) et (23).

Cela étant, considérons sur la surface un point particulier A7 quel-
conque et une courbe qui passe par M et telle qu’il y a de vecteurs
de la premicre, deuxiéme, ete., k- 1ime courbure de la courbe au
point }M. La courbe peut étre définie par les formules de Frenet et on
a, en particulier,

M =,

t ——cM -+ ayny,

ny, - —ait + a,ny, (26)
n  —Qm + Gy My,

t étant la tangente, n les normales successives de la courbe au point
M; a; (> O) signifie la jitme courbure scalaire de la courbe au point M
et 'accent signifie la dérivation par rapport & l'arec s de la courbe. Les
formules (26) entrainent

ﬂl(/\- . -T- al . a.2 ..... (458 nk,

I'expression non écrite n’étant qu’une combinaison de A/, ¢, ny,... n ..

D’autre part le vecteur v, a,.a,...a; m. se trouve situé dans
'espace osculateur d’ordre £ + 1 de la surtace au point A/ qui est déter-
miné, d’aprés le choix (5) des vecteurs e, par les vecteurs

€1y € vy €a 1y o
Les composantes du vecteur v, suivant les vecteurs ey, s, + 1 <a<s, ’
sont, d’aprés ’hypothése 2°, les expressions X, s — | <o <spp,, dé-
terminées par une formule telle que (19) pour j==~%, O désignant l'angle
que fait la courbe considérée avec le vecteur e, ; on voit d’ailleurs, d'aprés
(25) que, en tenant compte des formules (13) on a

1
Xa Wq)ak’ sk—|—1<a<sk+1.

On a donc la formule

s
k1

vids* 1 ... 4 I g,Fe,
v sk—}-l

I'expression non écrite, dans le second membre, n'étant qu’une combinaison
linéaire de MM, e,,...,es,. En différentiant cette formule on trouve faci-
lement, en vertu des formules (26), (1), (24)

n
Vitr ds® 2 oo z @, ke,
Voot '

Pexpression non écrite, dans le second membre, n’étant qu’une combinaison
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linéaire de J/, ey, . .. e . Par suite
R §

1 . (k2 \ : o
gek 8 ok T1 -;Eo( " )J"‘H—P-, « pCOSE 2 1 Osint O, a>s, +1 (27)
= ¥
sont les composantes du vecteur v, ; suivant les vecteurs eq, @ > s, 4 4+ 1.
Or, le vecteur v, se trouve situé dans l'espace osculateur d’ordre
k+ 2 de la surface au point M et cet espace est déterminé, d’aprés

Fhypothése, par M, e,...es, ,; on a done, dans le cas N >k 2
Pt 0, a>s -+ 1. (28)

De plus, comme les vecteurs A L correspondants dé-

terminent le & - 1ime espace prmclpal de la. surface, dans lecas N> % | 2,
les quantités

F2 (k2 o .
Xe p.do( u JJ)k 2 o COSFTY O . sint 0, s+ 1<a<lsy,,
prises au point .}/, sont les composantes du vecteur de la & +4 1'*™e courbure
normale de la courbe au point 7 suivant les vecteurs ey, ;. 1 +1 a<sp ..

L’hypothése 2° reste done vrai pour j— % 4 1.

Il ne reste plus qu’a montrer que, dans le cas £+ 2 < NV on ales
équations telles que (20) pour j % , 1. Supposons done %k + 2 < N.

Comme la courbe considérée, sur la surface est arbitraire, pourvua
qu’il y a de vecteurs de la premiére, deuxieéme, ete., k - 1™ courbure de
la courbe au point J], les formules (28) entrainent, d’apres (27),

Jrr2, 7,0 Pr 1,0,1 cee P00, k2 0, a>s ,+ L

Ces relations entrainent, d’apres (23),

)
k1

2+1"’)k 1 awna®e 05 h O, 1, .0k 15 6a>8.,—1. (29
vy 8
Les formules (29) représentent % -+ 2 relations linéaires en w,, dont le
nombre est s,y — s 7 <k 2. Il suffit done de montrer que les re-
lations (29) sont linéairement indépendantes.

Dans le cas contraire il existe des quantités A non toutes nulles
telles que les relations

> le}k 1 vk 0; h 0,1,...]&—]—1

ont lieu. Il en résulte la relation

’l'-l- 1
v sL'-]—l)vv ¢, ¥ =0,
k
Par suite, .}/ étant un point arbitraire sur la surtace, le vecteur de la kivme
courbure normale (sil en existe) d’une courbe quelconque passant, sur
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la surface, par B, se trouve situé dans l'espace linéaire a s, —1 di-
mensions R

ko1
2 LMX, 0 X, O a>siy,+1, (30)

v sk+1
X, X,, X, ... étant les coordonnées ponctuelles par rapport au systéme
M, ey, es ... Or, il est clair que, ’espace en question passe par ’espace

osculateur d’ordre % de la surface au point M. Par suite, si 'on consi-
dére, sur la surface une courbe arbitraire, son espace osculateur d’ordre
k en ce point (s'il en existe) se trouve dans l'espace linéaire (30); cet
espace contient alors le vecteur v, de la courbe considérée au point M
et par suite, il contient ’espace osculateur d’ordre % -- 1 de la courbe
au point DM et, comme la courbe considérée est arbitraire, il contient
I’espace osculateur d’ordre % + 1 de la surface au point M. L’espace
osculateur d’ordre & + 1 de la surface au point M a alors moins de sy,
dimensions, contrairement 4 I'hypothése.

On a done bien
0, a>3k+g+1.

w — W ) ce . — @
sk+1,a .vk—{- y & sk+1’a

L’hypothése 3° reste done vrai pour j—=F% 4 1.
La démonstration de la proposition étant terminée, il se trouve dé-
montré que, les X, déterminés par les formules

i+ 1 ; .
Xa=2( )}),- 1 mepCost!t LOsnt O, s5+4 1<a<lsyy, (31)

pool M
prises dans un point M quelconque de la surface, représentent, pour
Jj 1,2,...N—1, dans le ji®»® espace principal au point M, les com-

posantes du vecteur de la j®™° courbure normale au point 3/, de chaque
courbe sur la surface pour laquelle ce vecteur existe et dont la tangente
fait, avec le vecteur e, 'angle ©. Or, on peut interpréter les X, en
question, dans le ji*™e espace principal au point M, comme les coordonnées
du sommet du vecteur de la j®me courbure normale, au point M, d’une
telle courbe. Par suite, quand on regarde, dans les formules (31), ® comme
variable, ces formules représentent les équations paramétriques de I'indi-
catrice de courbure normale d’ordre j (=1,2,...N— 1) au point M.
Cette indicatrice est donc bien une courbe rationelle fermée et on a, de
plus, ses équations. Le théoréme se trouve ainsi démontré.

II. Les surfaces dont quelquesunes premiéres indicatrices de cour-
bure normale sont des circonférences aux centres dans le point
correspondant de la surface.

4. Soit m un entier positif tel que 2 (m 4 1)<x et proposons nous
de déterminer toutes les surfaces appartenant & I'espace 4 n dimensions
4 courbure constante ¢ qui jouissent de la propriété suivante:
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Dans un point M quelconque de la surface toutes les indicatrices
de courbure normale d’ordre < m sont des circonférences aux centres au
point M.

Remarquons d’abord que, dans un point M quelconque d’une sur-
face arbitraire le ki¢meespace principal de la surface, 1<k <<N —1, est
le plus petit espace lindaire passant par M et contenant I'indicatrice de
courbure normale d’ordre £.

Cela étant, imaginons une surface (M) jouissant des propriétés
voulues. Pour 1 <<k <m, dans un point I/ quelconque de (M), l'indi-
catrice de courbure normale d’ordre % étant une circonférence au centre
au point M, le plus petit espace linéaire contenant une telle indicatrice
est un plan qui passe par M. Par suite le kiéme espace principal de la
surface a précisément deux dimensions.

Faisons alors correspondre & chaque point 3/ de la surface un
systétme de référence normal. On prendra, dans chaque point M, en
particulieur, les vecteurs

e, e dans le plan tangent;
es € dans le premier espace prlnclpal

(32)

€smt1y €3mt2 dans le mitme espace prmmpal

et on aura, pour £ 1, 2,...m

1° les relations de la forme
Prgi—1,002 1,6 Prok,0 Oskya = Pit1,a,0 @1 + Pra,1 @2y € > 2k 1
Pr—1 2xk—1,1 Wor—1.a ‘|‘}’k—1,2k,1 Wox, 0. = Pr,a 1 D1 +,}9k—1 o, 2 wzy
e e e e e e e e e e e e e e (33)
Jo, 2k 1, W2 1, +,}’0,2k,k WDox.a —P1,a,k Oy —|-})o a, k11 Wa,

les p étant des fonctions des paramétres dont dépend le systéme de
référence et, en particulier,

P10 — 1, F120 0, Fo1r — 0, Foz21 — 1;

2° les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale
d’ordre k
kLl 41 :
Xp= ( i )‘,,,,Jr,_,k_a,pcosw LOsint 0, 2k+1<a<l2k+2 (34)
TR
les X, étant les composantes d’un point de 'indicatrice suivant les axes e,.
3° les équations

Wor 1 2t+8 — Wor—y,9k44 — -+« » — Wor—1,n — 0, (35)
Wor,ox+8 —— Wak,2ktqa —— <+ - Wor,n 0,

3 condition d’y supprimer, dans le cas 2(m -+ 1)=mn, celles qui en résul-
tent pour k= m.
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5. Ixprimons alors que, I'indicatrice de courbure normale d’ordre 1,
en chaque point J/, est une circonférence au centre en 3/. Ses équations
étant, d’apres 2 (k=1),

X5 — Pago €08* O + 2 4, cos O sin @ | pys4 8in? O,

Xy paocos® O | 2 py, cos Osin O + py,, sin® O, (36)

pourque le centre de l'indicatrice soit au point A/, il faut et il suffit
qu’on ait

Paso T Pose 05 paso+ oz O.

Les formules (36) peuvent alors s’écrire

. 1 : 24 , _9; .
X 9 {(,}'230— z})131)62z@ + (P20 + ipusi) € 21@}, l—]/—‘l
. 1 . . .
X, 9 {(1)240 — 3,;/141\) 827'@ -+ (J’240 -+ 7}’141) ¢ 20 } (37)

Pourqu’elles représentent une circonférence de rayon R! (> 0) il faut,
.6videmment, qu’on ait

(,’)230 — Z;}7131)2 + (])240 ’éJ1141)" 0,
(peso + 1p1s1)® + (Peso + i‘})m)“) 0,

1 ) . . . 2
9 {(,}/230 — 7]’131) (D230 + Z,//131) + 0’240 ~—iP141) (Puso U’m)} =R"'"?

et par suite

g 2 “ 2 1)2
Hesy” T Peso 4181 ‘1‘]’141 RA2,

38
Hesof131 + Meso M1ar — 0. (‘) )

Or, si 'on fait une substitution orthogonale aux vecteurs es, e, les
coefficients de 279 et ceux de ¢ 2?9 dans les formules (37), subissent la
méme substitution orthogonale. On en déduit facilement, en tenant compte
des formules (38), qu'on peut supposer, dans les formules (37), p;3, 0.
Les formules (38) donnent alors p,,,— O et on peut prendre, mani-
festement, pogy —p 1 u==R".

Inversement, les relations

Pisi Poao— 0, pasg —pru — B (> 0)
suffisent pourque l'indicatrice de courbure normale d’ordre 1 soit une
circonférence de rayon R! au czentre dans le point M correspondant.

On voit ainsi que, dans un point M quelconque de la surface (M),
aprés avoir fait, au besoin une particularisation convenable des vecteurs
es, e, on peut s’arranger que, le systéme de référence normal au point M
soit tel qu'on a

1° les équations de la forme (R! > 0)

Wi+ 0y =R (0, —iwy), 0y +iwyy=IiRV(0;—iwy), i J—1
03— t0; R (0,41i0,), 0y —iny — iRV (0, + iwy),
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2° les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale
q p q
d’ordre 1 . . )
Xy IRVYeos260, X, RYsin20;

3° les équations
®w; 0 .. 06O 0,
Oy; o ... @y, O,

a condition que 12 > 4.

6. Soit maintenant m > 1 et continuons & exprimer que, dans un
pourt .M quelconque de la surface (J/) chaque indicatrice de courbure
normale d’ordre < est une circonférence au centre en J/. Pour cela
procédons par la voie d'induction eompléte.

Supposons que nous avons déja démontré que, dans un point 3
quelconque de la surface (A7), apres avoir fait, au besoin, une particulari-
sation convenable des vecteurs e; ey, ... €51 ;. €s549 1<<k<m—1, on
peut s'arranger que, le systéme de référence normale, au point 77, soit
tel qu'on ait pour 1<i<m 1

1° les équations de la forme (It * > 9)

Ok 1,2% 1T z.w27r,2k+1 R* (wl — éw.’.)) z'———]/—l
Wor—1, 2041 — iOsr, 26 1 — B B (00 4 i),

W2k 1,2k4+8 T (@ar,2k42 LR Y (0 — iwy), (39)
Wor 1,2043 — 403, 20ps — LR* (@  Qw,),

2> les équations paramétriques de 'indicatrice de courbure normale
q

d ordre £ Xorps R'.R*...R*cos(k+1)6, 10)
Xows RO.RY... LK% sin(k+1)0, (
3 les équations
Wr 1,2% 3 War 1,2% 1 Dk 1,n 0, (41)

ka’,2k+3 wgk’ 2k_|_4 e o e o ka,‘Il 0,

et démontrons qu'aprés avoir fait, au besoin, une particularisation con-
venable des vecteurs e,,y;, €,,, 2 on peut sg’arranger que, le systéme
de référence normale, au point B, soit tel que les équations 1°, 2 vaillent
pour k& m et de méme les équations 3°, si 2m + 2 < n.

Dans ce but écrivons d’abord les équations (33) pour & — m; nous
avons les formules

P nom 1 p@am ot Pmopem p@2ma " Pu 1 poap @ T Pm poapds O
e O,L...m;a=2m+1, 2m - 2),

lesquelles on peut mettre sous la forme (i y—1)

Pm—pom 1+ iPm poomp) (P2m—1,a — & Opm, o) +
+ (ﬂm My 2m l.p—ij)m n 2'm,p.) (w_;m_l,a _"‘iw?m'a): (42)
(J]m ST ) TN p._;_ﬂ W, —i0.) -+
+ (,pm 1 Mo, p Z,})m P e, P'+1) (wl "l— 2.602).
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Or, Phypothése 2°, appliquée & & —m 1, donne

Xow 1 +iXsm RO.R®...Rm 1 I (Z’) (+ ) cos™—t @ sin @
B0

d’olt 'on tire, en tenant compte de la formule (34),
J)m }"’2"" l’p + i])m }’-72’"7}"_(+ i)P'.Rl .RJ). . -Rm 1 .
Par sunite, on a d’aprés (42),
’l}“P 1 R ? b m—l) { (wam—l a‘—‘zwﬂm a) + (— 1)“(W2m 1, & _I_ LWy, 0 } -
(}'m+1—p., o, 1 —+ z])m B o, p.+1) (0 — zw2) +
+ Patipoap—Pm poap 1) (00 + i 0y), (43)
(u—0,1,...m; a —2m+ 1, 2m 4 2).

lﬁcrivons, dans cette formule u + 2 au lieu de g et ajoutons les
deux membres ainsi obtenus & (43). Nous avons, évidemment,

Pmtt p, e +JJM+I—P+Q,“,}L+2_O7 (44)
(e—O0,1,...m—1;a 2m-L1,2m {2)

et on en déduit facilement
j?m+1—2v,a,2v=(—1)"}’m+1.a.o§ (V':O}])2""; 2”,2”+]<m'1‘1)
‘I)M+1—2V+1; a,2y+1 — (— 1)\'};"" a,1- (45)

Or, les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure nor-
male d'ordre m étant, d’aprés (34),

w41
Xa Zo(m;_ 1\ Pmi1—p a,pCOS”TI=H@sint O, a=2m -+ 1,2m— 2,
,J.:

on les peut écrire
m 1
[ ] m—+ 1
Xo— 2 ( 2y

m « cos™ 1 2v @ gin?v O
+1 2v, %, 8y
v 0

[ ] m—+41
T 2 (2v+ 1
et par suite, en tenant compte des formules (45)

1 .
X bl o {(}Jm+1, oam+t1,0 — ¢Pm, 2mt1,
+ (i1, 2mtt,0 + P, 2mps, 1) €D O
1 :
X2 mt2 — 9 {(}7m+1, 2m4+2,0 — ¢Pm,2m4t2, 1)
+ (Pat1,2mte,0 + Pmamts, 1) € DO,
Ces formules mettent en évidence que, sous les hypothéses con-
sidérées, Uindicatrice de courbure normale d’ordre m, dans un point M

)ym+1 Su11,5,2y41 COSTH—EVH @ sin?vHl @

1) ez(m+1)8+

(46)
HAm+1)0 +
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quelconque de la surface, est nécessairement une cllipse dont le cenire se
trouve aw point M.

Pourque cette éllipse soit une circonférence de rayon RV ... R
il faut évidemment qu’on ait

JQJm-{—l, 2m+41, 0 ‘Jr J’2an+1, 2m42, 0 _}’2m, 2m-1,1 + J’zm, 2m-2,1=— Rm2, . Rm 2,
Pmt1,2m41,0 + Pm, 2mt1,1 +pm t2miz0 - Poyemisn O (47)

Or, si 'on fait une substitution orthogonale aux vecteurs ey,
€smt2 sans changer les vecteurs e d’'indices inférieurs, les coefficients

de ¢(m+1)O ot ceux de e—"("‘+1)9, dans les formules (46), subissent,
évidemment, la méme substitution orthogonale. D’autre part, cette sub-
stitution n’a aucune influence aux formes w, qui pour k< m —1, figu-
rent dans les formules (39) et (41). Cela est, en effet, immédiat, lorsqu’on
remarque qu’en posant, pour abréger

Ek €y I_I_z.e..k) E x € l—z'ezk; k 1, 2,...m, (48)

0 + 0, = ;5 0 —iv,=

les formules en question entrainent les suivantes

1 1

aM 52 B + o E_y; & 2,3,...m 1)

dE, —c, M 10, E, + RV _JE,;

dE._l —cf 1]’[ +iw12E 1 +1{(1)QIB.__3;

dE, —R*=' O E, , 101, 0 Ee +R* Q_,Epyy; (49)

dE & R¥=1Q |E  +i0,; 1,50BE_x +R* QB 41y;
2m ' 2

dEm _Rm lQlEm—l _iO)Qm l,2mEm + 2 (w2m—1,j+iw_2m,j)ej
j=2m-11

, . 2m+4-2

dE m "(m 10O 1B— m—1 +1w2m—1.2mE—m+ z (w2m 1,7 zw.{m,j) €;;
i 2m 1

desn 1= WDom 1,9m41€2m 1 —Wam,amt1C€em +€03m+1,2m+232m+2+--l-;

deym 2 —Wem 1 2mt2€im—1 Dom,am42€2m —Wymiy,amteCimty+ .05

On voit done, en tenant compte des formules (47) qu’on peut sup-
poser, dans les formules (46), p,., 3. 1,1=0. Les formules (47) donnent
alors pmiy,2mts,0=0 eton peut prendre, manifestement, p,u 1y, 2mi1,0 —

j?m,gm+2,1:R1 .R% ...R™.

Inversement, les relations

J’m,2m+1,1 })m+1,2m 2,0 O;

Imtt,em 1,0 — Pm,2mdn,1 — RO R*...R™ (> O)
suffisent pourque lindicatrice de courbure normale d’ordre s soit une
circonférence de rayon R'! .R* ... R™ au centre au point MM corre-
spondant.

On a done, d'apres (43) et (49),
1%
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1° les équations

Wom 1,2m41 T Osmom 1 — L™ (0 — (0,);
Ogm—1,2mr1 — i0am 2m 17— L™ (00 + i0,);
Dym 1,2mi2 + @imyomi2 iR (w1 - iw2)3
Dy m—1,2mt2 — iOsm,ampe2 = — iR (0 4 i0y);

2° les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale
d’ordre m
Xomps — RY.RE ... R™cos(m-+ 1) 0,
Xompe LBV.R*...R™ sin(m+1)0,

3> d’apres (35), si 2m -+ 2 < m,

Wgm—1,2m43= W.m 1,2m 4= +..—=W,p 1,n:O,
Wirm, amts W2 m,2mt1 Womn =0,

comme nous voulions démontrer.

7. On voit ainsi que, les surfaces générales appartenant & un espace
4 n dimensions 3 courbure constante ¢ dont toutes les indicatrices de
courbure normale d’ordre <, dans un point A quelconque, sont des
circonférences aux centres au point J, peuvent étre définies par le
systéme suivant

wg 0y ...—=0,=0; w,+w; O Gi=12,...n);

@sr—1,20+1 T L@ar, 26+1 — RB* (w1 — imy);
Oar—q. 2041 — 1035, 2041 B * (03 + t@y);
Osr 1,2k4+2 T iWgp 9 2 —4tR* (0, — i0,);

Wyr 1,2042 — i@yksete  — RF (0 + iw,); (50)
War 1,2%13 Wsp—1,9%c44 = ++« —=0W2r 1,0 0,
War, 0 3 — Wog,2nfa —---  Oog pn 0;

G V—1;k—1,2,...m; R®>0)

le groupe d’équations résultant de celles qui sont écrites dans les deux
derniéres lignes pour %k —m, étant & supprimer si 2m + 2 — n.

Or, le systtme en question entraine les conditions d’intégrabilité
sulvantes

. dR* .
[(0’1 — “02) ( J 0 + 10, 4 Oyp—y, 0k — Dy, 2k+2)J 0;

k

: ar :
[{0 + iw3) ( pe 01 + @2r 1,20 — Opit,ent2)] =05 (51)

(@ — i0;) (Wamiy,j T P2min,)] = 0
[(wl + iw2) (w2m+ LJ z'("2m—l-2 J)] 07
k=1,2,...m;5—2m—+3, 2m+4,...n),

les équations dans les deux derniéres lignes étant & supprimer si 2m + 2 — #%.
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Le nombre de relations (51) est évidemment
2m+2n—2m~+2) 2(mn—m—2)

et il y a, dans ces relations, le méme nombre d’expressions sécondaires
(c’est & dire celles qui figurent dans les erochets [ ] en outre de o, + im,
linéairement indépendantes.

La forme des relations (51) met alors en évidence que le systéme
(50 est en involution et sa solution générale dépend de 2 (n — m — 2)
fonctions arbitraires d’une variable.

Par suite,
les surfaces générales appartenant & nwn espace a n dimensions & courbure
constanie, dont toutes les indicatrices de courbure normale d’ordre <om,
dans un point M quelconque, sont des circonferences aux centres en M,
existent et dépendent de 2 (n — m — 2) fonctions d'une variable.

Le raisonnement du n’ 6 (v. p. 18) permet d’énoncer encore le ré-
sultat suivant:

Si une surface appartenani a un espace & n dimensions & courbure
constante jouit, en ce qui concerne les indicatrices de courbure normale
dordre < m — 1, des propriétés considérées, l'indicatrice de courbure nor-
male d’ordre m, si U'en existe, est toujours une éllipse dont le centre
coincide avec le point correspondant de la surface.

8. Nous allons faire encore quelques remarques au sujet du cas ol
les rayons de toutes les indicatrices considérées sont des constantes. Cela
a évidemment lieu alors et alors seulement si toutes les fonetions R* qui
figurent dans les formules (50) sont constantes. On a ensuite, d’apres (51)

@1y T Ogr 1,00 @2k g,20h2 b 1,2, .0 0m;
et il en résulte, évidemment,

Ogrti,2ib2 (k4 1) @y, (52)

Les conditions d’intégrabilité auxquelles donnent naissance ces
équations sont

P k(k;l)R(l2_(1.;—1\2(75—}—3).%, E—1,2,...m; (53)

n

- [(@emg1,j — 1 @2my2,)) (Pamis,j T+ iDamys, j)] +
7 2m-4{8

(O + 1) (m 4+ 2 RF —m (m + 8) =} [(01 — i) (01 + i02)] =0,
si2m+2<n;  (B4)
(m 1)(m+2)RH—m(m+3);—o, $i2m 4 2—n.

La formule (53) exprime les relations qui doivent subsister entre
les rayons des indicatrices des différents ordres et la courbure de I'espace.
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La formule (54) 4 son tour, appliquée au cas 2m 2 — n, montre que,
dans les espaces a nombre paire de dimensions mais seulement a courbure
positive il existe des surfaces dont toutes les indicatrices des difjérents
ordres sont des circonférences aux cenires au point correspondant sur la
surface et de rayons constants; cette formule exprime, en effet, que, sous
certaines relations entre les rayons des indicatrices et la courbure de
I'espace le systeme (50) et (52) est completement intégrable. Remarquons
que, les surfaces en question sont les surfaces représentées par les fonctions
sphériques de Laplace®.

Dans le cas 2m + 2 < n, sil’on prolonge le systéme (50), d’aprés
(1) par les équations

w2k—{—1,2k+2_(k -+ 1) @9, k 1, 2, BN (X
Oymi1,j + (Domys,j U (w1 — iwz)y J—2m+3,...n; (55)
Opny1,j— 1Wam|2; U (0, + iwy),

les u étant des fonctions des variables dont dépend le systéme normal
on a les conditions d’intégrabilité suivantes

. kELD ., G—DGE—2) ¢
2k 2 N2 _ . —1.9. ..
P 2 R 2 27 ]c 17‘)7

Upmis Tamis 4o+ b Unfln=(m £ 1) (m 4+ 2) RV* —m (m + 3) g (56)

.m;

. n
(0, —205) (du;  im 2w+ = u,0,)]—0;
/ 21ﬂ-1—3

[(01 + i @g) (du; — im +2%0p+ X uw,] O
v 2m-Ll3
Le systtme d’équations (50) et (55) n’est pas done en involution.

Si l'on essaye de le mettre, dans le cas général, en involution, par des
prolongements suecessifs, on est amener & effectuer des calculs trés longs.

* V. & ce sujet mon Mémoire: Sur les surfaces représentées par les fonctions
sphériques de premiére espéce qui va paraitre prochainement dans le J. Math. pures appl.
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