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Uber die partiellen Differentialgleichungen, denen
hermitesche Formen geniigen.

Von 0. BORUVEKA in Briinn.

Unter diesem Titel hat Herr L. SCHLESINGER eine Arbeit veroffentlicht?),
in der er einen Zusammenhang zwischen Losungen gewisser Systeme
von partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung und denen linearer
homogener Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit hermitescher Mono-
dromiegruppe erkannte. Seine diesbeziiglichen Resultate finden sich jedoch
a.a.0. nur fir » = 2, 3 formuliert und bewiesen und sind meines
Wissens auch nicht spiter fir beliebige n verallgemeinert worden. Ich
werde nun einen allgemeinen Satz, durch den diese Verallgemeinerung
geleistet wird, beweisen.

Im folgenden wird stets die zu einer komplexen Zahl z komplex
konjugierte mit = bezeichnet.
1. Vorbemerkungen. Zu jeder hermiteschen Form (y, y)

n_1
= > @epYeyp(dep = age) mit nicht verschwindender Determinante
a,p 0

gibt es gerade n abgeleitete hermitesche Formen: die nullte, die erste usw.
abgeleitete hermitesche Form. Die I(> 0)-te abgeleitete hermitesche
Form H; ist aus den [+41 Systemen y/, ---, yJ_,(j =0, -.., ]) eines
quadratischen Schemas yi(j,k = 0,.--,n—1; y? =1y,) von Ver-
anderlichen gebildet und durch

“% ﬂo o o a“o ﬂ; yoao e 0 ygz y‘go e e y}g‘

m= 2 | B
Go<srer =0 l l l l
ﬂ0<...</31 a“lﬁo P a“lﬂl y“o .« o y"‘z yﬁo PP yﬁz

definiert. Dabei ist in bezug auf alle in einer bestimmten Reihenfolge
genommenen Kombinationen /- 1-ter Klasse ohne Wiederholung der
Zahlen 0, - - -, n—1 zu summieren. Es ist also im besonderen H, = (y, y).
Jede der Formen H; (0 <1< n—1) ist in bezug auf die Gruppe aller
linearen, auf die Systeme yJ, ---, yJ ,(j =0, ..., n—1) kogredient
angewandten Substitutionen mit der Form H, kovariant. Also wird im
besonderen, durch jede lineare, die Form H, reproduzierende und auf
die Systeme yi, --+, yJ (=20, ---, ) kogredient angewandte Sub-
stitution die Form H; reproduziert. Die Form H; (0< 1 <#n—1) ist

) Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, Bd. 1 (1901), S. 262.
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66 0. Boruvka.

in der Determinantenform
(1) H, = l(yl’ yk)| (2.: k= 0’ ) l)
darstellbar.

2. Hilfssatz 1. Se (y, y) eine hermitesche Form wmit nicht ver-
schwindender Determinante in den Verdnderlichen 1vyo, «+ -, Yn—1.
Yooyl _G=0,--, n—1) seien unabhingige Systeme von irgend-
welchen kompleren Zahlen, fiir die keine der von (y, y) abgeleiteten her-
miteschen Formen Hy (0 < 1 < n—1) verschwindet. Dann gelten von dem
Gleichungssysteme (0 <j<m—1; H_;=1)

Zjo (?/0) yk)—l_le(?/l; yk)+ 'Jf'xji(yj! ?/k) =0, fir k=0, .. J—1,
(2) = 'Hi—l.'Hj,fiir k:J
€ jj
Jolgende Aussagen:
a) das System ist auflosbar, und es ist insbesondere

(3) xy - @y = Hia;
b) die mit den Liosungen x gebildeten Zahlensysteme (j =0, --., n—1)
(4) Yi’c == jo?/](,):‘l""' —I—.’L'ij,{: (k=07“‘7 n_l)
sind unabhingig und es gilt
(5) (¥, ¥¥) = 0 firr i %, = Hy—y- Hy fiir i =j;

c) sind n Zahlensysteme Y3, -+, Yu3(j = 0, ---,n—1) von der
Form (4) unabhingig und gilt (5) fiir 2,5 =0, --.,n—1, so sind
die x Losungen von (2).

Beweis. a) Folgt unmittelbar aus (1) und der Voraussetzung H;$ 0.
b) Es ist offenbar

(6) I YI{I = Xoo X11* * * n—1,n—1 | ?/l'é l,
o . i B
) ¥, ) = Zp} acp Ya- Y5 = JZOx,-JrZO 2 (o, 79

Nach (6) und (3) sind die Zahlensysteme Y3 unabhingig. Da ferner
(Y7, Y) =0 (Y Y))= 0 impliziert, geniigt es () fiir + < j fest-
zustellen. Fiir ¢ < j folgt aber (5) unmittelbar aus (7) und (2).

¢) Sind » Zahlensysteme Y3, ---, Y53 (j =20, ---, n— 1) von der
Form (4) unabhiingig, so ist nach (6)
8) Zoo* Xi1*** Ln 1,n—1 4: 0.

Gilt () fir 2,5 =0,---,n—1, so ist nach (7), fir 0 <j<m—1,

J J
L0 Zoxjr(yra ?70)+ R P Zoxjr(yr7 yz) = 0firs=0,---,5—1,
= r=
Hi_y- Hj fir 5 —j.

Daraus folgt (2) wegen (8).
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3. Im folgenden bedeutet A eine lineare homogene Differential-
gleichung » (> 1)-ter Ordnung mit eindeutigen, in der komplexen Ver-
anderlichen z = x4 ¢y analytischen Koefﬁzienten

0 0 . . 0

32 bzw. 52 bedeutet dleOperatlon%(ax )b ZW. JZ( —I—z—)
Ist also z. B. y eine analytische Funktion von z = x-4dy, so ist

Zz = 0; ist y eine analytische Funktion der reellen Veranderlichen z, y
und gilt identisch%‘Z— = (), so ist y eine analytische Funktion der kom-
plexen Veranderlichen z = x-iy.

Definitionen. 1. Die Monodromiegruppe von A ist hermitesch, wenn
n—1

es eine hermitesche Form (y, y) = > aap Ye Y p mit nicht verschwindender
o,

Determinante und ein Fundamentalsy Jstem von Integralen von A ¢ibt, so

dafi die Form durch die zu diesem Systeme gehirige Monodromiegruppe

reproduziert wird.

2. Ist die Monodromiegruppe von A hermitesch und wird die hermite-
sche Form (y,y) durch die zum Fundamentalsysteme yq, -+ -, Yn— vOR
Integralen von A gehiorige Monodromiegruppe reproduziert, so wird das
System der von (y,y) abgeleiteten hermiteschen Formen H; (0 <1< mn—1),
gebildet met den Integralen des Fundamentalsystems und thren Ableitungen
ydy ooyl (=0, -+, 1), Monodromiesystem von A genannt.

Bemerkung. Offenbar sind die Funktionen eines Monodromie-
systems reelle, (nach 1.) eindeutige, analytische Funktionen in den
reellen Verinderlichen z,y. Sind die Integrale eines Fundamentalsystems
von A eindeutige analytische Funktionen, so ist die Monodromiegruppe
von A eine hermitesche und das System der von einer beliebigen hermite-
schen Form mit nicht verschwindender Determinante abgeleiteten und
mit den Integralen und ihren Ableitungen gebildeten hermiteschen Formen
stellt ein Monodromiesystem von A4 dar.

4. Hilfssatz 2. Die Monodromiegruppe von A sei hermitesch. Das
Monodromiesystem Hy, ---, Hp 1 von A sei mit den Integralen yo, -+, Yn—1
eines Fundamentalsystems von A gebildet. Es gibt Punkte (x, y), fiir die
sowohl die Determinante |yl|(j, k —0,---,n—1) als auch jede der
Funktionen H regqulir und von Null verschieden ist.

Beweis. Das Monodromiesystem sei von der hermiteschen Form
(v, y) = 2 aeg Yo ypg abgeleitet.

a) HyFE 0.

Denn aus % aeg Yo yp =0 folgt durch wiederholte Anwendung der

?

Operation 3z

;?/ﬁ;aaﬁyaEO (j:O7"'7n_1)7

6*
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also wegen |yj| £ 0
ZaapyaE 0 B=0,-.--,n—1).

Daraus durch wiederholte Anwendung der Operation 2

0z
gaaﬂ yl =0,

also wegen |y/ [$0:aaﬂ = 0, gegen die Voraussetzung Iaaﬂ|#0.
b) Hi13%0 impliziert H;E0 (1 <1< n—1).
Denn aus H; 1F0, H;=0 folgt durch wiederholte Anwendung

der Operationen aiz’ 8az und eines bekannten Kroneckerschen Deter-

minantensatzes®)
@5y - @y % YH

: : ; — 0
G y%) - Ly @ b ’
Wy - @y (@, yH
fir 2, k=1,-.-,n—1, also auch
(AR IR (VAR
: : =0
; @45y - @y
oaer
y;‘; e y;‘; a“oﬂo .o e a“oﬁz yZ‘:) . e y:“:

@ 2 |: 2 R =0

Bo<<By| 8 | %o <% r,
B yﬂ; QoyBy - Qo Ye, " °° ya,
fir 0 <r<:.--<n<n—1, 0 g<---<sg<n—1. Da nun
die aus den Elementen

e | i
: | bzw. | -
g;‘o e y;‘l y;‘o e y:;‘l

gebildete Determinante (nach dem sog. Frankeschen Satze) eine Potenz
von |yi| bzw. |yf| also nicht identisch Null ist, so folgt aus (9)

QaBy, ***  Qeypy
. . — 0
Qo -+ Qo

?) L. KRONECKER, Bemerkungen zur Determinantentheorie (Journ. f Math.
Bd. 72, 1870; S. 152).
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fir 0<egp<< - <og<n—1, 0<B< - ---<B/<n—1, gegen die
Voraussetzung |aag|$0.

¢) Es gibt Punkte, in denen die yy, ---, y»—1 regulir sind und
lyi|#0. In einer Umgebung £ eines solchen Punktes ist |y]/| regulir
und von Null verschieden und auch jede der Funktionen H ist regulir.
Ist in einem Punkte (z, )€ 2:|yf|- H ;- H,--- H,#0 (—1<i<n—1;
H ;=1), so ist dies auch in einer Umgebung £;C 2 von (z, y) der
Fall. Da H;y nicht identisch verschwindet, so gibt es in £2; Punkte,
in denen H;t1 3 0.

5. Satz. Das System von partiellen Differentialgleichungen

9 log | Hj 1+ 8* log | Hj| — 4Hj—1'-HJ'+1
0x? oy? H?
G=20,--,n—1; Hy, =1, H, = 0)

(10)

steht zur Menge linearer homogener Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit eindeutigen, in der komplexen Verinderlichen z = x iy analytischen
Koeffizienten wund mit hermitescher Monodromiegruppe in jfolgender
Beziehung :

a) Jedes Monodromiesystem einer beliebigen Differentialgleichung der
Menge ist eine Liosung von (10).

b) Zu jeder reellen, analytischen und eindeutigen Losung von (10) gibt
es eime Differentialgleichung der Menge, so daf die Lisung ein
Monodromiesystem dieser Differentialgleichung darstellt.

Beweis. a) Es sei A eine Differentialgleichung der Menge und
H,,---, H, 1 ein Monodromiesystem derselben, gebildet mit der her-
miteschen Form (y, ¥ ) und den Integralen y,, ---, y»—1 eines Fundamental-
systems von A. Nach Hilfssatz 2 gibt es Punkte, fiir die sowohl die
Determinante |y{| (j, k=0, - -+, n—1) als auch jede der Funktionen H
regulir und von Null verschieden ist. Es sei (z, y) ein solcher Punkt.
Nach Hilfssatz 1 gibt es » unabhingige Systeme (jf = 0, ---, n—1)
von im Punkte (xz, y) regularen analytischen Funktionen der reellen
Verinderlichen z, y

Y;{=93j0?/2+-“+xjjyf; (k=0,---,n—1),
so daB im besonderen
aj - xy = Hiy
ist, und die Beziehungen

(1)  (W,Y) =0 firitj, =H_H firi=j

identisch bestehen. Die zj; sind offenbar bis auf Faktoren von der
Form ¢, ¢ reell, bestimmt; also kann man

(1 2) Ty — Hj—1
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wihlen. Wegen (11) geniigen die Y] fiir jedes k=20, ---, n—1
Differentialgleichungen von der Form

J i .
SR R CRL S )

(13) Zj+1,j+1
j J' 1 S
88127 = 2 q; l,ayya‘l__a loagzl,x”l Y (.7 =0, ,n—1;Y*= 0).
¢ 0

Nun ist aber

] Pio = pp = -+ = pjj1 =0 fir j>1
un

gj—1,0 = @j—1,1 = -+ = gj1,j2 = 0 fir 5> 2.

]

In der Tat, ist j > 1, 0 < i <<j—1, so ist nach (13) 88Y

Kombination von Y?, ..., Y% also (wenn man alle Groffen durch die
i

eine lineare

ist eine lineare Kombination von

komplex konjugierten ersetzt)
Y ..., Y4, Also gilt nach (11), wegen <7,

(Yj, ayz) = 0,

0z
also auch
oYl . . oY
( oz ’ Yt) _—(YJ’ az) =0
Daraus folgt nach (13) und (11)
P = 0.
Ahnlich fir die ¢g. Weiter ist offenbar
oY . .Y d
v B 1 B = (00, 1) = — (v, 25+ L B
olog |z 0
—Aboglasl g, gy 2 hy
oY/ . oY X 1j
QJ—l,j—lffj—ij'—l—( 35 ' ¥ 1) (YJ, Y )=—ﬁ§;—1°f6—1ﬂj-
Also sind die Gleichungen (13) nach (12) folgende
9YJ — 810g|I{JI 7j H)—l J_|.1
(14) pz oz L T ¥
2YJ H; L 810g|IlC 1] v
0z .H_,—1 ¥t 0z ¥
(j=0,---,n—1; Hy;=1; Y 1=Y»=0).

Da die Y/ analytische Funktionen der reellen Verinderlichen z, y sind,
so gilt identisch
0% YJ 02 Y/

(15) 9202  0z0z"
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Da die Y} unabhangig sind, gelten diese Beziehungen [nach (14)] dann
und nur dann, wenn
o*log |H;| _ 0%log|Hj| _ Hja-Hjpa _ Hj- Hj
0z 02 0z 02z o H} H
G=20,--,n—1; H,=0)
ist. Daraus folgt (10), da die H analytisch sind.

b) Es sei Hy, ---, Hy—1 eine reelle, analytische und eindeutige
Loésung von (10). Dann sind die Beziehungen (16) identisch erfiillt.
Wegen (15) ist das mit diesen H gebildete System (14) vollstindig
integrierbar. Ist also (xo, %) ein regulirer Punkt jeder der Funktionen H
und verschwindet daselbst keine derselben, so gibt es ein Fundamental-
system Y3, ---, Yay(j O, .-, n—1) von analytischen, im Punkte
(x0, yo) reguliaren Integralen von (14), so daf im Punkte (x,, y,)

(17) Yi=0firk+j, =1 firk =
ist. Setzt man & = Hj(xo, %), h—1 =1,

(y, Yy) = h—1hoyo .’?o‘l‘ko hiwn i+ -+ +ha—2 bn—1Yn— Yn—1,

so ist (y,y) eine hermitesche Form mit nicht verschwindender Determinante,
und es gilt
(18) (Y,Y) — 0 fir ¢3+5, — Hj-Hj fir 2 = 5

offenbar im Punkte x,, yo. Andererseits aber sind die (Y7, Y?), nach (14),
Losungen des Vollstandig integrierbaren Systems

(16)

%(Y’} Y) = , ¥ 1)+——10g | H; Hi— | (Y, )

H}—l

i—

+ Hit i,
2w, vy = — (i 1 (W, T
a_Z(I,Y)__.H;—l( ’ )+_Og|IIj—1 ’tl( , YY)
+ 52 (@, Toe,

und dieses System wird offenbar mit (Y7, Y?) = 0 fiir < 5, = H;—, H; fiir
¢ == befriedigt. Also gelten die Beziehungen (18) identisch. Fiir die
analytischen Funktionen von z, y
(19) Z/,(: = YI? (k':O’"';n_l)
gilt nach (14)
oy3
0z
Also sind die y? analytische Funktionen der komplexen Verinderlichen
z = x+1iy. Nach (14) ist die Ableitung y/ nach 2z von der Ordnung

= 0.
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j (—0,--.,n—1) der Funktion y} eine lineare Verbindung von ¥}, ---, Ij von
der Form

. 1 .
(20) | Y = Djo o+ + Hi— Y.
Also sind die Funktionensysteme yf, ---, y/_, (j =0, ---, n—1) linear
unabhingig. Die Koeffizienten pj, --- sind offenbar ganze rationale

Funktionen in den Koeffizienten von (14) und ihren Ableitungen nach z;
sie sind also eindeutig. Also bilden die 39, ---, ¥° , ein Fundamental-
system von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung A
n-ter Ordnung mit eindeutigen, in der komplexen Verinderlichen z = z-<y
analytischen Koeffizienten. Nach (20) sind die Funktionensysteme
YJ, ooy Yay (j=0,--., n—1) lineare Kombinationen der yj von
der Form

@1) i = apt o+ H y.

Erleiden also die durch die Anfangswerte (17) festgelegten Zweige der
Funktionen %) nach einem geschlossenen Umlaufe der Verinderlichen 2z
die Substitution ||c¥||, so erleiden die Y} dieselbe Substitution. Da die
Beziehungen (18) identisch gelten, so ist identisch

2 VLY (¢#, cf) = O fiir iFj, = Hj_y- Hj fiir i — j.
o, p
Also insbesondere fir x =z, ¥y = o
(¢/,¢)) = 0 fir ikj, = Ry &y fir i = j.

Also wird durch die Substitution |[c¢f| die Form (y,y) reproduziert.
Also gehort die Differentialgleichung A zur betrachteten Menge. Wegen
(21) und (18) folgt nach Hilfssatz 1c)

|Hj—1| = |9j| G =0,---,n—1; $ 1= 1),

wo 9j—1 die (j—1)-te von (y, y) abgeleitete hermitesche Form, gebildet
mit 8, .-, 95, ¢ —O0,...,7—1) bedeutet. Aus (19) folgt aber

(22) Hy = 9,

und sowohl die Funktionen H; (nach der Voraussetzung) als auch
die ©; (nach a), H, = 0) sind Losungen von (10). Es ist also sogar

H; = §; (j=0,--+,n—1).

Also bilden die Funktionen H; ein Monodromiesystem von A.
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