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Über die partiellen Differentialgleichungen, denen 
hermitesche Formen gentigen. 

Von 0. BORÜVKA in Brünn. 

Unter diesem Titel hat Herr L. SCHLESINGER eine Arbeit veröffentlicht1), 
in der er einen Zusammenhang1 zwischen Lösungen gewisser Systeme 
von partiellen Differentialgleichungen 2* Ordnung und denen linearer 
homogener Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit hermitescher Mono-
dromiegruppe erkannte. Seine diesbezüglichen Eesultate finden sich jedoch 
a. a. 0. nur für n = 2, 3 formuliert und bewiesen und sind meines 
Wissens auch nicht später für beliebige n verallgemeinert worden. Ich 
werde nun einen allgemeinen Satz, durch den diese Verallgemeinerung 
geleistet wird, beweisen. 

Im folgenden wird stets die zu einer komplexen Zahl x komplex 
konjugierte mit x bezeichnet. 

1. Vorbemerkungen. Zu jeder hermiteschen Form (y, y) 

= 2 a«ß y<* Vß (a<*ß = aßa)
 m ^ nicht verschwindender Determinante 

a,ß 0 

gibt es gerade n abgeleitete hermitesche Formen: die nullte, die erste usw. 
abgeleitete hermitesche Form. Die l (> 0)-te abgeleitete hermitesche 
Form Hi ist aus den 1 Systemen yJ

0, • • •, yl_x{j = 0, • • •, l) eines 
quadratischen Schemas yJ

k{j, k = 0, • • •, n — 1; yl = yk) von Ver
änderlichen gebildet und durch 

a 0 < - " < « i 

a«oßo 

a<*ißo 

a«oßi 

a«lßl 

yO 

24 
definiert. Dabei ist in bezug auf alle in einer bestimmten Reihenfolge 
genommenen Kombinationen £-f l - ter Klasse ohne Wiederholung der 
Zahlen 0, • • •, n — 1 zu summieren. Es ist also im besonderen H0 = {y,y). 
Jede der Formen Hi(0<l<n — 1) ist in bezug auf die Gruppe aller 
linearen, auf die Systeme y{, y{ 1(j = 0,---,n — 1) kogredient 
angewandten Substitutionen mit der Form H0 kovariant. Also wird im 
besonderen, durch jede lineare, die Form H0 reproduzierende und auf 
die Systeme y{, yl_1(j = 0, l) kogredient angewandte Sub
stitution die Form Hi reproduziert. Die Form Hi(0<Kn — 1) ist 

') Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, Bd. 1 (1901), S. 262. 
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in der Determinantenform 
(i) Hi = W,yk)\ ( I , Ä = O , 
darstellbar. 

2. Hilfssatz 1. Sei {y, y) eine hermitesche Form mit nicht ver
schwindender Determinante in den Veränderlichen yQ, • • yn-i-
yl, • • •, yl_x{j = 0, • • •, n — 1) seien unabhängige Systeme von irgend
welchen komplexen Zahlen, für die keine der von (y, y) abgeleiteten her-
miteschen Formen Hi(0 <l <C n — 1) verschwindet. Dann gelten von dem 
Gleichungssysteme (0 < n — 1; H—\ = 1) 
a/o(y0, y^+xjiiy1, yk)+ ••• +xjj(yJ, yk) = 0, für k = 0, • • — 

= J , für k=j 
folgende Aussagen: 

a) das System ist auflösbar, und es ist insbesondere 

(3) Xjj-Xjj = -5}-i; 

b) die mit den Lösungen x gebildeten Zahlensysteme (j = 0, • • •, n — 1) 

(4) ^ = ^ o ^ + ' - - + ^ ^ (& = 0 , . . . , n - l ) 
unabhängig und es gilt 

(5) ( F , Y<) = 0 für i = Hj-, • fi) yttr t =j; 

c) smd n Zahlensysteme To, • • •, In—I 0 = 0, • • n — 1) von der 
Form (4) unabhängig und gilt (5) für i,j = 0,---,n — 1, so sind 
die x Lösungen von (2). 
Beweis, a) Folgt unmittelbar aus (1) und der Voraussetzung Hj^O. 
b) Es ist offenbar 

(6) | | = XQO xxl • • • xn-ltn-i \yi\, 

(7) (YJ, T) = 2 **ß ?i- = Zxur^xjrtff y&)-
cc,ß d ) y 0 

Nach (6) und (3) sind die Zahlensysteme Yi unabhängig. Da ferner 
{JJ,Yl) = 0 (Y%YJ)=0 impliziert, genügt es (5) für i<j fest
zustellen. Für i <j folgt aber (5) unmittelbar aus (7) und (2). 

c) Sind n Zahlensysteme Yo, • • Yi-, (j = 0, • • - ,n — 1) von der 
Form (4) unabhängig, so ist nach (6) 
(8) x00 - xn • • • xn ^ 0. 

Gilt (5) für i, j = 0, • • •, n — 1, so ist nach (7), für 0<j<n — 1, 
J _ _ J 

Xio 2J xjr(yr> y°) H h 2 (yr, y{) = 0 für i = 0, • • j — 1, 
r—o r=o 

= Hj—i-Hj für i=j. 
Daraus folgt (2) wegen (8). 
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3. Im folgenden bedeutet A eine lineare homogene Differential
gleichung n (> l)-ter Ordnung mit eindeutigen, in der komplexen Ver
änderlichen z = x-{-iy analytischen Koeffizienten. 

^ bzw. ^ bedeutet die Operation \\ ^ — « JM bzw. \ \-^— 4- . 
dz dz * 2\dx dyj 2\dx 1 dy) 

Ist also z. B . y eine analytische Funktion von z = x-\-iy, so ist 
dy 

= 0; ist y eine analytische Funktion der reellen Veränderlichen x, y 
Z dy 

und gilt identisch—^- = 0, so i s t e i n e analytische Funktion der kom-
3 z 

plexen Veränderlichen z = x-\-iy. 
Def in i t ionen . 1. DieMonodromiegruppe von A ist hermitesch, wenn 

es eine hermitesche Form (y, y) = ^aßyays mit nicht verschwindender 
«,ß o 

Determinante und ein Fundamentalsystem von Integralen von A gibt, so 
daß die Form durch die zu diesem Systeme gehörige Monodromiegruppe 
reproduziert wird. 

2. Ist die Monodromiegruppe von A hermitesch und wird die hermite
sche Form (y, y) durch die zum Fundamentalsysteme y0, • • •, yn—\ von 
Integralen von A gehörige Monodromiegruppe reproduziert, so wird das 
System der von (y,y) abgeleiteten hermiteschen Formen Hi (0 < l < n — 1), 
gebildet mit den Integralen des Fundamentalsystems und ihren Ableitungen 
y{, • • •, yl_x 0 = 0, • • 0, Monodromiesystem von A genannt. 

Bemerkung. Offenbar sind die Funktionen eines Monodromie-
systems reelle, (nach 1.) eindeutige, analytische Funktionen in den 
reellen Veränderlichen x,y. Sind die Integrale eines Fundamentalsystems 
von A eindeutige analytische Funktionen, so ist die Monodromiegruppe 
von A eine hermitesche und das System der von einer beliebigen hermite
schen Form mit nicht verschwindender Determinante abgeleiteten und 
mit den Integralen und ihren Ableitungen gebildeten hermiteschen Formen 
stellt ein Monodromiesystem von A dar. 

4. H i l f s s a t z 2. Die Monodromiegruppe von A sei hermitesch. Das 
MonodromiesystemH0, Hn I von A sei mit den Integralen y0, yn-i 
eines Fundamentalsystems von A gebildet. Es gibt Punkte (x, y), für die 
sowohl die Determinante \ y£ \ (j, k — 0, • • •, n — 1) als auch jede der 
Funktionen II regulär und von Null verschieden ist. 

Beweis . Das Monodromiesystem sei von der hermiteschen Form 
(y, y) = 2 a«ßya yß abgeleitet, 

a) Ho^O. 
Denn aus £ a«ß y<*yß = 0 folgt durch wiederholte Anwendung der 

d a ' ß 

Operation 
9 Z 

2yi 2 a«ßya = 0 (j = 0, • • •, n — 1), 
ß r a 

6* 
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also wegen | yfc | ^ 0 
G* = 0, n — 1). 

8 
dz 

a<*ß y<x— o 

Daraus durch wiederholte Anwendung der Operation 

also wegen | yJ

k | ̂  0 : aaß = 0, gegen die Voraussetzung | aaß | ^ 0. 
b) Hi-i^O impliziert Hi^O (1 < l < n — 1). 
Denn aus Hi-i^O, Ht = 0 folgt durch wiederholte Anwendung 

9 9 
der Operationen ——, und eines bekannten Kroneckerschen Deter-

0 Z 0 Z 
minantensatzes2) 

(y°, y°) • • (2/°, y1-1) (y°, yk) 

(yl~\yQ) • • • ^ , y w ) V " 1 , yfc) 

(y'i y°) • • • (yS (s/S yk) 
für i, k = l, • • •, n — 1, also auch 

(y°,ys°) ••• (y°,ySl) 

= o, 

oder 

0) 2 
y ß\ 

a0<--.<a, 
a<*lßo • • • 

= 0 

a<*oßi 

a«lßl 

vi 

y«0 
yl 

= o 

für 0 < r 0 < • • • <n < n—1, 0<s0<—'<si<n—1. Da nun 
die aus den Elementen 

—sn 

V o Vß\ 

—8, 
vi ßo yß\ 

bzw. 

v0 • • • v 0 

y% • • • yi 

gebildete Determinante (nach dem sog. Frankeschen Satze) eine Potenz 
von \y~l\ bzw. \ yft\ also nicht identisch Null ist, so folgt aus (9) 

a<*oßo ' ' ' a<*oßi 

= 0 

2) L. KBONECKER, Bemerkungen zur Determinantentheorie (Journ. f. Math. 
Bd. 72, 1870; S. 152). 
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für 0 < «o < • • • < « J < n — 1, 0 < ß 0 < • • - < ßi 5^ n— 1, gegen die 
Voraussetzung I ^ I ^ O . 

c) Es gibt Punkte, in denen die y0, • • •, yn-i regulär sind und 
l y ^ l ^ O . In einer Umgebung S2 eines solchen Punktes ist \y£\ regulär 
und von Null verschieden und auch jede der Funktionen H ist regulär. 
Ist in einem Punkte [x, y) £ £2 : | yJ, \ • H t • HQ • • • Hi \ 0 (— 1 < i < n — 1; 
H-x = 1), so ist dies auch in einer Umgebung hiCZG von {x, y) der 
Fal l . Da Hi+x nicht identisch verschwindet, so gibt es in J2t Punkte, 
in denen Hi+x ^ 0. 

5. Satz. Das System von partiellen Differentialgleichungen 

dnog\Hj d*log\Hj\ = Hj-i • Hj+1  

K } dx* dy2 Hj 

(j = 0, n — 1 ; H-x = 1, Hn = 0) 

steht zur Menge linearer homogener Differentialgleichungen n-ter Ordnung 
mit eindeutigen, in der Komplexen Veränderlichen z = x-\-iy analytischen 
Koeffizienten und mit hermitescher Monodromiegruppe in folgender 
Beziehung: 

a) Jedes Monodromiesystem einer beliebigen Differentialgleichung der 
Menge ist eine Lösung von (10). 

b) Zu jeder reellen, analytischen und eindeutigen Lösung von (10) gibt 
es eine Differentialgleichung der Menge, so daß die Lösung ein 
Monodromiesystem dieser Differentialgleichung darstellt. 
Beweis , a) Es sei A eine Differentialgleichung der Menge und 

H0,---,Hn i ein Monodromiesystem derselben, gebildet mit der her-
miteschen Form (y, y) und den Integralen y0, • • yn-\ eines Fundamental
systems von A. Nach Hilfssatz 2 gibt es Punkte, für die sowohl die 
Determinante \ y£\ (j, k = 0, • • •, n — 1) als auch jede der Funktionen H 
regulär und von Null verschieden ist. Es sei (x, y) ein solcher Punkt. 
Nach Hilfssatz 1 gibt es n unabhängige Systeme (j = 0, n — 1) 
von im Punkte {x, y) regulären analytischen Funktionen der reellen 
Veränderlichen x, y 

H = Xjol/l+~'+*j,yi (Ä = 0, . . . , n - l ) , 

so daß im besonderen 
xJj ' xjj = = Hj—x 

ist, und die Beziehungen 

(11) {YJ, 70 = 0 für H i , = Hj-x H, für * = j 

identisch bestehen. Die XJJ sind offenbar bis auf Faktoren von der 
Form eü, t reell, bestimmt; also kann man 

(12) = Hj-x 
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wählen. Wegen (11) genügen die Y{ für jedes k = 0, n— 1 
Differentialgleichungen von der Form 

D£-±I>J«Y«+XT r / n , 

^ = £ M r-+^fjad.P o- = o, • •, » - i ; r» = o). 
0 Z « 0 0 £ 

Nun ist aber 
Pjo = pjt = ••• = pjj-i = 0 für > 1 

und 

Qj-i,o = qj-i,i = • • • = qj-U-2 = 0 für i > 2. 

In der Tat, ist j > 1, 0 < i <j — 1, so ist nach (13) —— eine lineare 
Ö % 

Kombination von Y°, Yl\ also (wenn man alle Größen durch die 
9 Yl 

komplex konjugierten ersetzt) —— ist eine lineare Kombination von 
9 z 

Y°, • • •, YK Also gilt nach (11), wegen i<j, 

also auch 

Daraus folgt nach (13) und (11) 
Pß = 0. 

Ähnlich für die q. Weiter ist offenbar 

_ 9 l O g l ^ l rr JTJ_ 9 TT TT 

Also sind die Gleichungen (13) nach (12) folgende 

^ 9* 

Da die FJ" analytische Funktionen der reellen Veränderlichen x, y sind, 
so gilt identisch 

9 2 YJ 9 2 YJ 

^ dzdz ~ dJdz ' 

dYJ _ 8 log |-ff; | 
dz dz 

dYJ Hj , 
dz Ej-i ' 

(j = o, • • n— 1; H. 
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Da die Yi unabhängig sind, gelten diese Beziehungen [nach (14)] dann 
und nur dann, wenn 

d*log\Hj\ _ B M o g l Ä M l = Hj-x • HJ+1 Hj-2 • Hj 
^zdz dz dz Hj Hj-i 

(j = o, n — 1; 7f 2 = 0) 
ist. Daraus folgt (10), da die H analytisch sind. 

b) Es sei H0, • Hn-i eine reelle, analytische und eindeutige 
Lösung von (10). Dann sind die Beziehungen (16) identisch erfüllt. 
Wegen (15) ist das mit diesen H gebildete System (14) vollständig 
integrierbar. Ist also (x0, y0) ein regulärer Punkt jeder der Funktionen H 
und verschwindet daselbst keine derselben, so gibt es ein Fundamental
system Yi, Fn-iO 0, n — 1) von analytischen, im Punkte 
(%Q> VO) regulären Integralen von (14), so daß im Punkte (x0, y0) 

(17) Yi = 0 für k = 1 für k = j 

ist. Setzt man hj = Hj (x0, y0), h—i = 1, 

(y, y) = Ä_i h0 y0 yo + K hi yx yx + • • • + hn-i hn-i yn-i yn-i, 

so ist (y,y) eine hermitesche Form mit nicht verschwindender Determinante, 
und es gilt 
(18) (YJ, F<) - 0 für * - Hj-t • Hj für * = j 

offenbar im Punkte x0, y0. Andererseits aber sind die (Yj, Yl), nach (14), 
Lösungen des vollständig integrierbaren Systems 

ro = —ir-W, Yi i)+-?-iog\HjHi-1\(YJ, ro 
0 Z -t±i—l 0 Z 

+ ^ - ( F + s r o , 
Hj 

-±- (YJ, Y*) = ~ ^ W-\ Y*) + -jj- log | Hj-i Hi | (YJ, ro 

und dieses System wird offenbar mit (YJ, Yl) = 0 für i =j=i, = Hj-\ Hj für 
i =j befriedigt. Also gelten die Beziehungen (18) identisch. Für die 
analytischen Funktionen von x, y 

(19) Vl=n (Ä = 0 , . . . , n - 1 ) 
gilt nach (14) 

dz = ° ' 

Also sind die y\ analytische Funktionen der komplexen Veränderlichen 
z = x-\-iy. Nach (14) ist die Ableitung yl nach z von der Ordnung 
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j (— 0, • • •, n — 1) der Funktion ?/° eine lineare Verbindung von F£, • • •, YJ

k von 
der Form 

(20) yi = Pj*^+'--+-j^n-

Also sind die Funktionensysteme yj, • • •, y{_x {j = 0, • • •, n — 1) linear 
unabhängig. Die Koeffizienten pß, • • • sind offenbar ganze rationale 
Funktionen in den Koeffizienten von (14) und ihren Ableitungen nach z; 
sie sind also eindeutig. Also bilden die y\, —-,y\ t ein Fundamental
system von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung A 
n-ter Ordnung mit eindeutigen, in der komplexen Veränderlichen z = x-\-iy 
analytischen Koeffizienten. Nach (20) sind die Funktionensysteme 
Yi, " - , Yn-i (j = 0, • • •, n—'1) lineare Kombinationen der y£ von 
der Form 

(21) n = ^ylJr---JrHj_1yi. 

Erleiden also die durch die Anfangswerte (17) festgelegten Zweige der 
Funktionen yQ

k nach einem geschlossenen Umlaufe der Veränderlichen z 
die Substitution ||cj*||, so erleiden die Y^ dieselbe Substitution. Da die 
Beziehungen (18) identisch gelten, so ist identisch 

2 Yi Y} {ca, cß) = 0 für = Hj-i • Hj für i = j. 
cc,ß 

Also insbesondere für x = x0, y = y0 

(cJ, ~ci) = 0 für = hj—i hj für i = j. 

Also wird durch die Substitution ||c£|| die Form {y, y) reproduziert. 
Also gehört die Differentialgleichung A zur betrachteten Menge. Wegen 
(21) und (18) folgt nach Hilfssatz l c ) 

\Hj-i\ = (j = 0, . . . . w — 1; § _ i = 1), 

wo die (J—l)-te von (y,y) abgeleitete hermitesche Form, gebildet 
mit yi, • • •, yl

n_x {i — 0, • • - ,j— 1) bedeutet. Aus (19) folgt aber 

(22) Ho = §0 

und sowohl die Funktionen Hj (nach der Voraussetzung) als auch 
die (nach a), tQn = 0) sind Lösungen von (10). Es ist also sogar 

Hj = $, (j = 0, - . . , 7 1 - 1 ) . 

Also bilden die Funktionen Hj ein Monodromiesystem von A. 
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