Boruvka, Otakar: Scholarly works

Otakar Bortuvka

Recherches sur la courbure des surfaces dans des espaces a n dimensions a courbure
constante. III

Spisy pirir. fak. MU, ¢. 214, 1935, 23 s.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500042

Terms of use:

© Masarykova univerzita, 1935

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/500042
http://project.dml.cz

RECHERCHES SUR LA COURBURE
DES SURFACES DANS DES ESPACES A » DIMENSIONS
A COURBURE CONSTANTE. IIL

3. Préliminaires concernant une représentation de I’espace K,
. sur I'espace euclidien réel & 2 » dimensions.

12. Dans la suite nous désignons par S,, l'espace euclidien réel
4 2r dimensions. Nous supposons que, les coordonnées homogénes de
I'hyperplan & l'infini de I’espace S;, sont toutes nulles sauf la premiére
qui est différente de zéro et que, la forme quadratique fondamentale de
I'espace S,, est (21)2 4 ... (2?72

Faisons la représentation habituelle de 1’espace K, sur I’espace S; .,
de maniére que,'image d’un point 4 (vecteur a) quelconque de 1’espace K,
aux coordonnéses non-homogénes A'— A'+i.42, ..., A7= A | i 4?7
(aux composantes a'=a' +ia% ...,a" = a?""1 + ia?"), les A, a étant
réels, soit dans I'espace S;, le point (le vecteur) dont les coordonnées
non-homogénes (composantes) sont A, ..., 4*"(al,..., a®").

Nous allons indiquer quelques propriétés de la représentation en
question. Pour cela nous la désignérons par 3R et nous introduisons les
deux espaces linéaires 4 r — 1 dimensions, complexes conjugués et situés
sur la quadrique absolue de I'espace S;,

at —]— i = O, xt —ix? = O,

221+ 2" =0, 221 — gt =0,

qui se présenterons en relation avec R. Nous appellerons ces deux espaces
espaces absolus de la représentation oR.

La représentation & définit une correspondance biunivoque entre
les points des deux espaces et aussi une correspondance biunivoque entre
les vecteurs des deux espaces. L’image d’un systéme linéaire de vecteurs
4 un paramétre la (=4, + ¢1;) est un systéme linéaire de vecteurs &
deux parameétres réels i;, 1, aux composantes A;a**—!'—A,a% Aia?* 4
+ A02%1 k=1,...,7r. On voit que, ce systéme & deux parameétres est
le systéme linéaire de vecteurs ayant pour base les images, dans la re-
présentation R, des deux vecteurs a, iq. Les images en question sont
linéairement indépendantes. Il en résulte que, 'image, dans la représen-
tation R, d'un point A linfini de l'espace K, est une droite 4 D'infini
de lespace S;,. On vérifie facilement qu’une telle droite, prolongée dans
le domaine complexe, coupe les deux espaces absolus J, 3 de la représen-
tation N et inversement, si une droite & l'infini de I'espace S, ., prolongée
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dans le domaine complexe, coupe les deux espaces en question, elle est
I'image, dans la représentation R, précisément d’un point & l'infini de
I'espace K. L’espace de points & linfini de I’espace K, se trouve done
représenté, par N, biunivoquement, & la congruence de droites de I'espace
Ssr, lesquelles, prolongées dans le domaine complexe, coupent les deux
espaces absolus de la représentation R (congruence absolue). Il est facile
de voir que, par tout point & l'infini de I’espace S, il passe précisément
une droite de la congruence absolue.

13. Soient a;, k=1, ...,m, des vecteurs de I'espace K, linéairement
indépendants. On voit facilement que, les 2 m vecteurs de l'espace S;,,
qui correspondent, dans la représentation 31, aux vecteurs a; et ia, sont
linéairement indépendants. Il en résulte que, aux m points & I'infini de
I'espace K,, déterminés par les vecteurs a;, correspondent, dans la re-
présentation 3, m droites de la congruence absolue indépendantes c’est
4 dire appartenent 4 un espace linéaire §,, ; &4 2m — 1 dimensions.
Désignons par t,,_; 'espace linéaire & m — 1 dimensions contenant les m
points & l'infini’ en question de l'espace K,. A tout point & l'infini situé
dans l'espace d,_; correspond, dans la représentation R, une droite de
la congruence absolue, située dans l'espace §,,_,. En effet, tout point
4 'infini situé dans l’espace f,,_, peut étre déterminé par un vecteur tel que

—lla, ... Lima,,

Posons, pour j, k=1,...,m, b* =34 i3, af=a 1 | ja?k
IF = A%%-1 L iA%% les a, @, A étant réels. La formule précédente entraine

fRr—t = Ale 2R Q22 . AZm—lq 2Rl Jimg 2k

B2 = g2 | A2 2R~1 _|_ oo ARl 2k A2mg 21

On en voit que, les deux vecteurs de 'espace S,, qui sont les images,
dans la représentation R, des vecteurs b, ib sont des combinaisons liné-
aires des vecteurs-images de a, et ia; et cela suffit pour la démonstration.
On constante aussi facilement que, par tout point de l'espace 8,,_, il
passe précisément une droite de la congruence absolue située dans I’espace
S3m—1 et cette droite correspond, dans la représentation S 4 un point
4 linfini de l'espace K,, situé dans l'espace #, ;. Au sujet de I’espace
Sym—1 Dous disons qu’il est I'image, dans la représentation 3R, de l'espace
3, _;. Remarquons que, inversement, si un espace linéaire Sy,,_; 4 2m — 1
dimensions, situé dans I’hyperplan & linfini de I’espace S,,, jouit de la
propriété que, par tout son point il passe précisément une droite de la
congruence absolue située dans l'espace &,,_;, cet espace est l'image,
dans la représentation R, d’'un espace linéaire H,_; &4 m dimensions
situé dans I'hyperplan & linfini de I'espace K,.

Soit 4 un point quelconque dans l'espace K, et considérons un
espace linéaire K,, & m dimensions (1 < m < r) passant par 4. Cet espace
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coupe I’hyperplan & l'infini dans un espace linéaire &, _, & m—1 dimen-
sions. Soit S,,, I'espace linéaire &4 2m dimensions contenant 'image 4
du point 4 et I'espace linéaire S,, , qui est 'image, dans la représen-
tation R, de I’espace 3, ,. En reprenant la notation de tout & I'heure
on voit qu'a tout point B de I'espace K, correspond, dans la représen-
tation N, un point B de l'espace S,, défini par les formules telles que

B2k 1 A2k—1+lla12k—1_12a12k_I__..._I__ l?m—la 2k—l_):!ma 2k’
B AR Mk Ba Rl A2m gtk L Q2w Yk
(k:],...,'r).

Ces formules montrent que, les deux espaces K, et S;,, se correspondent,
en ce qui concerne les points, biunivoquement. En ce qui concerne les
points a l'infini de I’espace K, ces points & l'infini correspondent, natu-
rellement, d’'une maniére biunivoque, aux droites de la congruence absolue
situées dans l'espace S,,. Au sujet de I'espace S,, nous disons qu’il est
Pimage, dans la représentation SR, de I’espace K,. Remarquons que,
inversement, si un espace linéaire S,,, &4 2m dimensions plongé dans
I'espace S;, et passant par un point .4, jouit de la propriété que, par
toute droite passant par 4 et contenue dans l’espace S, il passe préci-
sément un plan situé dans I’espace S;,, et contenant une droite de la
congruence absolue, cet espace est l'image, dans la représentation xR,
d’un espace lindaire K, & m dimensions.

14. Terminons ces préliminaires par les remarques suivantes. La
représentation R est isométrique. Les deux espaces absolus de la repré-
sentation R n’ont pas été définis intrinséquement du point de vue de la
géométrie euclidienne réelle. Ils représentent plutdt, de ce point de vue,
deux espaces linéaires 4 r dimensions complexes conjugués et situés sur
la quadrique absolue de I'espace S, quelconques. Autrement dit, étant
donné deux espaces linéaires & » dimensions complexes conjugués et situés
sur la quadrique absolue de l'espace S,,, il existe une substitution ortho-
gonale réelle qui fait déplacer les deux espaces aux deux espaces absolus
de la représentation . Remarquons aussi que, le groupe & (» + 1)* — 1
parameétres de déplacements euclidiens dans S;,, qui est associé, par la
représentation 3, au groupe total de déplacements de l'espace K,, est
le sousgroupe du groupe total de I'espace S;, & (27 4 1) paramétres,
caractérisé par la propriété de conserver les deux espaces absolus.

4. Surfaces caractéristiques des courbes analytiques.

15. 1l s’agit, dans la suite, des surfaces de l'espace S, , (c’est & dire
des surfaces plongées dans l'espace S;, et appartenant & cet espace)
qui jouissent de la propriété locale que toutes les indicatrices de courbure
normale sont des circonférences centrées au point correspondant de la surface.

Considérons une (pi¢ce d'une) surface de '’espace S, jouissant de
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cette propriété. Soit M un point quelconque de la surface et désignons
par R Rs... R, (>0), k=1, ..., — 1, les rayons des différentes indi-
catrices de courbure normale au point M. D’aprés les formules ) I; (49),
(50) on peut faire correspondre au point M un repére formé de 2r
vecteurs unitaires rectangulaires ey, . .., ey, dont les composantes vérifient
les équations différentielles de la forme suivante

AM =1 (w, —iwy) (e, + i) + § (0, + i0;) (e — ieg);

@ (2r—1 + f€3) = — Br—1 (@1 + i 0s) (2r—s 1 P€ax—2) —
—i0gxy, 21 (€21—1 + F€22) + Bi (0, — i0y) (e2r41 + €1 +te)s (40)
d (62]‘ 1— ieg k) _— — Rk—l ((01 — Z.COQ) (egk_g —_— iegk_g) +

=+ iwzk—:, ok (6’21:—1 — iezk) + By (w1 + ’iwz) (€2k+1 -— iesk—|—2)7
*k=1,...,r;Ry=R,=0),

les w étant des formes pfaffiennes en deux variables indépendantes.
D’aprés les formules I; (4), (1) ces formes vérifient les relations quadra-
tiques suivantes

(0 + i) = * i[(0; + i0,) 0] ;5
0'33—g, 36 = ¢ (B 2— B [(00y + i0,) (@0, — 103)];

[ + 09 (g

— 10, + Wor—1, 2k — Warty, 2k+2)] ZO; (41)

. dR i
[(0, — iwg) (T:‘ + 1019 + Ogr—1, 22 — P21, 3043)| =0,
(k=1,...,7r5Ry=R,=0),

les formules qui résultent des deux derniéres relations pour %= r étant
4 supprimer. Remarquons que, tout repére de cette sorte est tel que, le
plan (M ;esr—,, €5) coincide, pour k=1, avec le plan tangent et pour
k>1 avee le k— l-itme plan principal de la surface au point 2.
L’espace linéaire 4 24 dimensions (I ;ey,...,e;;) coincide avec I’espace
osculateur d’ordre j de la surface au point M, j=1,...,r. Pour la com-
modité du language nous appelons, dans la suite, le plan tangent d’une
surface quelconque, en un point M de la surface, le O-iéme espace
principal de la surface au point M.

En comparant les formules (41) avee (17) on voit que, pour toute
surface de l’espace S,, jouissant de la propriété considérée, on peut
choisir les variables indépendantes z, y suivant les formules

2
Wy = (er—1R2r—2 oo .R,- 1) r(r+1) dx; (42)

3
Wy =— (er—l Rg'l'—-ﬂ v R,-_l)— r(r+1) dy;

7) V. la remarque 2).



@y + O3 + - oo + War—y,3,= 03

3longdx_ dlog R,
oy oz

(k=1,...,r—1).

dy. (42

w1 -+ 0y k—1, 9k — WDgaxt1, k42—

Avec ce choix des variables indépendantes les fonctions R, satisfont
au systéme d’équations différentielles partielles (34).

16. Nous aurons & considérer, dans la suite, des relations d’incidence
entre des espaces linéaires réels et des espaces linéaires complexes. Etant
donné d'une part un espace linéaire réel S, plongé dans l’espace S,
défini par exemple par une formule telle que

X=M-+2z'e;+ ... +2"e,,

les 2* étant des variables réelles indépendantes, et d’autre part un espace
lindaire complexe I, nous disons que, les deux espaces S et I se coupent
s, 'espace S, prolongé dans le domaine complexe par des valeurs com-
plexes des variables z* et 'espace I ont des points communs. Les espaces
complexes que nous aurons i considérer serons du reste surtout des
espaces linéaires & » — 1 dimensions situés sur la quadrique absolue
de I'espace S,,.

17. Voici quelques propriétés de la surface et des repéres considérés
qui découlent facilement des formules écrites au n° 15.

a) Toute courbe tracée sur la surface appartient & un espace linéaire
a r dimensions auw Mmoins,

En effet, les formules (40) entrainent pour m=1,...,» —1, la
relation suivante

artM—=... -+ —% R,R,...R, {(wl—iWQ)m_H (33m+1 + i62m+2) + (43)
+ (w1 —]—' iw2)m+1 (egm+1 -_ iegm_{_g)}.

Si une conrbe 2/, tracée sur la surface, appartient 4 un espace & m (< 7)
dimensions, une relation linéaire identique entre d M, d® M, . . ., d™t! M a lieu
et il n’y a pas de telle relation entre dM,d*M,...,d* M. On a donc
d’aprés (43), R, =0 ce qui est contraire 4 I'hypothése.

b) Il existe deux espaces linéaires fixes & r— 1 dimensions, com-
plexes conjugués et situés sur la quadrique absolue tels que, tout plan
principal de la surface, en chaque point M de la surface, coupe l'un
¢t Uautre d’entre eux.

En effet, d’aprés les formules (40), il existe un espace linéaire fixe
a3 r — 1 dimensions qui contient les vecteurs e,;_, -+ iear, k=1, ...,7,
quelque soit le point correspondant M de la surface. L’espace linéaire fixe &
r — 1 dimensions, complexe conjugué au précédent, contient alors les vec-
teurs egy_; — ie€gr, k=1, ...,7. Les vecteurs ey, + i€, k=1,...,r,
d’une part et les vecteurs e;r_; — i€y, k=1, ...,7, d’autre part sont

9%



8

évidemment isotropes et orthogonaux deux & deux. Par conséquent, les
deux espaces linéaires & » — 1 dimensions en question se trouvent situés
sur la quadrique absolue. Or, % signifiant un queleconque des nombres
1,...,7r, les vecteurs eg;—, t ie;; sont les deux vecteurs isotropes du
k — 1-iéme plan principal de la surface au point .

Il est facile de voir qu’il y a précisément deux espaces lindaires
fixes & » — 1 dimensions imaginaires conjugués et situés sur la quadrique
absolue qui jouissent de la propriété en question. Nous appellerons espaces
absolus de la surface considérée ces deux espaces linéaires privilégiés.

¢) Les espaces osculateurs d’ordre r — 1 d’une courbe analytique quel-
conque, tracée sur la surface, n'ont pas des points communs avec les deux
espaces absolus de la surface.

En effet, imaginos une courbe I/ quelconque, tracée sur la surface.
Il existe, d’aprés a), 'espace osculateur d’ordre » — 1 de la courbe en
tout point M de la courbe. Cet espace se trouve déterminé par les vecteurs
dM,d*M,...,d"M. Or,si l'on écrit, en se servant des formules (40), la
matrice des composantes des vecteurs dM,d*M,...,d"M; e, + iey, ...,
€3,—1 + i€y,, ces composantes étant prises par rapport aux vecteurs
e +iey ... €, i€3,; € —i€3 ...,€9,—1 — i€, on constate immé-
diatement que, la matrice en question est du rang 2+ et cela démontre
la proposition.

d) Envisageons un quelconque des deux espaces absolus de la
surface et nommons — le I, I'autre 7. Pour k=1,...,r, les vecteurs
€s1—1 + ieqx 8e trouvent situés dans l'espace I ou bien dans l'espace I
S’ils se trouvent situés dans 1’espace I nous disons que le repére ey, . . ., €,
est orienté. Si les vecteurs en question sont situés dans l’espace I, les
vecteurs e,; ; — ¢€y; sont dans l'espace I. Si 1’on considére le nouveau
repére, formé des vecteurs e'pr—y = €3x—y, €32 = — €;1, ce repére vérifie
encore les équations différentielles telles que (40) et il est orienté. Par
conséquent, il existe toujours des repéres orientés ey, .. .,es, vérifiant les
€quations différentielles telles que (40). Evidemment, si un repére est
orienté 4 la base du choix de l'espace I il n’est pas orienté A la base
du choix de I'espace I.

18, Nous allons compléter la théoréme b) du n° précédent par le
théoréme suivant:

Pour qu'une surface de Uespace Sy, jouisse de la propriété que, en
chaque point M de la surface, toutes les indicatrices de cowrbure normale
soient des circonférences centrées au point M, il faut et il suffit que 1°
tous les espaces principaux de la surface, au point M, soient des plans 2
il existe deux espaces linéaires fixes d r — 1 dimensions, complexes conju-
gués et situés sur la quadrique absolue tels que, tout plan principal de la
surface, au point M, coupe U'un et Vautre d'entre euz.

Imaginons, en effet, une surface de 1’espace S, jouissant des deux
propriétés 1° et 20, A chaque point M de la surface associons 2 r vecteurs
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rectangulaires unitaires e;;—;, €2 (k=1,...,7). Nous avons les formules
telles que I; (1), (2), (3), (4) pour ¢ — O, » = 2. Faisons, plus parti-
culitrement, le choix des vecteurs e de maniére que, pour k—1,...,7r,
les vecteurs eg; 1, € soient dans le £ — 1-iéme plan principal de la
surface au point M. Ce choix entraine des formules telles que I; (33),
(34), (35) écrites avec » 27, m = r — 1. Différentions entre eux les
deux espaces fixes 4 » — 1 dimensions, dont I'existence se trouve postulée
par 2°, et nommons l'un d’eux I et I'autre I. Pour k=1,...,r les deux
vecteurs ey _; 1 e, sont, évidemment, les deux vecteurs isotropes du
k — 1-iéme plan principal au point M. Par suite, d’aprés la propriété 2o,
I'un d’entre eux se trouve contenu dans l'espace I, I'autre dans I. En
changeant au besoin l'orientation du vecteur ey, on s’arrange que, le
vecteur e;;_; + ey est contenu dans I'espace I et le vecteur e3;—y — ieys
dans l'espace I. Or, l'espace I par exemple, étant fixe, on a une relation
de la forme

d(esx—y T tear) = Dyy (€3 + i) + ... + Bpr (€a7—1 + P€3,),
les & signifiant des formes différentielles complexes qui s’expriment au
moyen des @ suivant les formules
War_1,2i—1 | (02r,90-1 = Drs5 Wap—y,01 + (W11, 9: == iy,
rI1—1,...,7.
En éliminant les & et en écrivant les relations analogues complexes

conjuguées on voit que les relations suivantes on lieu

@3r—1,2: 1 wzk,2z—1=O,
Wgp—1, 21—1 — W3z, 9: = 0. k1=1,...,1).

(44)

Ces relations se réduisent, en vertu des formules I;(2), (35) aux suivantes

Wor—1, 9x-+3 T Daz, gxt+1 = 0,
(45)
War—1, 2041 — Dor, 2042 = 0. k=1...,7r— 1).

Cela étant, écrivons les relations I; (33) sous la forme suivante

Pr—p, 22—, p. D2r—1, o +}'k—p., 3r, p Dox, 0 =
= Prt1—p, @, p O1 T Pr—p, a, pt1 025 (46)
k=1...,r—1;u=0,.. ,k;ea >2k 4 1)
Pro=1;p120= 03570011 =035 p¢21 = L.
I1 en résulte pour ¢ =2k 41,2k 4 2, en vertu de (45)

Pr—p, 2k—1, p. Vor—1, 2541 —I’J)k—p, ok, p O3, 2241 —
= Pr1—p, 241, p @D -+ Pr—p, 8x41, p41 @3y

Pr pr,p Pax—1, 2x+1 — Pr—p, 2k—1, p, D21, 2541 —
= Prt1—p, 2242, p D1 +})k—p., 2x4-2, p41 Way
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ou bien

‘(J)gk—p, 8k—1, + ng—p., 3K, p.) Wox—1, 2%+1 =—
= (})k—p., 2k—1, p » Prt1 p, 2k, p +]’k B, 2k g Prd1—p, 2242, p.) w; -+
-+ (j)k—p, 2k—1, pb * Pr—p, 2kt1, pt1 T Prp, 28, p - Pr—p., 2k43, p.+1) W3,
(PP, 20—1, p T Plr—p, 2k, ) Doz, 201 = (47)
= (,Pk—p, 3k, m o Prti—p, ek d1, o= Pr—p, 22— 1, o« Prd1—p, 2kt p.) 0y +
+ (})k—p, 2k, o © Pr—p, 2%+1, pt1 —— Pr—p, 22— p © Pr—p, 242, p-+1) Ws.
k=1,...,r—1; u=0,...,k).

Je dis que, ces formules entrainent les relations suivantes

Prt1—8y, 21, 3y = Prd1-2v 1, ak+e, 2vi1 = (— L)Y Dty snt1, 00

Prii—2y, 2kt 29 = —Prt1—8vE, 2ktt, 2vh1 = (— 1) Prts, orge, 00 (49)
E-+1
k=0,...,7—1;v=0,..., [T])’
les lettres p, dont le premier indice égale 4 — 1 étant & supprimer. En
effet, d’aprés (46), les relations en question sont exactes pour k¥ — O.
Soit alors 1< j<r —1 et supposons les relations (48) remplies pour
k=0,...,j—1 et montrons qu’elles restent encore remplies pour & — j.

Or, les relations (48) écrites pour k1 =_j — 1 sont

Pi—gv,8j—1, 8y = Pj—avii, 2j, avi1 = (— 1)V Pj,8)—1, 00
Py 2y, 85,2y = — Pi—avii, 2j—1, av+1 = (— 1)V 2} 25, 0 (49)

=0 [,

les symboles p, dont le premier indice égale & —1 étant & supprimer.
Il en résulte

Plimev, 21,0y T P icay, 2i ey =P80, 251, 291 T PP—eutr 0,200
=P 2i-1,0 9250
et par conséquent
Pliprimt,p P e p =05 2,0 T P2j 0. (B=0,...,7).
Cela étant, les formules (47) donnent (4 =0,...,5)

Pimpo 25—, po + Pit1 2t p T Pimp i p - Piti—p, sjte, p =
=P, 2j—1,0 « Pit1,341,0 T Pj, 3j,0 « Pst1, 2i+2, 0

FPi w2ip s Pitr pejt,p — Pi—p 2i—1, 0 Piti—p, 24, p T
=Pi 250 - Pit1, 2541, 0 —Pj 2j—1,0 - P41, 241, 00

P op2imt, g Pimp 2541, pbt T Picp 24, g+ Pi—ps, 2748, ph1 =
=P, 2j—1,0 - Pi,2j+1,1 1 Pj, 25,0 « Pi, 2ite, 15

Li—p 2y o Pimps 241, pt1 — Pj—p, 2j—1, 0 + Pi—p, 2 j42, pt1 =
=P, 2j,0 - Pi,2i+1,1 — Pj, 2i—1,0 - Pi,2j+e, 1y
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et ces équations peuvent étre condensées dans les suivantes (1 =20, ...,)

(Pimp, 851, 1 F Pimp, 2, p) Pitr—p, 241, 0 — Pita—p, 248, p) =
= (Pj,2j—1,0 + 8P, 3),0) (Pjd1, 241, 0 — Pjt1, 3542, 0)s

(Pi—pa2j—1, p. 1 0Pp; w2 1) (Pi—p, 241, pt1 — Pip, 2 j4e, pt1) =
= (p.h 2.)"—1» 07 + ZJJJ, 2j1 0) (j)h 2j+1: 17 2})11 2j+2; 1)'

Ecrivons ces formules séparement pour u —=2v et £ =2» 4 1 et appli-
quons les formules (49). Nous trouvons

(}’j, 2,—1,0 ‘f‘ 2:}7;', 2/, o) (}’H—l—z v, 21,2y — ";pi+1—s v, 249, 2v) -
= (— 1) (Pj,2j=1,0 T P, 2), 0) (Pjt1, 3541, 0 — Pjk1, 2542, 0)s
(Pi, 2—1,0 1 ), 24,0) (Pj1—8v, 8741, avH1 — Pip1—2vF1, 242, 2vb1) =
=(— 1) (}’j, 2j—1,0 T iP),2j,0) (ﬂj, 2j41,1 — P, 25+s, 1), (50)
i (Pj,2—1, 0 + 1P, 25,0) (Pir1—5953, 241, avh1 — EPip1—vid, 248, 2v41) =
= (— 1)V (pj,95-1,0 T 9 2j,0) Pit1,2/41,0 — Pit1,3542,0)
i(Pi2j 10+ )90 (Pi1—3973, 241, a9+ — Pjt1—2viz 2j4e, 2vts) =
= (— 1) (Pj,2j—1,0 + P, 2j,0) P, 21,1 — 1), 2j48,1)

¢=0,...,[L],

les lettres » dont le premier indice égale 4 —1 étant & supprimer
Les deux membres de chacune de ces équations contiennet le facteur
D)3 1,0 T @9, 2)0- Ce facteur est différent de zéro. Cela résulte, en effet,
pour j — 1 immédiatement des formules (46). Pour 5 > 1 la proposition
contraire entraine, d’aprés (49),

Pimpy 21, 0 =Pjp, 2j,p. =0 (@=0,...,))

de sorte que, d’aprés les formules I'; (34) l'indicatrice de courbure normale
d’ordre j — 1 de la surface au point J n’existe pas; cela est absurde,
car j— 1< r— 2 et on a, au point M, d’aprés I’hypothése, » — 1 plans
principaux de la surface et alors les indicatrices de courbure normale
d’ordres < r— 1 existent. Cela étant établi, les formules (50) donnent

Pit1—2v, 254189 = Piti—avts, 254, avh = (— 1) Pit, 249,00

P it 1—EvF, 2 j+e,avH1 = — Pit1—wu18, 254,20t = (— 1) P, 249,15
Piti—2v,2ite, 2y = — Pit1—Fv, 2 541, 2v1 = (— 1)Y Pits, 2542, 05
Pitt 2v1, 241, 2v+1 = Pjt1—2vie, 2 jte avte = (— 1) Pj 2 i, 10

(”=0’ 7[‘;1);

les lettres, p dont le premier indice égale & — 1 étant & supprimer. Or,
on voit sans peine que, ces derniéres relations ne sont pas autres que
les relations (48) écrites pour k —j. Les formules (48) se trouvent, par
conséquent, établies.
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En vertu des formules (48) on peut écrire les équations paramétriques
de lindicatrice de courbure normale d’ordre ¥ (=1,...,7 —1), en
chaque point M de la surface, d’aprés I; (34), sous la forme suivante

k1
[ 2 ] k—l—l E1s -
Xo xt1 =};k_|_1,2k+1,0v_2_:') (— I)V( 92y ) cos VO .sin?O —
M
2

— Pt onde,0 Z (- 1) (ijjrll) costH—#vF1 @ | sin?v+1 O,
v=0
7]

Xorte = Prta, sht2,0 & (— 1) (k;; 1) cos*+=2v @ , sin?Y @ +
v o

k
[2] k + 1 o L
+ Prya, 201,02 (— 1) ( ) coskHi—2vti @ | sin?vt! @),
’ vy 0 29 - 1
et ces équations ne sont pas autres que les suivantes

Xokt1 == Prt, 2+1,0 €08 (B + 1) @ — Py, 2249, 0 8in (K + 1) 6,
Xawte = Prt1, 20420008 (b + 1) O 4 prgy,2041,08 (K + 1) O.

Il en résulte

X211 + XPorte =]’2k+1,2k+1, 0 +}’2k+1, 2712, 0° k—1,...,7r—1).

Par conséquent, toutes les indicatrices de courbure normale, en chaque
point 3/ de la surface, sont des circonférences centrées au point A,

19. Toute surface plongée dans I’espace S;, telle qu’avec un systéme de
référence convenable, elle est I'image, dans la représentation S8 (n° 12),
d'une courbe analytique plongée dans I’espace K,, sera appelée, dans la
suite, surface caractéristique de la courbe analytique correspondante.

Cette définition des surfaces caractéristiques entraine, évidemment,
celle de surfaces de Riemann qui a été donnée par K. Kommerell dans
un Mémorie classique®) pour les courbes analytiques planes. Les notions
et raisonnements précédents nous mettent en possibilité d’étendre plusi-
eurs résultats an sujet des surfaces de Riemann en question, dus & l’il-
lustre géométre ainsi qu’a d’autres auteurs ultérieurs, au cas d’un espace
4 nombre quelconque r (>>2) de dimensions et de les compléter dans
différentes directions. Evidemment, les équations de toute surface caracté-
ristique d'une courbe analytique peuvent étre mises sous la forme suivante

xSk—I: Uk (x, y)’ x?k:Vk (x’ y) (k: 1,..-, 7’)

les U*, V* étant des fonctions harmoniques associées, c¢’est & dire satis-
faisant aux équations différentielles de Cauchy-Riemann

8) K. Kommerell, Math. Ann., T. 60, 1905, p. 548.
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oU*_3Vk dU*_ 3VE
9z 9%y’ 9y = 0z’

(51)

20. Parmi les surfaces caractéristiques les plans caractéristiques
sont les plus élémentaires. Ils n’ont pas cependant aucun intérét car, d’apres
la définition adoptée, tout plan dans I’espace S,, est caractéristique. Il en
est de méme pour des figures plus compliquées consistant de plans, qui
ne sont pas différentiées entre elles par la condition que les plans de la
figure soient caractéristiques. Ainsi, par exemple, toute figure consistant
de » plans mutuellement orthogonaux et passant par le méme point de
I'espace peut étre déplacée de fagon que, tout plan de la figure, dans
la nouvelle position, satisfait aux équations telles que (51). En effet,
considérons par exemple 7 plans orthogonaux passant par l'origine. Pren-
nons dans chaque plan II, (¢ 1,...,7) deux vecteurs unitaires et
perpendiculaires e;;_1, €, fixes. Tout point X du plan IT, est de la forme
X  zeyr—; + yeqr. La transformation orthogonale

X' X, X? ]X,..., X 1=, |X, X?=e,|X,

le symbole | signifiant le produit scalaire, fait déplacer le plan II, dans
le suivant
Xt=X"=...=X"*2=0; X'irl=g XM=y,
Xkt — = X"r =,

et ces équations sont de la forme requise. La chose change d’aspect s'il
s'agit de figures consistant de plus que r plans soit par exemple de
variétés continues de plans. Pour qu’une variété de plans puisse étre
déplacée de fagon que, tout plan de la variété, dansla nouvelle position,
satisfasse aux équations telles que (51), il faut que tous les plans de la
variété coupent deux espaces linéaires fixes & » — 1 dimensions, complexes
conjugués et situés sur la quadrique absolue. Car tout plan de la variété,
dans la nouvelle position coupe les deux espaces absolus 3, 3 de la
représentation SR (n°12). Inversement, si une variété de plans jouit de
la propriété en question, elle peut étre déplacée de fagon que, tout plan
de la variété, dans la nouvelle position, satisfait aux équations telles
que (51). Il suffit, en effet, de déplacer la variété de maniére i faire
confondre les deux espaces lindaires fixes & » — 1 dimensions avec les
deux espaces absolus 3, & de la représentation R.

Appelons une variété de plans caractéristique si elle peut étre
déplacée de fagon que, tout plan de la variété, dans la nouvelle position,
satisfait aux équation telles que (51). Le théoréme du n° 18 peut s’énoncer
alors de la maniére suivante:

Pour qu'une surface de Uespace S,, jowisse de la propriété que,
en chaque point M de la surface, toutes les indicatrices de courbure
normale soient des circonférences centrées au point M, il faut et il suffit
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que, les différentes variétés d’espaces principaux de la surface soient des
variélés caractéristiques de plans.

21. Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Pour qu'une surface de Uespace S,, soit une surface caractéristique
d’'une courbe analytique de Vespace K, il faut et il suffit que, en chaque
point M de la surface, toutes les indicatrices de courbure normale soient
des circon férences centrées au point DI

Dans la représentation R Uimage de la §j — 1-iéme normale (1 < 5 < 7)
de toute courbe analytique de Uespace K,, dans son point P quelconque,
est le j — l-ieme plan principal de la surface caractéristique correspon-
dante auw point M, M étant Uimage du point P; Uimage de Uespace oscula-
teur d'ordre j de la courbe au point P est Uespace osculateur d’ordre j
de la surface au point M. La j-ieme (1< j<r—1) courbure scalaire
de la courbe au point P étant R;, le rayon de Uindicatrice de courbure
normale d’ordre j de la surface au point M est By R,,...,R;

Pour démontrer, considérons dans I'espace K, une courbe analytique
P quelconque, appartenant & cet espace et désignons encore par R;
(k=1,...,7—1) ses courbures scalaires. Il existe » vecteurs rectangu-
laires unitaires n, tels que, pour chaque point P de la courbe on a les
formules (15). Posons, pour les coordonnées non-homogénes du point P
et pour les composantes des vecteurs a,

P——U+ZV, nkzuk—'é'vk, (k:O,...,r-—l),

les U, V, u, v, étant réels. Les coordonnées non-homogénes d’un point
mobile I sur la surface caractéristique correspondante sont alors UL V1,. . .,
Ur, V7. L'image, dans la représentation R, de la k-iéme normale de la
courbe au point P,k=0,...,» — 1, est le plan contenant les deux
vecteurs linéairement indépendants u,!, — v;!, ..., w", — v etvl, wl, ...,
v, u,"; I'image de l'espace osculateur d’ordre (1< )j (<) de la courbe,
au point P, est 'espace linéaire & 2 j dimensions contenant les 2 j vecteurs
linéairement indépendants, qui en résultent pour £t =0,...,j — 1.

D’aprés (15), les fonctions U, ¥, u, v, satisfont au systéme suivant

AU =ow'uy+ 0 v,

duk — —Rk w! Ur 1 + .Rk w? Vie—q + o* v: + Rk+1 w! Ur41 -+ Rk+1 w? ’l)k+1,
AV = w?uy— o' v, (52)
d?)/c _—— Rk w? Up—1 — R,,, o' Up—1— w* VU — Rk+1 w? Urt1 + Rk+1 o'l Urt1y

(k=0,...,r—1; BR,=R,=0),

les formes pfaffiennes w, & vérifiant les relations (16), (17) et les lettres
4, v dont l'indice égale & — 1 ou # étant & supprimer.

Considérons d’autre part le systéme suivant
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dM = w'e, + o’ ey,

degrys = — Bp0' €3y + Bro® e + 0% o149 + Bryy 0 €225 +
F Bt @ €arpgs (53)
d€2k+g - — .Rk w” €rp—13 — Rk w1 Cor — w* egk_H _ Rk+1 w® €2k+3 —‘—

4 Rit1 @' €324

les w, @, B étant les mémes que dans les formules précédentes et les
lettres ¢ doni l'indice surpasse 27 étant & supprimer. Ce systéme définit,
d’aprés (40), une surface de l’espace S;,, dont toutes les indicatrices de
courbure normale sont des circonférences de rayons E; R,,..., R, (k =1,
..., — 1), centrées au point correspondant I}, et pour tout point M
de la surface un repére ey,...,e,,. Ce repére est de sorte que,le plan
(M ; e3341; €3249), k=0, ...,7 — 1, est le k-itme plan principal; Iespace
linéaire (M ;ey, ...,e3;),5=1,...,7, est l'espace osculateur d’ordre j
de la surface au point M.

Or, d’apreés les formules écrites dans les deux premiéres et la derniére
ligne de (52) on voit d’abord r intégrales indépendantes du systéme (53):

M= Ul, 32k+1z:u1, 32k+2l='vkl. (l: 1,. ooy 7’).

De plus, d’apres les formules écrites dans les deux derniéres et la seconde
ligne (52) on voit d’autres intégrales indépendantes:

M=V, egpps' = — v, egpqs’ = ¢=1,...,7)

et les 2 r intégrales en question sont indépendantes, car les vecteurs n
les sont. Nous trouvons ainsi un systéme fondamental d’intégrales du
systéme (53) qui est formé des fonctions

(2) u, vy...,U, Vr;
(eart1) we'y — vy m, — 0 (54)
(egk+2) Ukl, %kl, ey ’Uk", u;".

Or, d’'une part, comme nous l'avons déja remarqué, les fonctions (M)
sont les coordonnées non-homogénes d’un point mobile M sur la surface
caractéristique, 'image, dans la représentation &R, de la courbe analytique
considérée P; le plan (M ;egrty) €2043), k=0,...,7 —1, est I'image
de la k-idme normale de la courbe au point P; l'espace linéaire & 2j
dimensions (M;ey,...,e;), 1 <j<r, est 'image de I'espace osculateur
d’ordre j de la courbe au point P. D’autre part, la surface, lieu du
point M, jouit de la propriété que, en chaque son point I toutes les
indicatrices de courbure normale sont des circonférences de rayons
B R,...R,k=1,...,r—1, centrées au point I ;le plan (M; €351, €22+3),
k=0,...,7r—1, est le k-iéme plan principal de la surface au point M ;
I'espace lindaire (M ey, .. .,e5;), 1 < j<r, est l'espace osculateur d’ordre
J de la surface au point M.
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Il ne reste qu’a démontrer que, toute surface de l'espace S,,, qui
jouit en ce qui concerne les indicatrices de courbure normale des propriétés
énoncées dans le théoréme, est une surface caractéristique d’une courbe
analytique de l'espace K,. — Considérons donec, dans S;,, une surface
appartenant & cet espace et jouissant des propriétés en question. Pour
chaque point 37 de la surface il existe 2 r vecteurs rectangulaires unitaires
e tels, qu'on & les formules telles que (53), les formes w, & vérifiant
les relations (16), (17). Formons avec les w, @ et les fonctions I ainsi
définies les équations (52) aux fonetions inconnues U, V, u, v. Le systéme
de ces équations est complétement intégrable et, comme il est équivalent
4 un systtme de la forme (15), il posséde un systéme fondamental
d’intégrales U, Vi, wl, vl (k=0,...,r —1;1=1,...,7) tel que, chaque
fonction U+ iV* est une fonction analytique f* (#) d'une variable com-
plexe z et la courbe analytique f*(2) appartient & l'espace K,. Le systéme
de fonctions (54) formé avec les intégrales U V¥, w/, v’ en question
est alors un systéme fondamental d’intégrales du systéme (15). On peut
done choisir dans Iespace S;, un systéme fixe de référence de manitre
que la surface considérée soit I'image, dans la représentation 3R, de la
courbe analytique f*(2).

22. D’aprés le théoréme du n° 18, M/ étant un point queleconque
d’'une surface caractéristique de l'espace §,,, il passe, par M, r plans
principaux correspondant de la surface qui coupent deux espaces linéaires
fixes I, I & r —1 dimensions, complexes conjugués et situés sur la qua-
drique absolue. Les # points d’intersection de ces plans avec un quelconque
de ces deux espaces, soit J, sont évidemment indépendants et par consé-
quent ces points et le point M déterminent un espace linéaire complexe
4 r dimensions passant par I. Les deux espaces linéaires & » dimensions
ainsi définis sont manifestement complexes conjugués et leur point d’inter-
section est précisément le point /. Il en résulte que, toute surface
caractéristique de l’espace S,, est le lien des points d’intersection des.
espaces complexes conjugués i r dimensions appartenant & deux variétés.
complexes conjuguées d’espaces linéaires & » dimensions passant respec-
tivement par les deux espaces I, I et dépendant analytiquement de deux
variables réelles.

Nous allons préciser cette observation par le théoréme suivant:

Pour qu'une surface de Uespace Sy, soit caractéristique il faut et
il suffit qu'elle puisse étre déplacée de maniére que, dans la nouvelle
position, la surface soit le liew des points d’intersection des couples d’espaces
linéaires a r dimensions, complexes conjugués et tels que les espaces de
chaque couple appartiennent d deux variétés complexes conjugues d’espaces
lindaires a r dimensions passant respectivement par les deux espaces
absolus de la représentation R et dépendant analytiquement d’une variable
complexe z resp. z.

Soit, en effet, #;z!,...,2%" un systéme de coordonnées homogénes
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dans l'espace S;, tel que, les points resp. les points & I'infini de I'espace
soient caractérisés par la valeur 2 =1 resp. £ = 0. Tout espace lindaire

4 r dimensions passant par l'espace absolu Jd:z—a' fiz?=.....
2?1 | ix®~ =0, par exemple, peut étre ecrit sous la forme
1 — al ¢ o 00 — ar ,

les o étant des constantes convenables. Par suite, deux variétés quel-
conques complexes conjuguées d’espaces linéaires & » dimensions passant
respectivement par les deux espaces absolus 3, 3 de la représentation R
et dépendant analytiquement d’une variable complexe # resp. Z peuvent
étre écrites sous la forme suivante

z '+ ixd . ¥ | jalr
1 frte) — 7 [
i xl_z'x‘a‘— _xﬂr—l_z'x?r
1 i) e

les f et f étant des fonctions analytiques de la variables complexe # resp. .
Deux espaces linéaires & » dimensions complexes conjugués appartenent
& ces variétéds sont déterminés par des valeurs particuliéres complexes
conjuguées z et z et ils se coupent dans le point

d= P @+ @) B=gs P O —F e

1 1 (55)
B = @)+ 1 @) & =53 A () —f ()
Il en résulte la proposition.

23. Les formules (55), si I'on y considére # et Z comme variables
indépendantes, prolongent la surface caractéristique correspondante dans le
domaine complexe. La surface est douée alors de deux familles de courbes
complexes privilégiées lesquelles on obtient en donnant & la variable 2
ou bien z des valeurs constantes. On voit immédiatement que les deux
familles de courbes sont précisément les courbes minima de la surface.
Considérons par exemple cette famille dont les courbes sont déterminées
par différentes valeurs constantes de la variable z. On voit que, par tout
point I de la surface il passe précisément une courbe de la famille
considérée et cette courbe se trouve contenue dans un espace linéaire
4 r dimensions passant par l'espace absolu 3, Comme la surface est
supposée d’appartenir & l'espace S,, la courbe en question appartient
4 lespace en question. Les formules (55) mettent en évidence que, les
deux familles de courbes forment un réseau conjugué de courbes et la
suite de transformées laplaciennes de ce réseau dans un sens et dans
Iantre se termine aprés la premiére transformation.
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Nous trouvons ainsi le théoréme suivant:

Toute surface caractéristique de Vespace Sy, peut étre déplacée de
mawiére que, dans la nouvelle position, les courbes minima de la surface
prolongée dans le domaine complexe, sont des courbes analytiques situées
et appartenantes & des espaces linéaires & r dimensions passant par les
deux espaces absolus de la représentation R et les courbes en question
forment un réscau conjugué dont la suite de transformées laplaciennes
dans un sens et Uaulre se termine aprés la premiére transformation.

Ce théoréme entraine que, foute surface caractéristique de Uespace
Sy, est une surface minima?).

24. Les considérations qui vont suivre sont congues de maniére
4 aboutir & une généralisation d'un théoréme de M. Levi-Civita d’aprés
lequel il passe, par une piéce d’'une courbe analytique réelle quelconque,
dans Despace euclidien & quatre dimensions, précisément une surface,
I'image, dans la représentation SR, d’'une courbe analytique plane. Les
n°* 25, 26 sont préliminaires dans cette direction mais, les résultats
y contenus offrent, peut-étre, aussi en eux mémes de l'intérét.

25. Considérons, dans l'espace S,,, un point I quelconque et r
vecteurs unitaires rectangulaires n, . . .,n,_,. Choisissons sur la quadrique
absolue de l'espace S;, deux espaces linéaires I, I 4 »r — 1 dimensions,
complexes conjugués de maniére qu’ils n’ont pas de points communs
avec les droites isotropes de ’espace linéaire (I ; ny, . ..,m,,).

Remarquons, au premier lieu, qu’il existe des espaces linéaires
I, T jouissant des propriétés en question. En effet, si I’on choisit, ce qui
est videmment possible, » d’autres vecteurs unitaires m; (k =0, ...,r — 1)
rectangulaires entre eux et par rapport aux vecteurs m les s points
complexes 4 l'infini de V'espace S;,, aux coordonnées homogenes m;’ - in,}
d’une part et celles m;} — in,} d’autre part !=1,...,27) déterminent
deux espaces linéaires I, I & r — 1 dimensions jouissant des propriétés
voulues.

Nous ferons usage du théoréme suivant:

Il existe, dans Uespace S,, précisément un systéme de r plans
IT,, ..., I, passant par M, qui jowit des proprictés suivantes:

1° les plans II,, ...,II, sont orthogonaux deux & deux;

2° pour k=1,...,r le plan II; coupe les deux espaces I, I,

3° pour £ 1,...,r, le vecteur m._, se trouve situé dans Uespace
linéaire (M ; 114, . . ., IT).

Nous omettons la démonstration de ce théoréme car elle s’effectue,
sans aucune espéce de difficultés, par des considérations élémentaires.

Pour k=1, ...,r choissons dans le plan IT, deux vecteurs unitaires
rectangulaires e;;_,, €5 issus du point . Envisageons un quelconque
des deux espaces linéaires 4 » — 1 dimensions et nommons — le I, 'autre

" V. 3) p. 66.
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alors I. Pour k=1,...,r, les deux vecteurs ey;—; + iey: étant isotropes
ils déterminent les deux points d’intersection & I'infini du plan IT, avec
les deux espaces I, I. En changeant, au besoin, 'orientation du vecteur ey,
on s’arrange que, le point & I'infini déterminé par le vecteur ey, + iexs
se trouve situé dans 'espace I et I’autre dans I. Cela étant, les vecteurs
e, ...,es, constituent un repére qui sera appellé dans la suite, repére
naturel oriente. Un tel repére dépend, évidemment, des données, n,, . . .,n,_;
et du choix de l'espace I. Si l'on a choisi un repére naturel orienté
tout autre repére naturel orienté s'en déduit, manifestement, par des
transformations orthogonales telles que

’ .
€9x—1 =—COB QP41 €3 + 810 @r_q €31y

, .
€'sx = — BI0 @3 €351 T+ COS Py, €3z

(56)

26. Considérons dans l'espace S;, une courbe analytique réelle
appartenant & un espace linéaire & r dimensions au moins. Nous sup-
posons que, tout point de la courbe est régulier c’est & dire que, pour
tout point 3 de la courbe les vecteurs M", M"’, ..., M 27) sont linéairement
indépendants. Soit M, un point de la courbe et désignons par n,...,n,_,
les vecteurs unitaires rectangulaires étant la tangente et les premitres
normales successives, en nombre de » —1, de la courbe au point .
Choisissons sur la quadrique absolue de l'espace S,, deux espaces liné-
aires fixes 4 r— 1 dimensions I, I complexes conjugués de maniére
qu’ils n’ont pas des points commnuns avec les droites isotropes de I'espace
osculateur d’ordre » de la courbe au point M. Cette condition d’inégalité
se trouve alors remplie pour tout point M de la courbe suffisament
voisin au point J{,. Nous ne considérons, dans la suite, qu'un tel voisinage.

Cela étant, associons & tout point M de la courbe un repére naturel
orienté ey, ..., e,, de maniére a le faire dépendre de la tangente n, et
des premieres normales successives ny, ..., n,_, de la courbe au point 2/
et des deux espaces fixes I, I. On a alors les formules telles que

dM =w, e, +wpes+ ... 4 @z, €55, 57)
, 5
de, — Wy ey + Wiz s+ oo + O 50 €34y k=1,...,27) (

les w étant des formes différentielles & une variable qui est le paramétre
sur la courbe. Or, les vecteurs e étant unitaires et rectangulaires deux
4 deux, on a les relations suivantes entre les w

wkl—i—w”"—_—_o. (k,l=1,...,2r) (58)

L’hypothése que, pour k=1,...,7, le vecteur e;;—, |- ie), se trouve
situé dans I’espace I et le vecteur e;x—; — ée,x dans I, les deux espaces I, 1
étant fixes, entraine les relations suivantes entre les w

War 1,21—1 Wir, 217 Wop—1,21 = — W3z, 21—1) (k; I=1,.. ) ”)’ (59)
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c’est ce qu'on démontrs par un raisonnement analogue au celui qui
a conduit aux formules (44). Enfin, ’hypothése que, pour k =1,...,,
le vecteur m,_; se trouve situé dans ’espace linéaire (I; ey, ..., €sz)
s’exprime par les relations suivantes entre les w

(60)

W3k—1,2%48 =+ ++ = W3p_1,9r =0, (L:O,..., r—?;]

w2k,27"+3="':w27(,2r 0, w_uzo; wol:wl

En effet, le vecteur dM étant proportionel an vecteur n, on voit que
les formules (60) sont vraies pour & = 0. Soit alors (0<) j —1 < »—2
et supposons quon a déjh démontré que, les relations (60) sont vraies
pour =0, ...,5 — 1. Le vecteur n;_, étant situé dans l'espace linéaire
(M; ey, ...,e5;) on a pour les composantes respectives, une relation de la
forme H— — &, 61+ o —{—agj_l 82j_1+a2j €1 ;.

D’aprés I'hypothése les deux espaces I, T n’ont pas des points communs
avec les droites isotropes de l'espace linéaire (M; nmy,...,n,._;) Clest
ce qui entraine que, le vecteur n,_, n’est pas situé dans I'espace lindaire
(M; ey ...,e3; 3). Par conséquent, une au moins, des deux quantités
03y, 003 ; est différente de zéro. En différentiant la formule précédente
on trouve, en vertu des formules de Frenet et la supposition que, les
relations (60) sont vraies pour £ O,...,5—1, une relation de la forme

L T {wu—i,zj+1 €241 + oo+ O2j—1,2r 6sr} +
+ 0y {01,941 Cajp1 F -+ o F @200 €20}
& étant une forme différentielle non nulle & un paramétre et ’expression non

écrite étant une combinaison linéaire de ey, ..., e;;. Comme le vecteur n;
se trouve contenu dans l'espace linéaire (J; ey, ..., €;,42) on a

Ogj—1 Wyj—1,2148 1+ ®2j D35, 9;18 — 0,
Ogj—y W3 j—1,2044 T 02j D2j 2044 =0, =4 ...,r—2)

et ces relations peuvent s’écrire, en vertu des formules (59)

Qgj—1 Wgj—1,2048 T O2j D2j,3:48 =0,
— Ogj g @z 9243+ 02, Wz j—1,2045 — 0.
Il en résulte les relations (60) pour k= car, une, au moins, des deux

quantités o ; 5 a,; est différente de zéro.
Cela étant établi on voit que les formules (57) sont les suivantes

dM — w, e, + w;es; tk=1,...,7)
degr—1 = — War—3,2%—1 €2k—8 + Par—s, 2% Cak—3 + Wor_y,2% €3z +
T W3r—1, 2541 €2k+1 T+ Wok—1,9%42 C22+23
degr = — Wyp—3, 2k Can—g — Wak—3, 2k—1 €2%k—2 — War—1,2% €24—1 —
— W3r—1, 2k+t2 €3kt + W2r—1,2k41 Co2rd2



21

et elles peuvent s’écrire, évidemment, sous la forme suivante

AM = } (0, — iwg) (61 - ies) + § (w1 + iw,) (s — iey);
d (€22—1 -+ t€ar) =
= — (@3r—3, 22—1 193 k—3, o) (€1x—3 + t€ar—g) — 09—y, 0% (€2—1 + G€21)
+ (@2r—1, 2041 — Wix—y, 22+2) (2041 T €2242);
. (61)
d (ez k—1 — @327.-) ==
= —(War—s, 2k—1— iW22—_3, 31) (e2k—3 — tea—g) + 109z 1,02 (€2—1 — i'ezk) +
+ (@sr—1, 2041 T Wer—1,20+2) (C2rt1—— ©Carye)- k=1,...,7)

Dans ces formules les lettres w dont le premier indice est inférieur & 1
et de méme celles dont le second indice surpasse » sont 4 supprimer.
Comme les formes @ qui figurent dans ces formules sont des formes
différentielles & une variable, il existe des quantités complexes conjuguées
or, 0 (k=1,...,r— 1) déterminées, telles que les relations

W3k—1, ak41 + 0911, akt2 = Qi (‘01 + iwy),

Wirx—1, 9%41 — iw2k—1,2k+2 = Ok (wl - 7'0’2),

ont lien. Or, d’aprés ce qui a été dit au n° 25, le repére naturel con-
sidéré e, ..., ey, n'est déterminé qu'a des transformations orthogonales
de la forme (56) prés. On peut done remplacer les vecteurs ey + i€ss
(k=1,...,7) qui figurent dans les formules plécédentes par d’autres
vecteurs de la forme e+ '¥*~1(eq,_; + iey;), les signes supérieurs et in-
férieurs étant 4 prendre en méme tempset!’on obtlent encore desrepéres natu-
rels orientés associés au point M. Posons g, = P, ¢ %%, g, — P, e~ ‘P, P, >0.
Aprés un remplacement de la forme considérée du repére on aura
encore des formules telles que (61), les coefficients, dans ces nouvelles
formules étant

} (g —ioy) ¢'9, (0 + iwy)e %o
—_ Pk—] e i((Pk_l —Px—2— Y0 — (Dk—l) (wl _l_i[oz) e i(po’

—1 (wzk—1,2k + dGP/c—l),
P, ¢ ok — pr—1— 90— Pi) (g5 in,) €'90;

— P, @1 w2 %0 P (g —iw,) €'%0,
i (W3p—1,2% + dPr—1),
P e~ (@r—gr—1 fo—Px) (0 + iw,) e— %0,

Pour disposer convenablement des quantités ¢ posons

@+ Og oo+ Osrg,30, — APy,

&, étant une fonction réelle d’une variable et elle n’est déterminde,
évidemment, qu'd une constante additive prés. On peut fixer, si I'on
veut, cette constante par la condition que, la fonction &, s’annulle pour
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une valeur particuliére z, du paramétre. Choisissons alors les quantités ¢
suivant les formules

¢0+q’1+“‘+¢r—1+‘p0=0’

¢0+q’k—l—¢k +(pk:07 (k:-l,...,r—l).

Ce choix est évidemment possible d’une seule manidre. Cela étant, la ma-
trice de coefticients se réduit a la forme suivante

L (01 — ioy) 3 (0, + t0,)
— By (0 + iwg) — iy P (0 + iwy)
-_ Pk—1 (w1 —_ sz) 'l.a}’k_l Pk (a’l + iw_,)

les P étant des qudntités non négatives et les formes @ étant liées par
la relation . u N
wO—]—wl—i— ...-{—w,._1=0.

Or, on voit immédiatement que, si une des quantités P, (k=1,...,r —1)
est identiquement nulle, la courbe considérée appartient &4 un espace
linéaire & moins de » dimensions. On a, par conséquent, le résultat
suivant:

Pour toute courbe analytique réelle M appartenant & un espace
linéaire a r dimensions au moins, il existe, dés qu’on a choisit la variable
indépendante x sur la courbe, précisément un systéme de fonctions ana-
lytiques réelles de =z,

Pr>0,...,P1>0;5 po .oy pry,

telles que la somme des fonctions p est nulle et qu'il y a des repéres
naturels orientés veérifiant les équations différentielles de la forme

M =ae, + be, (62)
€or1=—D—1 a3+ Py begr_s +J7k—1 est + By aegrti 1+ Fi bearts
€or—=— P b3 — Fi aesx — Pr—1 €25— — P, beZk-I-l + P, A2 xit2)

a, b, étant des fonctions convenables de la variable indépendante x.

Remarque. Un changement de la variable indépendante sur la
courbe laisse, évidemment, les fonctions P invariantes et il fait multi-
plier les fonctions a, b, p par le méme facteur.

27. Etant donné, dans l’espace S;,, une pi¢ce d’une courbe ana-
lytique réelle appartenant 4 un espace linéaire & r dimensions au moins,
et deux espaces linéaires fixes 4 » — 1 dimensions, complexes conjugunés
et situés sur la quadrique absolue tels que, les droites isotropes de I'espace
osculateur d’ordre r de la courbe, dans un point quelconque de la courbe,
n'ont pas des points communs avec eux, nous disons, pour la commodité
du language que, les deux espaces linéaires en question sont en position
générale par rapport & la courbe.
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Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Etant donné, dans Vespace S,,, une piéce d’'une courbe analytique
réelle appartenant a un espace linéaire & r dimensions au moins et deux
espaces linéaires fixes & r — 1 dimensions, complexes conjugués et situés
sur la quadrique absolue, en position générale par rapport ¢ la courbe,
il existe précisément une surface caractéristique de lUespace Sy, qui passe
par la courbe et dont tous les plans principaux coupent les deux espaces
linéaires fixes en question.

Désignons, en effet, par C la courbe et par I, I les deux espaces
linéaires. D’aprés le théoréme du n° précédent il existe précisément un
systéme de fonctions analytiques réelles, associées & la courbe

Pr>0,..,F_1>0; p,. c oy Pr—1

telles que la somme des fonctions p est nulle et qu’il y a des repéres
naturels orientés vérifiant les équations différentielles de la forme (62).
Désignons par I celui des deux espaces I, I & la base duquel en con-
sidére l'orientation. Supposons qu’il existe des surfaces caractéristiques
jouissant des propriétés voulues. Soit I une telle surface. D’apres le
raisonnement fait au n° 15, on peut faire correspondre, & tout point M
de la surface un repére ey,...,e,, vérifiant les équations différentielles
de la forme (40). Tout repére de cette sorte est tel que, pour k=1, ..., 7,
le plan (M ;egx—q, €4:) est le &k — 1-itme plan principal de la surface
au point M et par suite, d’aprés 'hypothése, il coupe les deux espaces
lindaires I, I. D’aprés le raisonnement fait au n° 17d) on peut supposer
que le repére en question est orienté & la base du choix de l'espace I.
Pour avoir recours & des théorémes classiques supposons choisi les vari-
ables indépendantes z, y sur la surface suivant les formules (42) de sorte
que, les fonctions R, satisfont au systéme d’équations partielles du second
ordre (34). La surface I passant par la courbe C, les fonctions I (z, y)
se réduisent aux fonctions définissant la courbe, si I'on prend pour z, y
des fonctions analytiques convenables du paramétre sur la courbe. Sans
diminuer la généralité on peut supposer qu’en changeant, au besoin, ce
parameétre on s’arrange que, les fonctions M (z, y) se réduisent aux fonctions
C (x) définissant la courbe, si I'on substitue pour y une fonction ana-
lytique convenable Y (x) de la variable indépendante . Par la méme
substitution y = Y () les composantes des vecteurs e, ..., e;, deviennent
des fonctions de la seule variable z et ces vecteurs forment, évidemment,
un repére naturel orienté, associé & la courbe, vérifiant les équations
différentielles de la forme (62). On a donc, d’aprés le théoréme du n° 26

—lao . alOng ralong .
[log B:] =log Fi; [ 3y —Y 3 5 ]—]’o‘l",}?k—1—}'1¢, (63)

(k=1,...,r—1)
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le symbole [] signifiant la fonction respective aprés la substitution
y =Y (z) . Si Y(x) — Const., on peut supposer Y (x) =0 et on voit que
les fonctions log B, satisfont aux systéme d’équations partielles du second
ordre (34) et elles se réduisent, pour y =— O, aux fonctions données log P, et
]Og Rk
oy
On se trouve done, dans ce cas, dans les hypothéses d’'un théoréme
classique 1%), d’aprés lequel il existe précisément un systéme de fonetions
log B, satisfaisant aux équations partielles (34) et vérifiant les conditions
initiales (63) . Si Y’(x) 3= 0 on peut se placer encore dans les hypothéses
du théoréme en question. En effet, prennons pour nouvelles variables
indépendantes les fonctions &, 7 définies par les formules

leurs dérivées partielles 9

se réduisent aux fonctions py 4 pr_y — P

§=y+fY°?—Zc); n=y— ¥ () (64)

Soit # = X (& 1) la fonction 2 qui est définie par ces formules. Par
la transformation de variables (64) les fonctions log R; deviennent des
fonctions des deux variables indépendantes §, 7 satisfaisant au systéme
d’équations partielles du second ordre

., 1 0%logR,  9%logR Y” dlogR ,» 0log R,
(1+Y1)(Ym' azz k+ a;;z k)—— Y™ * ag§ —Y ag,ln f=

4
=2(R 'Ry *...R_y) "™V |—R21L R 2 — 2R3+ Reys?],
(k=1,...,r—1; BR,= R, =0).

Ces fonctions se réduisent pour 7 = 0 aux fonctions
log B; {X (,0), Y [X (& 0)]} = log P, [X (5, O)].

Or, on a, en vertu de la transformation (64),

dlog R, ,0logR, . .+, 0logR,
T A T
. . 2 .I.Og' Rk . .
et par suite la fonction °E se réduit, pour 7=0, & la fonction
dlog B {X (5 0), Y[X (50)]}
a7 o

1
- 1 -+ Y2 [X (§’ O)] {J)o [X (§, 0)] +}7k—1 [X (§7 O)J —j’k [X (§7 0)]}7

k=1,...,r—1).

1) V. p. ex. E. Goursat, Legons sur Uintégration des équations aux dérivées
partielles du premier ordre (2iéme ¢d. Paris, 1921, p. 19 .,
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On se trouve done dans les hypothéses du théoréme cité. Par conséquent,
dans ce cas Y’ () 3= 0, il existe encore précisément un systeme de fonctions
log R, satisfaisant au systéme d’équations partielles (34) et vérifiant les
sonditions initiales (63). Il en résulte qu’il existe une surface caracté-
ristique au plus satisfaisant aux conditions du théoréme.

Pour voir qu’il y a une au moins, considérons la courbe C ()
donnée. Considérons un repére naturel orienté e, ..., e;,, associé i la
courbe, vérifiant les équations différentielles de la forme (62), C étant
écrit au lieu de M. Nous pouvons choisir le repére de facon que, pour
k=1,....r, le plan (C;ear—y, €:1) coupe les deux espaces lindaires
fixes I, I. Soient P; a, b, p les fonctions correspondantes de la variable
indépendante z. Evidemment, une au moins de fonctions a, b est diffé-
rente de zéro. Supposons, par exemple, a (z) 3= 0. Posons

b(x) :
= | —= dw. 6
Y () () dx (65)
Si I'on change la variable indépendante sur la courbe, les fonctions P
restent invariantes et les fonctions a, b, p se multiplient par le méme
facteur. On peut done supposer, qu’on a choisit la variable indépendante «

sur la courbe de fagon a avoir
2

[Plr—l Pﬂr—S e Pr—]] rrt+l) — q. (66)

Cela étant, d’aprés le raisonnement ci-dessus, il existe précisément un
systéme de fonctions log R, satisfaisant au systéme d’équations partielles
(34) et vérifiant les conditions initiales telles que (63), le symbole [ ] se
rattachant & la fonetion Y (z) définie par (65). Formons avec ces fone-
tions log R; les formes oy, @, Wsz—q,2: suivant les formules (42) et en-
suite le systtme d’équations partielles (40). Ce systéme est complétement
intégrable et il se réduit, en vertu de (66), (65) et (63), pour y = Y (),
au systéme correspondant (62). Il existe, par conséquent, un systéme
fondamental d’intégrales du systéme en question, formé par Il'intégrale
banale 1; O, ..., 0 et d’autres intégrales M* (z, ), ¢/’ (%, 9); - . ., €2 (, ¥),
I=1,...,2r telles que, ces intégrales se réduisent, pour y = Y (x), aux
fonctions C'(x) qui définissent la courbe et les fonctions e}, ..., €.,
qui définissent la repére naturel associé & la courbe. La surface 3 (z, y)
correspondante est caractéristique et elle remplie les conditions du
théoréme.
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