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O JISTYCH TYPECH PLOCH, JEZ LZE PROJEKTIVNE
V SEBE DEFORMOVATI

(AVEC UN RESUME EN FRANGAIS.)

Mezi dv&ma plochami (S) a (Z) budiz takov4 jednojednoznaéng kores-
dondence bodov4, ze dvéma odpovidajicim boddm plochy (S) a (Z) odpovi-
daji tytéz kfivodaré soufadnice z,y; predpoklddejme, Ze dva odpovidajici
body splyvaji v bod& 0. Maji-i pak také prvni a druhé derivace dle
% a y nehomogennich soufadnic obou ploch v tomto bod& tytéz
hodnoty, pravime, %e obd plochy maji v bodé 0 analyticky dotyk
fddu druhého ¥,

Jsouli M (na plofe (S)) a P (na plofe (X)) libovolné dva
body sob& odpovidajici a existuje-li projektivni transformace plochy (X),
kter ji prevddi v (Z") a zvl4sté bod P v P'= M, v némZ obé& plochy (S)
a (Z') maji analyticky dotyk ¥ddu druhého, pravime, Ze lze ob& plochy
na sebe projektivné deformovati**

Je-li moZno na ploSe (S) vytknouti takovou jednojednoznadnou kores-
pondenci bodovou, Ze jsou-li M (z,y) a P(«, ¥/) libovolné dva body sob
odpovidajici, existuje projektivni transformace prevdddjici plochu (S)
v (8') a zvldsté bod P v P’=DM, v némz obé plochy (S) a (S") maji
analyticky dotyk ¥ddu druhého, pravime, Ze lze plochu (S) projektivnsg
deformovati v sebe.

Aby bylo moZno dvé plochy projektivné na sebe deformovati, jest
k tomu dle Fubiniova theorému* nutné a stadi, aby existovala mezi
nimi bodovd korespondence, prevddé&jici pomér dvou diferencidlnich

forem—;’? piisluény k jedné ploSe v pomér analogicky, prisluiny ku ploge

druhd. Pri tom jest forma ¢ kvadratickd, kterd porovnina s nulou
ddv4 rovnici asymptotickych d&ar na ploe, kdezto forma 1 jest kubick4,
jeZ annulovédna znaé¢i diferencidlni rovnici éar Darbouxovych. Plochy,
jeZ lze projektivné v sebe deformovati, studoval E. Carfan v pojednéni
pour la déformation projective des surfaces“***, Nafel, Ze viechny
nep¥imkové plochy, jezlze projektivné v sebe oo? zpiisoby deformovati,
patii mezi plochy asymptoticko-isothermické a z4visi nejvy%e na dvou libo-
volnych konstantich. Existuji tii typy takovych ploch, charakterisované riz-
nymi konstantnimi hodnotami jistych invariant k t8mto plochdm p¥slugnych.

* G. Fubini, Applicabilita proiettiva di due superficie (Rendiconti del Circolo
matem. di Palermo t. XLI, 1916).
** Lze tudfZ na pf. kazdé dvs kolinedrnf plochy projektivng na sebe deformovati,
¥#* Annales de I’école normale supérieure, sér. 3. t. XXX VIL. (1920), p. 259356,
1%
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Deformace v sebe, t. j. dle hoFej§i definice projektivni deformace
plochy (S) v sebe v avahu pfFichdzejici korespondence vidy dvou bodii
na plofe, z4visi u jedné skupiny ploch dvou typ & na dvou parametrech
a jest ddna vzorei 2’—ax-+b, Yy =ay-+ b; u ploch druhé skupiny
jsou z téchto deformaci nékteré (jez odpovidaji hodnoté a=1) kolineacemi
v sebe a konednd vlechny projektivni deformace v sebe (dané tymiz
vzorei) ploch tfeti skupiny jsou kolineacemi v sebe. Deformace v sebe ploch
typu t¥etiho dény jsou u jedné skupiny ploch vzorei 2’=¢z 4 a,
y’=s’y—]—bax’=8y+aay’—82x+b (e¥=1); plochy skupiny druhé
jsou tetraedrilni o rovnici 2" 23 23* ' =1 (e, + a3 + a5 + ¢, =0),
jeZ, jak zndmo, pripou’téji pouze oo” kolineaci v sebe.

Vsechny tyto plochy jsou v uvedeném Cartanové pojednéni urdeny
v podstaté systémem linedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic ¥idu
étvrtého. Systémy, urdujici plochy, p¥i nichZ grupa projektivnich deformaci
v sebe zdvisld na dvou parametrech obsahuje subgrupu kolineaci
v sebe a ty, pfi nichZ vSechny projektivni deformace v sebe jsou koli-
neéacemi, jsou velmi specidlni, a sice tak, Ze koeficienty jejich jsou
funkcemi pouze rozdilu obou neodvisle proménnych. Takové systémy
jest moZno nahraditi podle obecné metody, kterou mi sdélil p. prof.
E. Cech, systémy jednodussimi, jez lze po p¥ipads integrovati. Provedl
jsem z jeho podnétn touto metodou integraci pkisluSnych systémi *
a uréil tim koneéné rovnice uvazovanych ploch; pouze v jednom p¥ipadé
ploch, pfi nichZ grupa deformaci v sebe zdvisld na dvou parametrech
obsahuje subgrupu kolineaci v sebe, nelze integraci piislu§ného systému
elementirnd provésti, nebof podet vede na diferencidlni rovmici ¥idu
druhého se dvéma reguldrnimi a jednim irreguldrnim singulérnim bodem.

1. Vyklad obeené integraéni metody jistého typu systémi pareidlnich
diferencialnich rovnic **,

Budiz dén systém parcidlnich diferencidlnich rovnie

24

3x‘—ai1A1+at2A2+a3A3+“‘4A4 .
BA_ ('5:17 2, 3’ 4) (1)
By =ay A+ @ Ay + a'is A+ a's A,

v ném% a;; & @’ jsou funkeemi neodvisle proménnych z a y. Budtes

4 4
splnény podminky integrability tohoto systému%‘%‘ — %‘%‘ = X (@ax iz —
o=1
— Gia @' oz) (3, k=1, 2, 3, 4) a pfedpoklddejme, Ze zndme a priori
linedrni substituei B

Bi — b‘l Al + b;2 A2 + b;g As —l'— bi4 A4 (’i = 1, 2, 3, 4:) (2)
# Jeden z nich jest velmi jednoduchy a lze jej bezprostiednd integrovati

kvadraturami (str. 16).
*% Pouze pro jednoduchost uvaZovén jest systém Fddu &tvrtého.
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o koeficientech by, jeZ jsou obeecné funkeemi z, y (nikoliv viechny rovny
nule), takovou, Ze jsou-li A4; partikuldrnim ¥efenim systému (1), jsou
jeho FeSenim také formy B;. Predpoklidejme déle pro jednoduchost*
Z%e charakteristickd rovnice substituce B m4 jenom jednoduché koieny
A, Ay, 43, A, Pak existuji linedrné neodvislé formy

Us = wiy Ay + wig As + wis Ag 4 wig Ay (3)

takové, Ze zavedeme-li v nich na misté 4; jejich linedrni kombinace 2,
nabudou hodnoty 4 U; (kanonicky tvar substituce (2)); tedy

l; U-; — Uy B1 —I— Uig Bg + Uig B3 + Uiyq B4. (3’)

Dokdzeme, %e A; jsou konstanty. Jsou-li Ay, Aig, Ais, Aiy Sty¥i

linedrné neodvisl4 ¥eSeni uvaZovaného systému (1), jest mozno vyjad¥iti

funkce A4;, B;, jakosto partikuldrni FeSeni tého% systému, pomoci konstant

Oy ﬂ; vzorel

Ai =0y Ay + 003 Aig 1 a3 Ayy + g 4y

) 4
By, Aiy + By Aig + By Asg + B Aug ®
anebo kritce
At_—_ (ai) ’ . ’
Bi—(8) (Substituce S). 4)

Z drubhé rovmnice pak ihned vyplyva
i = (By) ()

B = (A;) (S—'1 B).
Vychézi tedy pomoci prvni rovnice (4)
ﬂ‘ = (a;) (S—]' B S).
Koeficienty této substituce 7'=—S-'*BS, ty jsou konstantni;
nebotf kdyby tomu pro nékteré t; tak nebylo, vedla by rovnice
Bi=tioy+tinas + tgay + Ly, )

pii zvolenyech oy =y =.... =0 1= =....=0y, 30, k ne-

a tudiz dle rovnic (2)

mognému dﬁsledkugfz t. Jsou tedy také konstantni koFeny charakte-
k

ristické rovnice této substituce a tudiZ také ko¥eny charakteristické
rovnice substituce B.

Z tohoto. poznatku snadno vych4zi, Ze za ucinénych piedpokladii
jest moZno nahraditi dany systém (1) systémem jednoduisim, ktery lze
integrovati kvadraturami. Nebof s ohledem na predpoklad, Ze funkece
A; i By hovi témuZ systému (1), obdrzime derivaci rovnic (3) a (3"),
na pf. dle z

oUu; _ _ . _
a—;=u31A1+m2A2—|—ui3As+ui4A4

6)
WU, _ _ . _ (
lia—x‘:“nB1+%iaBﬁ‘r?lisBs+“i4B4

* Tento predpoklad bude v dal3fm zobecndn.



kdez

- Ouyz
Uiy — oz —+ Uiy Gx - Uig Ao —+ g Ogp - Uig Ogz;

nahradime-li pak v téchto rovmicich A; a B; linedrnimi kombinacemi
v Ui, jez uréime z (3) a (3’), obdrZime soudasné platné rovnice

al;

2z U +vaUs+vis Us + 04 Uy

U, ,
l -a—..—ll'vil Ul—l'—)v2'vig Ug -+ lsvis U3+ 141)“4 U4

a analogicky

0
a—l?f=’0’u U1+”'i2 U2+'U'is+’0't4 U4
a p (4
b St =t Uit bt Ut Aaoa Uy 4 0 U

Z nich vychézi, ponévadZ zaddtedni hodnoty funkei U; mohou byti
libovolné,
vu=0"5u=—0 pro ki

Nebot kdyby na p¥. nékteré v; (k3=7) nebylo identicky rovno

nule a na p¥. v bodé z,, y, nabyvalo hodnoty o9 = 0, vedla by rovnice

Ai—MWv U+ oo o+ (i —Ai) iy i Ui 1+
+ i —Aigy) V01 Uipa +- oo+ (i —A) 00, U, =0
p¥i zvolenych poéé,teénich hodnotéch
1o)= 20) . U/(Ql— Utl)-l Ug,o)= 0; Ul(co)——— 1
k dasledku
=0,
proti pfedpokladu.

Vychdzi tudiZ, Ze funkce U; lze uréditi kvadraturami a tedy Ze
jest mozno dany systém (1) snadné integrovati; nebof ze znimych
funkef U; urdi se hledané funkee A; pomoci rovnic (3).

Bylo posud pro jednoduchost predpokldddno, Ze charakteristickd
rovnice substituce B m4 jenom jednoduché ko¥eny. Je-li nyni obecné
A l- nidsobnym kofenem charakteristické rovnice substituce B a patii-li
v charakteristické funkei substituce B k zdkladu A — A;-

7 elementérnich déliteld (A —2;)!
ry ” n A=)

e elementé,rmch délitela (4 — 4,)°

o = 19+ r“’ . G
% H L0
02 = 75 —|— ........... + 7.

ooooooooooooooooooooooooooooooo

o) = re)

a dosadime-li
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jest mozno nalézti of? +- 09+....+ o =1 linedrns neodvislych forem

a=1,2,.
Ug)ﬁ - “a 141+ “aBQA2 + “aBs 4y + uaB4 —1, 2: 9(')) (7
- a
takovych, Ze zavedeme-li u nich na misté 4, jejich linesrni kombinace (2),
nabudou hodnoty A UY) 8t U&’_l (U(') = 0. Nebudeme zde obecnd
vySetfovati, jak se ZJednoduéi prisluény systém diferencidlnich rovnic,

uréujici funkee UgB, nybrz provedeme v dalsim kaXdém specielnim
piipadé piislusnon tvahu zvl4s&té. Uréime-li integraci tohoto zjedno-
duseného systému funkce Uas’ uréime také snadno pomoci rovnic (7)
hledané funkce A;.

Uvedené metody k nahrazeni daného systému diferencidlnich
rovnic systémem jednodusSim lze 2v14its pouziti, jsou-li koeficienty
daného systému ay;, o’y funkeemi pouze rozdilu nebo soudtu obou
neodvisle proménnych ; nebof pak, hovi-li danému systému funkee 4; (x, y),
hovi mu také A4;(xr+¢, y+c) resp. 4;(x+¢, y—c) a rovndz

04i(z+¢ y+o) 0Ai(z+c y—o
de resp. de
c—=20 c=0.

Obdrzime tudiZz ihned v prvnim p¥ipadé

By = (as1 + a'ss) A1 + (@i + a's) Ag + (s + @'is) As (s + a's0) 44 (27)
a v piipadé druhém

Bi=(ann— aiy) A1+ (@i — @'1s) A3+ (as3— a”is) A3+ (3is— 'ss) 44 @)

2. Systémy uréujici plochy, které ptipoustéji grupu oo ? projektivnich
deformaci v sebe, z nichZ nékteré jsou kolineaceml.

L typ.

V citovaném Cartanové pojednéni uréeny jsou plochy prvniho
typu, které piipouitéji grupu projektivnich deformaci v sebe, z nichz
nékteré jsou pouhymi kolineacemi v sebe, nésledujicim systémem
diferencidlnich rovniec:

dA; = w31 Ay + w3 A3 + w3z Ag

dAy =g 4, + 01345+ wgg Ay + wg1 4, (8)
dAy =g A, + 033 A3 0y As + 03 A,

Ay =034, + 04943+ 0043 A5+ 04445

pii tom jsou @ linedrni diferencidlni formy dané rovnicemi

y Wg=——0

y Weg=— Wgy=— g3 W3y — W3y — W3

r—Y



Wy — 0y = 2 aw; - Bwg
W33 — 013 = 00y | 2 g (8)
W4 — 0y =3 0wy - 3 forg -
@3 + g3 + 53+ 04, =0
Dy = 043 = Moy 0y = W43 = QW35 Wy = QW3 + Ay A= (x— y)*;
¢=a(@—y)
e, @ jsou konstanty vizané relaci ¢ —1. Vypodéteme-li z t&chto rovnie
oy & dosadime-li je do systému (8), obdrzime s ohledem na rovniei

a4, =2 gy +“"d

porovndnim koeficientlt pfi dz a dy né,sledujici systém parcidlnich dife-
rencislnich rovnic

o4, __ 3 1
o  2x—y !
4, 1 1
Pz ﬂ(x_?/)Al—l"?x_y T—y
24, _ 11
or T 25—y
04 1
e 94 +ﬂ*’(w—y)As+7x_y .
9
4, 3 1 i 1 4 ®)
oy 2x—y ! x—y °
94, 1 1 1
oy 2z—y? _ax—yA‘
043 1 1 1
By “(“’—?/)41—“x g T ey
24 3 1
-a—;'_—:—(x—y)Al —ag(x—y)Ag —?x‘_y 4

Koeficienty tohoto systému jsou funkeemi pouze rozdilu obou pro-
ménnych z a y; jest tedy moZno pouZiti integraéni metody, jak byla
vyloZena v odstavei piedeslém. Nalezneme snadno dle (2’), Ze jsou-li
Ay, A, A5, A, partikuldrnim FeSenim tohoto systému, jsou jeho ¥efenim
také jejich linedrni kombinace

1 1

B1= ﬂw_yAg i ax—y.A.g

1
By= B @r—y) 4+ x-—yA’ + ﬂx—y 3 _ax—yA" (10)
Bs-:_—aa(x—y)Al— axiyAg — xlyA 1

B,= - —a(@—y) A3+ B (x—y) 4,



urdujici substituci B, jejiZ charakteristickd rovnice

—* xfy _xiy 0
1 a
Fe—y —,—* xfy Ta—y|—0
o 1
—@E—Y Ty “z—y " w—ﬂ-y
0 —atz—y) Plr—y —1
mé kofeny
M= “%"l‘ﬂ%
lg-:—'a%—ﬁ%
Ay = a%;ﬂg
hy=—af 4 gt

Vyplyvd tudiz z pfedchozich vyvodd, Ze systém, jimz dany
systém (9) nahradime, bude lze integrovati kvadraturami.

Podle obecné metody* obdrzime po delsim, zde neuvddéném, podtu
kanonicky tvar substituce (10)

2@yl

U,=[—«
ﬂi

b 2(x—y)]A3—}—(x —lf ot —2(—y) 4,

Up=[p — o +-2(z—y)] 4,

pt ot — 2 —9)] 4+

+x"—'y[—ﬂ%+a*—2(x—y>]As+(—x—)g[ﬂ*—au2<x—y)]A4 (11)

—[—ﬁ*+a’+2<x— b t2e—yl4+

)s [_ﬂl‘ +a +2 (x y)] A4

Ue=[—f+of +2(—

Fpal—2(m—y)] 4+

LB e g _ gL —o(r—
"I'.,‘v_y[ﬁ2 +at+2(z ?/)]AS']'(x_y)s[—ﬂ +e 2(x—y)] 44
a vyjédiime-li z t&chto rovnic funkce 4; pomoci Uy, Uy, Us, U,

* Srovn. na pt. J. Horn Gewdhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ord-
nang (1905), str. 72.



10

S ) B R
A=
CeEn T - i b
2e—y) ==y )

2(@—y)+at— gt

g
Az=—8—[U1— Us+ Us— U]

¥ _ 2(z—y) ﬂ‘
A= [— e —Fyg, 1
8 8 [ 2(x—y)—a’+ﬂ7 + ( )
__r_z(x_y) a?+ﬁ§ U'3
2(e—g)+of — g}
POl TN L T LA
2(@—y)— ot + gF
2(x_y)+a%+ﬂ;U3 U:i]
2(s—29) + of — g¥
Derivaci rovnic (11) na p¥. dle # obdrzime, nahradime-li po deri-

+ Ui

vovani na pravych stranidch funkece % piislodnymi linedrnimi formami

v 4;, jak jsou diny systémem (9) a vyjddiime-li koneén& A; podle
rovnic (11") pfislusnymi vyrazy v U, jednoduchy systém

30, .3 1

Wi g 1 2
ox [—# 2(x—y)+2(x_y)_a%+ ﬁ'g']U
aUs s 1 2 (12)
=5 — BT — + il Us
o 2@=Y) " 2(a—g) 4ot — g
U, 3 1
as =8 —m] U,
a analogicky
U,
e L
ol __ o 1 2 0e
oy L +2(x ?/) 2(x—y)—a%+ﬁ%] :
9Us _ o 2 12
ay [ +2(x—y) 2(x—y)—|—-a%—ﬂ%] Ua ( )
U,

1
——[—“ te2a—gpl U
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Integraci snadno nalezneme
eB%w+a%y
T y . 3
U, — b, Flataly 2e—y) —o' + 67
Yz — 3/

Uy — by B~ oAy 2(@—y) + of — g}
Vo—y

U1=k1

(13)

e—B%w—a*y

Vz—y

pii demz Ky, ks, ks, %, jsou integradni konstanty.

Dosazenim téchto vyrazi dorovnic(11") obdrzime hledané funkee 4;.
Z unich m4 A4, zvldstni geometricky vyzna.m, a znali, udélime-li inte-
gradoim konstantdm Fk,, ks, ks, %, hodnoty A, &, &, &P v jistém sy-
stému soufadném ¢-tou homogenni souiadnici bodu na uvaZované plose
(%4 0). Mbzeme zvlsts udeliti konstantim % po sobd hodnoty
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0, 1); obdrzime tedy v jistém
systému soufadném homogenni soufadnice bodu na uvaZované ploge
jako koeficienty pifi integradénich konstantdch.

Z rovnic (11’) a (13) vychdzi pf¥i malé zméné oznadeni konstant %;

UL:- kL

Li=@—y" {kleB wtal Y+ h(2(e—y)+of + 6] e‘ﬁ*””+“'”+

'f '!' — 'f . 'f
+h(2@—)—of— g T g P e (19)
a jsou tedy rovnice hledanjch ploch, dosadime-li jesté ﬁ’:a, 22 =2,
2y=y

a:u-l—ly
x1=e a
1\ 3,
m=|s—y+at—_)e (14)
)
Tg— x—y—a—; e
IL. typ.

Plochy druhého typu, které p¥ipoustéji grupu oo? projektivnich
deformaci v sebe, z nichZ nékteré jsou poubymi kolineacemi v sebe,
uréeny jsou opét systémem diferencidlnich rovnic (8), v ném# viak na
rozdil od typu prvniho jest kldsti

1 dx 1 d
ws':—o?.x_y; Wg——— . y ; a:ﬂ:Vl—-2c:|:0;

¢ T—y

w,lzlw,—]—ca)s; w3120w2+9w3; }.=g=(x—y)’+—
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Vypodteme-li z téchto a zbyvajicich (dle téchto relaci zmé&n&nych)
rovnic (8") w; a dosadime-li je do systému (8), obdrzime analogicky
jako diive, nésledujici systém parcidlnich diferencidlnich rovnie:

94, 3 1 1 1

. 2z—y btz yA”

04, A 1 1 11

T ex— 1+ 2 r— A9+7 —y

04, c 1 1 1 1 1
o ao—gt e r—y Tt a iy
24 1 e 1 A1 1
3_324 %x—y 1+‘o?x—yA’+7x_ s+2zv yA‘
04, 3 1 1 1

W Ta—gn T ez g (92)
0A; e 1 1 1 1 1
Yy ax—y 1—1"—2_93—;1/A2 T ax—y
24 1 1 1 1 1
_T;:_%x—yA1_7x—y 2—?:1:—_4/43

24, A 1 o 1 ¢ 1 3 1
-ﬁ__7x—yAl_7x—yA2—7w—y V2 —y

jehoz koeficienty jsou fankcemi pouze rozdilu obou proménnych z, y.
Nalezneme snadno, Ze jsou-li A;, 4,5, Ag, A, partikuldrnim FeSenim
tohoto systému, jsou jeho Fefenim také jejich lineirni kombinace

B‘:%'x—l-y ’_-Elc-xiyAB

Bg:%-[x—y+2(x—(:__?/)]A xiyAg_;—%x—l-yAs_
—% xiyA"‘

Bs=—%[(x—?l)+2(x—_c_y)]141——i'-xly s;‘x_l_yAs'i‘
i o

B4=—%[x——y—|—2(w—c_y)]A, ‘i“%[x—?/'i‘m—f_?ﬁ]lis

urdujici substituei B, jejiz charakteristick4d rovnice md kofeny

2 2
1.1':0, 1.3=0,’ 1327, l4=—7.

Elementérni délitele charakteristické funkce této substituce jsou jedno-
duché 4, 4, (}, — %) (z-;- %), existujf tudiz Sty¥i linedrnd neodvislé
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kombinace U;, Uy, Us, U, funkei 4; takové, Ze, zavedeme-li v nich na mists

A; jejich linedrni kombinace (10a), nabudou hodnoty 0, O, % Us, —% U,.

3 Ul
Kk

2 Ug
K3

2 Us
oz
oz

Z rovnic soudasné platnych

— 03U, + 045 Us + 015Uy -+ 004, 0= 0,y Us— = 014Uy
— 0 U+ 043Uy + 033Uy + 03T, 0= 03 Us— 2 T,
—'031U1+'039Ug+'033 Us+v5,.U, z Bal;s i Vss Us—% v Uy
v UitvalyFoulstouly  —o2t=2 4,0, 20,0,

a z toho, Ze poditedné podminky mohou byti libovolné, vyplyva

1)15:'014:—_-7)23:024:‘031=1)32—_—1)84='v41=v42:1)43= O

takZe funkce U; a U, bude lze urditi kvadraturami, kdezto pro funkece

U1 a

U; nalezneme systém tvaru
aU. ol
axl—”nU1+”1aU2 '5?71=’”'11U1+”'12U2
o, o0,

oz Uy +v53 Us 2y =v'13U; T V52 Us-

Kanonicky tvar substituce (10a) jest
1

U1:A1 + P A4
@—9)+5
Uy=A;+ 4+ 4+ ———— 4,
(x'—?/)2 + ? (11a)

Uy=—[— 9+ 5] di— 5 [2@—y) +a+1] s+
5 [2@—y)—a—1]ds+ 4,
U= —[@— 9 + o] d—g [2e—y) —a+ 1] 4y

+5[2@—y)+a—1]4+ 4,

Z téchto rovnic obdrzime, vyjiddiime-li funkee A; pomoci Uy, Uy, Us, U,

1 1 1
1[“U1— m—7U3+7 U]



. c
2(06 )[x y+2(x y)_l 1+ [ —y+'2(—x__y)]U2+

+ 7 =3 TC= y)J — G510 (11'3)
a—|—1 1
A 2(a [w y+2(x ?/)] U,— 1[ _y+2(x—:wjm_
1 22—y — 1
— 5 = +2(w y)] [ _g-l-?J U,
@—9+ 5
M= D~ Ut G 2 T — 1]

Derivaci rovnie (11a), na p¥. dle 2, obdrzime, nahradime-li po

derivovéni na pravych strandch rovmnie funkce % piisludnymi formami

v A;, jak jsou dény systémem (9a) a vyjddiime-li konednd A, podle
rovnic (11’a) pislusnymi vyrazy v Ui, systém

U, 3 ¢
L/ B S 10,
0r 2(x—y) a(x y)’ (— g + ?c
=9+
U, 1 2
oz :x—y'[ o —o—1] G+
1 a—]—2 ¢
=5 1 Us
Te—w (x—y)’—i—% (122)
U, 1 _
5z —a U -l'm] Us
v, 1
@ = [ +2(x y)]
a analogicky
oU, 3 1 ¢
o 2(@—y) U a(z—y) [1+(x y)’-l—%] U
@— 9"+
U, 1 2
oy _a:—y[ o —ea—1]T—
1 a42 ¢
x—y[ 2a T c]?; (12a)
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3U3_ 1 20—
By T 2= )] Us
o, 1 2041
K [1— 2(x— Ta—y) Ut
Kvadratarami uréime funkee U; a U,
sty 2.—1
Up=kee ¢ (x—y) T
v=he S B0 (138)

Uy=ke *(@—y) ?*°
a pro funkce U; a U; obdrzime, zavedeme-li novou neodvisle pro-
ménnou (x —y)? =2, systém obyéejnj'ch diferencidlnich rovnie

iU, 1
= Uliteg 1+

+ .
(13a)

v, 1°7t% 1 a-]—2
@ =l e Uhtg s :
et g 2

jenz vede, jak zfejmo, na diferencidlni rovnici druhého ¥idu s dvéma

]U,

reguldrnimi (¢=0, s=— %) a jednim irreguldrnim (2= oo) singulér-
nim bodem. Vypodteme ji pro Y= al; — U; ; obdrZime

Y" 1 moz"'i_ml Yr+n0zs+”15+’z2 Y:O (13’&)
(et o) 2 (s+)
kdez
m _a-—1
0 20
m1=8 4o ;i7c+5ca
1 (e=711—2¢50)
g =——13
o+ 6a—4
"= 16a?
— 40 4 86¢ — 16¢? 4 32a — 42¢a
"= 3942

3. Systémy urdujici plochy, které pripoustdji grapu co?®
kolineaci v sebe.
L typ.

Plochy prvniho typu, pii nichZ projektivni deformace v sebe dané
vzorei &’ —ax+b, ¥ —ay-+ b, jsou pouhymi kolineacemi v sebe,
uréeny jsou systémy (8) a (8, v nichZ viak na rozdil od pnpadﬁ jiz
uvaZovanych jest kldsti A= =0.
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Vych4zi tedy v tomto p¥ipads jednoduchy systém

04,
Sl
=
04y
=
04,
St

3

94,
e
04,
=
94y
o=
04,
=

—2(x—y)A’+x

Fa—y) "

g

o
1
2@—@*

A5
,_B

TmAs
1

T2—y T

A,

r—y

2@—w&

o
:b—yA2

1
— 4
2@ —y)"°

3
——2 4
2(x—y)

ktery lze bezprostiedné integrovati; mnebof stati omeziti se na systém

druhého Fidu
24, _
or
24, _
9

04y _
oy
04,

1 44 B
2@—wA+¢—Y

T 2a—y)

@)
1
Se—p
o 1

—

oy a2
jehoZ fefeni kvadraturami snadno nalezneme. ObdrZime
Ay=c;@— )t + ey + o) @—y) "
Ag=—a(c1y+c)(x —yt
a z funkei téchto a z
Ay=c,(x— ?/)%

vypotteme variaci konstant ¢,, ¢; funkee A, As hoviei systému (9b)
a koneéné z prvnich rovnic tohoto systému

Ay =(@—y) ¥k (B0 — B2ty + Bay® — @dy) +
1 (B2t + abyf) 4 B BTz —aty) + By

kdez %y, ka, ks, k4, jsou integraéni konstanty, ¢ —1. Oznadime-li ﬂ%= a,
obdrzime rovnice uvazovanych ploch ve tvaru

(14b)



2, — alx® —
Zy = ax’ "f“;?ls
Ty — ax 1
s=ar— Y
IL. typ.

17

3a%y 4 3x/’——1-

(14'b)

Rovnice ploch druhého typu, které pFipoustéji grupu oo® projek-
tivnich deformaci v sebe, jez viechny jsou kolineacemi, obdrzi se inte-
graci systému diferencidlnich rovnic (9a), v némz vSak jest nutno kldsti

_CQ

A=19 — 5

Systém takto pozménény jest tedy

04, 3 1

5 _2(x_—1y>"‘1+‘a(x—_y>‘4*
04, 3¢ 1

or ~  2er—y 1_'_2(513 —9) bty
P, ¢ N

o  axz—y !

24 3¢ L, e 1
oz 2ex—y ' T az—y 2T 2a
04, 3

24 ——']

oy 2@—y) "

94, ¢ 1

—_— A A
oy ae—n "t TIE 9
M 3 1, 1

dy  2ex—y 'l a(z—y)
M 8 1, B 1
dy  2ex—y ' 2azx—y

1
a(wl y) )
~2—y) “+_a<x e
3¢ 1
00—y s+2(x ) 44
(9e)
1
T a—y)
1 4
a(x—y) "t
1
T 20— y)
¢ 1 3 1
ax—y T 2ax—yt

a jeho koeficienty jsou funkeemi pouze rozdilu obou proménnych z, y*.

Nalezneme snadno, Ze jsou-li A4, A3, Ay, A, partikuldrnim feSenim
tohoto systému, jsou jeho feSenim také jejich linedrni kombinace

1 1

Bi= e@—n Ta@—y?

Bo— —°% 44—t 4, + b o4 L 4

T 2a@—y)" Ta—y”" a@—y)""  al@=nN"" 44y
e 1 1 ’ 1

b= —qae—pt T2 9 Ti—yP Tap—p™

B4: c (4

T o=y T ZaE—p2

* Substituci (x— y)=e* piejde tento systém v jiny s konstantnimi koeficienty.
2
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urdéujici substituci B, jejiz charakteristickd rovnice m4 kofeny
M =Ag=Ag=—4,=0.

Elementirni délitele charakteristické funkce této substituce jsoun
A%, A; existuji tudiZ &étyii linedrné neodvislé kombinace U;, U,, Us, U,
funkei A4; takové, Ze zavedeme-li v nich na misté 4; jejich linedrni
kombinace (10c), nabudou hodnoty O, O, U, Us.

Z rovnic soudasné platnych
O=v3 U + v Us
0=v33U; + 95, Us

Y1 | .
—a—x-—’l)u Ul + (%3] U2 + Vsg US + Vig U4 aa—l;-’:vss Ug + Vg4 Ug
U

a z toho, Ze pocateéni podminky mohou byti libovolné, vyplyva .

Vyg == 0,4 = Vg — Vgs = gy — Vg3 — Vg4 =10
Vog — Vg3 =— Uyy
Vgg = U3,

takZe obdrzime jednoduchy systém tvaru

ol

5 = i U402 Up

_a_a%’ — vae Uy

?% — vge Uy + 093 Uy

%_ Vi Uy + v Uy 4 v Us + 025 Uy
aa—l;l:v'n Ui+ v Us

%’. — V99 Us

%Z_sz Vsa Us + V33 Us
?%;mm+mm+w%+%m

ktery, jak z¥ejmo, lze integrovati kvadraturami.
Kanonicky tvar substitnee (10e¢) jest

ngm + 4,



19

2
Ug=—%-41_2(a2——}_1)142—0(a2—l—1) A3+ 6A4
ca@—y) , , ca(@—y) (L)
0, — ) 4,4 22y,
U,= o? (z—y)* Ay;
z téchto rovnic obdrzime, vyjid¥ime-li funkce A; pomoci U;, U, U,, U,
A 2y 2
1 ¢ ! ¢o? (x—y)”
. 1 L
T | 1——c(oc—}—l) ca(z—y) O a”(a—}—l)(x y)? Us
| 1 1
== 1 e B e ”a*(a+1)(w—y)2U
1 '
A4 = ag (x U4 (11 C)

Z rovnic (11¢), (11'¢), (9¢) obdrzime analogicky jako drlve zjedno-
dufeny systém
oU;, 3 3

z Zale—y) T E@FDE—p)
U, 2a—1 U,
o 2a(x—y)
0Us _ 20 —1
k3 2+2a(x—y)
3U4 _Sa(z -y) 20 —1
aUL_ 3 3
By fee—p T aeFDE—p " (12¢)
3U2 20 —1
oy C 2a(x—y) °
oU, 1 o 200 —1
By 27 2qz—y) °
U, S5¢(x—y) 1 2a—1

a £
SA=— 4 (7 + 5¢c) (z—y) Uy + 2(a+1) U2+?Us-—2“(w—'—?/)U4

oy
jehoZ integraci snadno nalezneme
5o 3 . 8(;—1
_kl(x_y) 2 —lk2(a_2) (OC—I—])(x ?/)
U, = ks @—y) ™
Uy = [ka @+ o) +hl@—y) = (13¢)
. a’(7+5a) at? 250+ 1
Ve=hTFare (@ +2) @—y) * +[_k’a8(a-1—1)(a_2)(m_y)2+
2 i 8x—1

o%
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Dosazenim téchto vyrazii do rovnic (11’¢) obdrzime analogicky
jako dfive p¥i malé zmé&n& oznaleni konstant %, ks, s, k, rovnice hleda-
nych ploch

_at2
n=@&—y) ¢
_oat? (14'¢)
z=@+y) (e—y)
a—28 ad-2

sp=a(@—y) * —(@—=2)@+y)@@—y) °

Ze vzorei (11'c), (12¢), (13¢) vyplyvé, Ze v téchto rovnicich jest
nutno pfedpoklddati =0, + 1, +2. Kdeito plochy piisluiné k hodnotdm
parametru ¢:-—=+1 jsou diny rovnicemi (14’b) pro hodnoty a=y+ 1,
urdi se rovnice ploch v p¥ipadech o=+ 2 zvlisté; obdrZime pro =2

1 x x 2

“ e e ovee—9— ()
a pro a—=—2 (14'c)

zy=log(x—1y), ze=x+y z=@—y’—2@@+y’"




SUR CERTAINS TYPES DE SURFACES QUI SONT
PROJECTIVEMENT APPLICABLES SUR ELLES MEMES.

» PAR

0. BORUVKA.
(RESUME.)

Les surfaces qui sont projectivement applicables sur elles mémes ont été
étudiées par M. E. Cartan dans son Mémoire «Sur la déformation projec-
tive des surfaces» *). Ces surfaces étant données par de systéme des équa-
tions différentielles on peut trouver les équations de ces surfaces en
intégrant ces systémes. Ils sont, dans le cas de surfaces qui admettent
un groupe & deux paramétres de déformations projectives avec un sous-
groupe projectif et de celles qui n’admettent qu'un groupe projectif & deux
parameétres bien simples et de telle sorte que leur coefficients ne sont
que fonctions de z—y, z, y étant variables indépendantes. D’aprés une
méthode que m’a communiquée M. le prof. E. Cech on peut simplifier
tels systtmes en formant une substitution linéaire (2) conduisant d'une
solution particuliére A;, A,, A;, A, du systtme donné & wune autre
By, Bs, B;, B, et en la mettant sous la forme canonique. J’explique
cette méthode (p.4) et je I'applique pour trouver les équations des dites
surfaces. Mais dans un cas des surfaces quj admettent un groupe & deux
paramétres de déformations projectives avec un sousgroupe projectif on
est amené 3 une équation différentielle du second ordre avee deux points
singuliers réguliers et aveec un point singulier irrégulier (voir p. 15)-

Dans tous les autres cas on trouve les équations cherchées sous
forme finie; on obtient les résultats:

1. Les équations d’'un type des surfaces, qui admettent un g'roupe
4 deux paramétres de déformations projectives proprement dites (¢’ — az b,
y'—ay-+b) avec un sousgroupe projectif (« —1) sont

ax-]—-]—'y
Zy—e a

xgz( —y—{—a—]—%)e%

1
x3=(x—y—a—7)e“=

2. Les équations des surfaces, qui admettent un groupe projectif
4 deux paramétres (z’=ax -+ b, y'=ay + b) sont

*) Annales de ’école normale supérieare, série 3. t. XXX VII. (1920), p. 259 —356.
3
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a)
xy—ox® — 32y 4 3xy2—iy
o1
Ty = ox? + E‘?/')'
.’Es:ax—';y
b)

_o+?
= @—y) ° ats

xz—(w+y)(x—y) @ (@0, +1, +2)+2

—aE—y) © —(@—2) @9 C—h)

__ 1 _ x4y _ t+y
e e ==

z=log@—y), m=a+9y, @m=(@—y—2@+4)"
3. L’équation des surfaces qui admettent un groupe projectif mixte &
deux paramétres (2’=ex+a, y=2&'y+b; ¥—=¢ey+a, y—=ez=0;83=1)

TP ratrstret—1 (0, + 003 + a5+ @, = 0)

Brno, le 4. juillet 1924.
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