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O J I S T Ý C H T Y P E C H P L O C H , J E Ž L Z E P R O J E K T I V N Ě 
V S E B E D E F O R M O V A T I . 
(AVEC UN RÉSUMÉ EN FRANCAIS.^ 

Mezi dvěma plochami (S) a (27) budiž taková jednojednoznačná kores-
dondence bodová, že dvěma odpovídajícím bodám plochy (8) a (27) odpoví­
dají tytéž křivočaró souřadnice x, y; předpokládejme, že dva odpovídající 
body splývají v bodě 0. Mají-li pak také první a druhé derivace dle 
x a y n e h o m o g e n n í c h souřadnic obou ploch v tomto bodě tytéž 
hodnoty, pravíme, že obě plochy mají v bodě 0 a n a l y t i c k ý d o t y k 
ř á d u d r u h é h o * . 

Jsou-li M (na ploše (#)) a P (na ploše (27)) libovolné dva 
body sobě odpovídající a existuje-li projektivní transformace plochy (27), 
k terá j i převádí v (27') a zvláště bod P v P ' = Jf , v němž obě plochy (S) 
a (27') mají analytický dotyk řádu druhého, pravíme, že lze obě plochy 
na sebe p r o j e k t i v n ě d e f o r m o v a t i * * . 

Je-li možno na ploše (S) vytknouti takovou jednojednoznačnou kores­
pondenci bodovou, že jsou-li M(x, y) a P(xr, i/) libovolné dva body sobě 
odpovídající, existuje projektivní transformace převádějící plochu (#) 
v (5') a zvláště bod P v P'=M, v němž obě plochy (S) a (5*) maji 
analytický dotyk řádu druhého, pravíme, že lze plochu ( $ ) p r o j e k t i v n ě 
d e f o r m o v a t i v sebe . 

A b y bylo možno dvě plochy projektivně na sebe deformovati, jest 
k tomu dle Fubiniova theorému* nutné a stačí, aby existovala mezi 
nimi bodová korespondence, převádějící poměr dvou diferenciálních 

forem příslušný k j edné ploše v poměr analogický, příslušný k u ploše 

d rahé . P ř i tom jest forma q> kvadrat ická, k terá porovnána s nulou 
dává rovnici asymptotických Čar na ploše, kdežto forma ifj jest kub ická , 
jež annulována značí diferenciální rovnici čar Darbouxových. Plochy, 
jež lze projektivně v sebe deformovati, studoval E. Gartan v pojednáni 
flSur la déformation projective des surfaces" ***. Našel, že všechny 
n e p ř í m k o v é plochy, jež lze projektivně v sebe ooa způsoby deformovati, 
patř i mezi plochy asymptoticko-isothermické a závisí nejvýše na dvou libo­
volných konstantách. Existují tř i typy takových ploch, charakterisované r ů z ­
nými konstantními hodnotami jistých invariantů k těmto plochám příslušných. 

* G-. Fubini, Applicabilita proiettiva di due superficie (Rendiconti del Circolo 
matem, di Palermo t. XLI, 1916). 

** Lze tudíž na př. každé dvě kolineární plochy projektivně na sebe deformovati. 
*** Annales de Pécole normále supérieure, sér. 3. t. XXXVII. (1920), p. 259—356. 
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Deformace v sebe, t. j . dle hořejší definice projektivní deformace 
plochy (S) v sebe v úvahu přicházející korespondence vždy dvou bodů 
na ploše, závisí u jedné skupiny ploch d v o u t y p ů na dvou parametrech 
a jest dána vzorci af = ax-\-b, \j' = ay -\- b\ u ploch druhé skupiny 
jsou z těchto deformací některé (jež odpovídají hodnotě a= 1) kolineacemi 
v sebe a konečně všechny projektivní deformace v sebe (dané týmiž 
vzorci) ploch třetí skupiny jsou kolineacemi v sebe. Deformace v sebe ploch 
t y p u t ř e t í h o dány jsou u jedné skupiny ploch vzorci x, = sx-\-a, 

= y-\- b B. af = ey-\-a & = x-\-b (s* = l)\ plochy skupiny druhé 
jsou tetraedrální o rovnici xx

x %%* x%* xf4 = 1 (aL + « 2 ~\~ as + A4 — fy> 
jež , j ak známo, připouštějí pouze oo3 kolineací v sebe. 

Všechny tyto plochy jsou v uvedeném Cartanově pojednání určeny 
v podstatě systémem lineárních parciálních diferenciálních rovnic řádu 
čtvrtého. Systémy, určující plochy, př i nichž grupa projektivních deformaci 
v sebe závislá na dvou parametrech obsahuje subgrupu kolineací 
v Sebe a ty, při nichž všechny projektivní deformace v sebe jsou kol i ­
neacemi, jsou velmi speciální, a sice tak, že koeficienty jejich jsou 
funkcemi pouze rozdílu obou neodvisle proměnných. Takové systémy 
jest možno nahraditi podle obecné metody, kterou mi sdělil p. prof. 
E. Cech, systémy jednoduššími, j ež lze po případě integrovati. Provedl 
jsem z jeho podnětu touto metodou integraci příslušných sys témů* 
a určil tím konečné rovnice uvažovaných ploch; pouze v jednom případě 
ploch, př i nichž grupa deformací v sebe závislá na dvou parametrech 
obsahuje subgrupu kolineací v sebe, nelze integraci příslušného systému 
elementárně provósti, neboť počet vede na diferenciální rovnici řádu 
druhého se dvěma regulárními a jedním irregulárnim singulárním bodem. 

1. Výklad obecné integrační metody jistého typu systémů parciálních 
diferenciálních rovnic**. 

Budiž dán systém parciálních diferenciálních rovnic 

= ctit AX -\- Oi2 A2 + al3 AS -^CIHAÍ 
lA. ( ť = l , 2 , 3 , 4 ) (1) 

= a'ix AX -+- a'i2 A2 + a « AS -f- a'u A± 

v němž a a'tk jsou funkcemi neodvisle proměnných x a y. Budtež 

splněny podmínky integrability tohoto s y s t é m u — = 2J (aale diaL — 

— (tiadak) (h # = 1> 2, 3, 4) a předpokládejme, že známe a p r i o r i 
lineární substituci B 

Bi = bix AX + bi2 A2 + bi3 A3 + bUAÉ (« = 1, 2, 3, 4) (2) 

* Jeden z nich jest velmi jednoduchý a lze jej bezprostředně integrovati 
kvadraturami (str. 16). 

** Pouze pro jednoduchost uvažován jest systém řádu čtvrtého. 



5 
o koeficientech bikf jež jsou obecně funkcemi x, y (nikoliv všechny rovny 
nule), takovou, že jsou-li Ai partikulárním řešením systému (l), jsou 
jeho řešením také formy .Z?,-. Předpokládejme dále pro jednoduchost* 
že charakteristická rovnice substituce B má jenom jednoduché kořeny 

^sf ^4. Pak existují lineárně neodvislé formy 
TJi = uti Ax -}- ui2 Aa + W/a A$ -[- w i 4 A± (3) 

takové, že zavedeme-li v nich na místě At jejich lineární kombinace (2), 
nabudou hodnoty A* TJi (kanonický tvar substituce (2)); tedy 

Xt TJi = un Bt + ua Ba -|- «*f8 J5S + wť4 B^ (3*) 
Dokážeme, že h jsou konstanty. Jsou-li Aily Ai2, Ai3, Au čtyři 

lineárně neodvislá řešení uvažovaného systému (1), jest možno vyjádřiti 
funkce A{, Bi, jakožto partikulární řešení téhož systému, pomoci konstant 
ah fit vzorci 

At = ax Au + a2 Ai3 + a 3 Ais + aÁ Au . . 
Bi^^Aii + fcAiz-j-fcAK + PiAu ^ > 

anebo krátce 

Bi={(p!) ( s ' u b s t i t u c e
 fy- (4') 

Z druhé rovnice pak ihned vyplývá 
§i = {Bt) OSM) 

a tudíž dle rovnic (2) 
fit = (Ai) (S-*B). 

Vychází tedy pomocí první rovnice (4T) 
/?, = «) {S-^BS). 

Koeficienty této substituce T = S~1BS, Uu, jsou konstantní; 
neboť kdyby tomu pro některé Uk tak nebylo, vedla by rovnice 

Pi = til «1 + ti* «2 + tiS «» + til «4 ( 5 ) 

při zvolených % = a 2 = . . . . = ak_1 = ak+1 = .,. . = aif ak^zO, k ne­

možnému důsledku — = tik. Jsou tedy také konstantní kořeny charakte-
ak 

ristické rovnice této substituce a tudíž také kořeny charakteristické 
rovnice substituce B. 

Z tohoto. poznatku snadno vychází, že za učiněných předpokladů 
jest možno nahraditi daný systém (1) systémem jednodušším, který lze 
integrovati kvadraturami. Neboť s ohledem na předpoklad, že funkce 
Ai i Bt hoví témuž systému (1), obdržíme derivací rovnic (3) a (3^, 
na př. dle x 

3 TJ 
= un At -j- ňi2 A2 -j- UÍS A.z + ňu Ai 

m (6) 

h = «»1 BL 4" W»2 B2 -t «i8 BS + UU Bi 
Tento předpoklad bude v dalším zobecněn. 
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kdež 

Uik=-g^- Mu (hk + W/a « 2 * + «*Í3 a n -\- w ť 4 a i l c ; 

nahradíme-Ii pak v těchto rovnicích At a Bt lineárními kombinacemi 
v TJu jež určíme z (3) a (3'), obdržíme současně platné rovnice 

?5 = V i l Ux -f- vtí U2 - f vi3 U9 + tfť4 

^ = ^ V i l Ul + *2 *>ť2 ^ 2 - f h Vis &z + h v* 

a analogicky 

^ ,= 0i + ÍTa + + «r<4 ř74 

^ ='h v'n Ui + ^ 2 tfi* Ua + h v'is U& -f- Wu ÍT4. 

Z nich vychází, poněvadž začáteční hodnoty funkcí Ui mohou býti 
libovolné, 

vik = v'ik = 0 pro &4=«-
Neboť kdyby na př. některé vik (k^i) nebylo identicky rovno 

nule a na př. v bodě xoy y0 nabývalo hodnoty vty =4= 0, vedla by rovnice 
(li — XÍ) Vit Ux "f +S}* —k-l) Vi, ť _ ! Ui ! + 

4- (k — vh f + l Ui+1 - f + (A, — A4) v í 4 ř74 = 0 
při zvolených počátečních hodnotách 

u?= ui0)=... .=u{:\= ř7i°ii=• • • = cri 0 ) = o; UÍ0)=- 1 
k důsledku 

f&o) = 0, 
proti předpokladu. 

Vychází tudíž, že funkce Ui lze určití kvadraturami a tedy že 
jest možno daný systém (1) snadně integrovati; neboť ze známých 
funkcí Ut určí se hledané funkce Ai pomocí rovnic (3). 

Bylo posud pro jednoduchost předpokládáno, že charakteristická 
rovnice substituce B má jenom jednoduché kořeny. Je-li nyní obecně 
li Ir násobným kořenem charakteristické rovnice substituce B a patři-li 
v charakteristické funkci substituce B k základu l — V 

elementárních dělitelů (l — li)1 

ríi} „ „ (A — l(y 

r¥ elementárních dělitelů (l — li)e 

a dosadíme-li 
(0 (i) I (i) | (/) 

(»2 = ry+ - j - r / 
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jest možno nalézti Qi* -f- Q® -f" • • • • + = J< lineárně neodvislých forem 

takových, že zavedeme-li u nich na místě Ai jejich lineární kombinace (2), 
nabudou hodnoty Xi ř7^p+ ^ a — i , p ( £ ^ = 0 - Nebudeme zde obecně 
vyšetřovati, jak se zjednoduší příslušný systém diferenciálních rovnic, 
určující funkce U^fe, nýbrž provedeme v dalším každém specielním 
případě příslušnou úvahu zvláště. UrČíme-li integraci tohoto zjedno­
dušeného systému funkce U^p, určíme také snadno pomocí rovnic (7) 
hledané funkce A{. 

Uvedené metody k nahrazení daného systému diferenciálních 
rovnic systémem jednodušším lze zvláště použiti, jsou-li koeficienty 
daného systému ať j t, ďa funkcemi pouze rozdílu nebo součtu obou 
neodvisle proměnných; neboť pak, hoví-li danému systému funkce Ai (x, y), 
hoví mu také Ai (x -\- c, y-\- c) resp. Ai (x -J- c, y — c) a rovněž 

dAi(x-\-c, y + c) 
dc 

dAj(x-\-c, y — c) 

resp. a c 

c = 0 c=0. 

Obdržíme tudíž ihned v prvním případě 

-B* = (OÍI + « ' Í I ) A1 + (ai2 - f a'l8) A2 + (a i 8 -f- a'<3) A% +(oi4 + a'i4) M (?) 

a v případě druhém 

Bi = (cnt — a'n) At + (a i 2 — a'i2) A2 + ( « / 8 — « ' ÍS) + (a* — 4 ) (20 

2. Systémy určující plochy, které připouštějí grupu co2 projektivních 
deformaci v sebe, z nichž některé jsou kolineacemi. 

I. t yp . 
V citovaném Cartanově pojednání určeny jsou plochy prvního 

typu, které připouštějí grupu projektivních deformací v sebe, z nichž 
některé jsou pouhými kolineacemi v sebe, následujícím systémem 
diferenciálních rovnic: 

dAx = (olxAx -f- a2A2 -j- o)3As 

dAa = m2xA1-\- (oi%A% -f- o)2SA3 -j- (Ú^AI 
dA9 = W a i ^ ! + G>S2A2 + w 3 8 4 , -(- o^A^ 

dAt = aA1Ax - f aA2A2 -j- »á3^3 + ; 

při tom jsou <o lineární diferenciální formy dané rovnicemi 

„ dx dy 
wÁ = p ; ttf3 = — a——; « 2 3 = tt84 = « a ; w a 4 = w3 8 = ws 

x y x — y 

(8) 
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«a2 — (oxl = 2 a<» á -f- (3ot)3 

«33 — »11 = « » 3 + 2 /?ť»3 

« 4 4 — » n = 3 act)8 -f- ^ /?í» 8 • ^ ' 
W l l + W22 "f W33 + W44 = O 

»21 = «43 -= ^ 8 5 »81 = W42 = (> W3; »41 = (>»2 + ^W3 5 * = ~ Vf 5 

a, /? jsou konstanty vázané relací a{J = l. Vypočteme-li z těchto rovnic 
wÍJk a dosadíme-li je do systému (8), obdržíme s ohledem na rovnici 

d A t ^ d x + ^ d y 

porovnáním koeficientů při dx a dy následující systém parciálních dife­
renciálních rovnic 

dx~~ 2 x - y A l ^ P x - y * 

d-£*= p(x — y)Ax + \—^—A%-\- P-^—A3 dx v *y 1 1 2 x — y 1 x—y 3 

4- a 1 A 

-g= ( — f ) ^ + / P ( , _ y ) j í , + | . _ L _ j 1 

^ i - -5-—^ -« 1 ^ 
oy 2 x— y x — y 

D A > — 1 1 A 1 A 

~ó— "o -"-2 • JLj 

dy 2 x — y x — y 

?0 = -A^X-y)4l-a-l-Aí 

^ = - ( x - ý ) A 1 -a>(x-9)A, 
Koeficienty tohoto systému jsou funkcemi pouze rozdílu obou pro­

měnných x a y\ jest tedy možno použiti integrační metody, jak byla 
vyložena v odstavci předešlém. Nalezneme snadno dle (2ř), že jsou-li 
ALF AÍJ As, Ai partikulárním řešením tohoto systému, jsou jeho řešením 
také jejich lineární kombinace 

i ? i = / ?—-—A 2 — a——As 

x—y x—y 

x-V ^ x - y x - y ( 1 Q ) 

B> = -a*{x-y)Ax- a — A , - — A , +fi—A 

B,= -a*(x-y)Ai + F(x-y)A3 

(9) 
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určující substituci B, jejíž charakteristická rovnice 

- X 

— a*(x— y) 

O 

má kořeny 

X — V 
1 

X — y 

X — y 

x—y 

X - Ě -
x — y 

i—X 
x— y 

a*(x-y) P(x-y) 

O 

a 
x — y 

x — y 
• X 

_ 0 

X1== a* + /?* 

x 2 = — J — p* 
X 3 = J — p* ' 
Xá = — 

Vyplivá tudíž z předchozích vývodů, že systém, jímž daný 
systém (9) nahradíme, bude lze integrovati kvadraturami. 

Podle obecné metody* obdržíme po delším, zde neuváděném, počtu 
kanonický tvar substituce (10) 

U1 = [F-J + 2(x-y)]A1±^[F+J + 2(x-y))As + 

a 1 

jj — y 
i 

+ ^ [ - ^ + « * - 2 ( * - » ) ] ^ + ^ é ^ W t - a l + 2 ( í B - y ) ] ^ ( n > 

^ = [ - ^ + « l + 2 ( ^ - ž / ) ] ^ a + - ^ - [ - / ? l H - « f + 2(x-y)]A2 + 
d, y 

s 

= F + a' + 2(x-y)]A1 

x — y 

+ ^ V*+«f+2 (* - y)] ^ + ^ z r ^ i [ - 0*+ a* - 2 (* - y)l ^ 
* — y 

a vyjádříme-li z těchto rovnic funkce Ai pomocí Z7i, ř7"2, Z7a, Z74 

* Srovn. na př. J. Horn Gewohnliche Differentialgleichungen beliebiger Ord-
nung (1905), str. 72. 
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Á - 1 rZJ | 2 (s -y) + «*+/?» 
^ - 5 5 = i 5 W + 2 ( . _ i r ) _ B i + / J i ^ + 

2 ( a ; - y ) + « t - / J f 

1 8 8 ^3 "f- U4\ 

2 (*-</) + a * - / ? 7  

Derivací rovnic (11) na př. dle a; obdržíme, nahradíme-li po deri-

Tování na pravých stranách funkce —— příslušnými lineárními formami 
ox 

"v Ai, jak jsou dány systémem (9) a vyjádříme-li konečně Ai podle 
rovnic ( l ľ ) příslušnými výrazy v Z7j, jednoduchý systém 

8 Z 7 l - r ^ 1 i ř7 

(12) 

^ - r ^ l 1 • 2

 1 t r 
to-L ' 2(^- ž / ) + 2 ( í C _ 2 / ) _ a i + ^ t y 2 

a analogicky 

d U l - \ a * I 1 I 7T 

^ = [ « f + ^ _ ? _ i ] U a 

r^ai+2^rH^y)lj^]U' (12) 
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Integrací snadno nalezneme 

Íx — y 
8 8 

(13) 

Íx — y 
při Čemž k1} Jc3, k3, Jcá jsou integrační konstanty. 

Dosazením těchto výrazů do rovnic (11') obdržíme hledané funkce At. 
Z nich má Ax zvláštní geometrický význam, a značí, udělíme-li inte­
gračním konstantám Jclf 7c2, h&, \ hodnoty le[\ 1$, 1$, 1$ v jistém sy­
stému souřadném i-tou homogenní souřadnici bodu na uvažované ploše 
(|^| 4=0). Můžeme zvláště uděliti konstantám 1$ po sobě hodnoty 
(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1); obdržíme tedy v jistém 
systému souřadném homogenní souřadnice bodu na uvažované ploše 
jako koeficienty při integračních konstantách. 

Z rovnic (li*) a (13) vychází při malé změně označení konstant fa 

A = (*-y)H { * / ' + ' * » + * , [2 ( * - , ) + « * + ffi] e-?*'+J» + 

+ h, [ 2 ( . _ , ) _ « * _ ^ ] / * — 1 » + ^r**—"M (14) 
8 

a jsou tedy rovnice hledaných ploch, dosadíme-li ještě /?T = a, 2 x = %*, 
2y=t/ 

. i 

«M y 
xx = e a 

x2 

x3 

II. typ. 
Plochy druhého typu, které připouštějí grupu co3 projektivních 

deformací v sebe, z nichž některé jsou pouhými kolineacemi v sebe, 
určeny jsou opět systémem diferenciálních rovnic (8), v němž však na 
rozdíl od typu prvního jest klásti 

« A = — . : OJS = .——; a = /?= y l — 2c=fc 0: 
a x — a x — y 1 ^ 

3 
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Vypočteme-li z těchto a zbývajících (dle těchto relací změněných) 
rovnic (&) G}ik a dosadíme-li je do systému (8), obdržíme analogicky 
jako dříve, následující systém parciálních diferenciálních rovnic: 

dx 
dA2 

dx 
dA* 
dx 

dx 

dAi 
dy 

dy 
dA 
dy 

dAt 

2 x — y x ' a x — y 

A\ -\—ČT A^A As 

a x—y 1 1 2 x — y 1 a x — y 
C 1 A 1 1 A _ | _ 1 1 A 

• 1 2x~^yz^~~ax~^yl 

A < C l A l X 1 A l 3 1 A 

a x — y 

a x — y 
3 
2 x — 
c 
a x — 

Q 
a x — 
X 

a x — y 

y 
A, 

a x — y 
1 1 
ax — y 

y 
A . 1 1 A 

Ai-\--ň-—-A* 

2 x — y 

A3 (9a) 

1 1 
2 x — y a x — y 

A*, 

y 
A 1 1 A 1 1 A 

' Aj —~ ~—~ A% • A± y^1 ax — y^* ax — y^* 2x — y 

jsou fankcemi pouze rozdílu obou proměnných x, y. 
dy a x — 

jehož koeficienty 
Nalezneme snadno, že jsou-li Ai, J . 3 , Ai} A± partikulárním řešením 

tohoio systému, jsou jeho řešením také jejich lineární kombinace 

1 1 -A 
a x — y 

B^=^7 [x—y+ 

a x — y 
c 

a 
1 

57 Ň ] AI-\ — A % + — —A3 — 
2(x — yy 1 1 x — y 1 a x — y 

a x — y 
A, 

Bs = —— \(x—y) -j- J T - T — - — r a *J 1 2{x—y) 

a x — y 

. M i — \ r - „ 1 .A*—„ 1 + a x— y x — y 
(10a) 

B±=——[x — C—rlA* + — \x — y + zrr——Ň1-4S * a L y 1 2{x—yy 8 T a 1 *'2(x—yy s 

určující substituci B, jejíž charakteristická rovnice má kořeny 

2 2 
Xi 0, Xa 0, Xa , XA . 

• a a 

Elementární dělitele charakteristické funkce této substituce jsou jedno­

duché X} X, ̂ X ^X -j- -^-J; existuji tudíž Čtyři lineárně neodvislé 
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kombinace U1} Z72, ř7"s, ř74 funkci At takové, že, zavedeme-li v nich na místě 
2 2 At jejich lineární kombinace (10a), nabudou hodnoty 0,0, — ř73, Z74. cc cc 

Z rovnic současně platných 
tTJ 2 2 - _ i = V l l ř7i -f- t;l3 Z7a +1718 Z73 + %4ř7"4 0 = — i>18 Us— — v14ř7"4 

OX CC * u 

3 Z7" 2 2 
= t?21 JJX + fla2 ř7a + v 2 3 Í7Í + ť M IT4 0 = — v 2 3 Z73 — — w24 TT^ 

^ = »B1 # 1 + *>89 # 2 + «>38 + Z74 ^ = -2- fl33 # 3 ~ ^34 # 4 

3 ř 7 4 TT I TT , TT I TT 2 3 ^ 2 TT 2 TT 

— = VéLJJ1-{-v^Ui + vi3U3 + vuU4 ~~'T~:dx=~a V^ 3"~~a V" 4 

a z toho, že počátečné podmínky mohou býti libovolné, vyplývá 

v1s = vu = ví9 = v2l = vSí=v32 = v!i4: = vÁÍ = vÁ2 = v4íS = 0 
takže funkce Z73 a bude lze určiti kvadraturami, kdežto pro funkce 
Ui a TJ% nalezneme systém tvaru 

^ = *u + t f c ř7"2 ^ = t f u I7i + 17, 

= v 3 i TTX + vaa TT» ~5y= V'™ U l V'í2 ^' 

Kanonický tvar substituce (10a) jest 

11, = A, + - - A 

í72 = A + A + ŝ + -A, 
(*-y)* + Y ( l l a ) 

Us = -[{x-yy + ±]Al-±[2(x-y) + a+\\As + 

J\-^.\2(x-y)-a-l]A9 + A, 

TTi = -[{x-y)*+±]Ax-^V{*-y)-«+l\Ai + 

+ i - [ 2 ( ^ - 2 / ) + a - l ] ^ 3 + A . 

Z těchto rovnic obdržíme, vyjádříme-li funkce J.* pomoci Uíf Ua, Č73, ř7"4 

A1=-—^r[aUí-Uss- — Ui + —Ui] 1 a — 1 L a 1 a * J 
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^ = 2 ^ = 1 ) ^ - ^ + 2 ( ^ ) 1 ^ - ^ I ^ - y + 2 ( ^ ) J ř 7 > -

1 s - y a —y — « „ 1 x-y 1_. _ 

Derivaci rovnic (11a), na př. dle x, obdržíme, nahradíme-li po 

derivování na pravých stranách rovnic funkce —— příslušnými formami 
000 

v Ai, jak jsou dány systémem (9a) a vyjádříme-li konečně At podle 
rovnic ( l l 'a) příslušnými výrazy v Ut} systém 

d U l 3 ^ + = - [ 1 + c- ]U2 dx 2(x—y) 1 _ r a(a—y) 
(x—y)* + Y 

ZU9 
1 (x-y)*+Y 

.[ Ut + dx x — y ' L CL 

I 1 | C G + 2 I C ITT 

+ (*-jf)- L 2a + , <J ( 1 2 a ) 

KX — v) - i - Y 
atr8 i a « - i 

" 9 ^ ~ ~ " ^ | 1 + 2 ^ - ž / ) J 

a analogicky 

3 t 7 1 _ 3 - 1 M I
 c 1 rr 

3y ~2{x-y)Ul «(?-y)1 ^ (x_yy + ± l i 3 

! (* - y ) 8 + Y 
[ - - « - l ] ř 7 i -dy a; — y a 

1 r« + 2 i c i rr 

• • - » ' » « V r t M - - ^ <>*) 
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3 Z 7 » - _ L r i 2 c c ~ 1 i TT 

dy a 1 2(x—yy 
Kvadraturami určíme funkce Z78 a řž* 

Di = íb« • ( * - » ) ( 1 3 a ) 

UA = kAe a (x — y) 8 a 

a pro funkce Z7X a Z7a obdržíme, zavedeme-li novou neodvisle pro­
měnnou (x— yf = zf systém obyčejných diferenciálních rovnic 

dz éz 1 1 2 az L 1 , c J 

2" (13a) 

<žř7a 1 *"T 2 1 l T r . 1 r a + 2 c i _ 

jenž vede, jak zřejmo, na diferenciální rovnici druhého řádu s dvěma 

regulárními {z = O, z = a jedním irregulárním {z = co) singulár­

ním bodem. Vypočteme j i pro Y—aUx— Z78 ; obdržíme 

kdež 

w 0 

Mi : 

a — l 
2a 

8 — 4a — 17c-f- 5ca 
4a 

(a = )'l — 2c=JzO) 

4a 2  

g»4- 6a — 4 
16a á 

— 40 + 85c - 16c8 + 32a — 42ca 
32a a 

.8 3. Systémy určující plochy, které připouštějí grupu oo: 

kolineací v sebe. 
I. typ . 

Plochy prvního typu, při nichž projektivní deformace v sebe dané 
vzorci af = ax -f- b, i/ = ay-\-b, jsou pouhými kolineacemi v sebe, 
určeny jsou systémy (8) a (80, v nichž však na rozdíl od případů již 
uvažovaných jest klásti X = Q = 0. 
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Vychází tedy v tomto případě jednoduchý systém 

dx 2{x—y) 1 x— y 
dA, 1 
dx 2(x—y) 1 x — y 

dx ~~ 2(x—y)3^x — y í 

dj±_ ' 3 
dx 2(x—y) 

(9b) 
M l — 3 a 
dy- 2(x-y)Al x - y A s 

Ml=

 1

 A

 a_A 

dy %(x—y) 3 x — y * 
dA±_ a_ 1 A 

dy- ±-y 2 2(x-y) * 
dAx_ 
dy ~~ 2{x—y) 

který lze bezprostředně integrovati; neboť stačí omeziti se na systém 
druhého řádu 

dx— 2(x—y)A*^rx-yJL* 
dAs 1 
dx 2{x—y) 

dA2 1 

A 3 

(9T>) 

dy 2{x—y) 
dAs a 

A, 

As -
dy x — y~* 2 ( z - y ) ~ 3 

jehož řešení kvadraturami snadno nalezneme. Obdržíme 

A2 = Cl(x — yý + (ct y + c8) (a? — 

^t3 = — a (dy -f- ca) (a? — 

a z funkcí těchto a z 

vypočteme variací konstant clf c2 funkce J . s , A% hovící systému (9b) 
a konečně z prvních rovnic tohoto systému 

+ (Z?1*2 + «V) + h {fix - «*y) + h] 
8 

kdež fcj, &2, &8, jsou integrační konstanty, a/? = 1. OznaČíme-li a, 
obdržíme rovnice uvažovaných ploch ve tvaru 
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#i — a8 a?3 — 3 y - f- 3 x\f \ y3 

x, = ax^ (14'b) 

1 
x3 = ax— ^ y 

II. typ. 
Rovnice ploch druhého typu, které připouštějí grupu oo8 projek­

tivních deformací v sebe, jež všechny jsou kolineacemi, obdrží se inte­
grací systému diferenciálních rovnic (9a), v němž však jest nutno klásti 
, 3 
A =f Q — -jj- c. 

Systém takto pozměněný jest tedy 
dAt 3 
dx~ 2{x-y)Al + a(x—y)Á2 

M 8 - 3 C 1
 4 , 1 , , - , 

3* 2az — y 1 _ h 2 ( t f — í / ) ^ + a ( í ř - y ) 3 

~Žx~ ~ax — y A l ~ 2 (x—y) A % a (x—y) A < 

3 ^ _ 3c l _ , c_S_A 3c 1 . | 3 . 
2«x~^yAl ~r T 0 - y 2 2 ^ z - y 8 + 2(z-y) 4 

(9c) 
dx 

dÁ! 3 
3y 2(x—y)~1 a(x—y)~* 

MĚ 0 A i 1 .1 1

 A 

dy~ a(x-y)^2(x y)^ 3 4 

3^3 _ 3c 1 . 1 . 1 . 
3y ~~ 2aa; —y 1 a ( z - y ) ^ 3 2(;z—y) 3 

3 ^ 4 _ 3c 1 ^ 3c 1 A c 1 3 1 J[ 
3y 2aa? — y 1 2a# — y 2 a # — y 3 2 # — y 4 

a jeho koeficienty jsou funkcemi pouze rozdílu obou proměnných x, y*. 
Nalezneme snadno, že jsou-li Aí7 A2, As, A± partikulárním řešením 

tohoto systému, jsou jeho řešením také jejich lineární kombinace 

1 A - 1 

a(x—y) 2 cc(x—y) 
c l 1 1 

2a(x-y) ^ x — y cc(x—y) a (x—y) 

B * = - 2 a ( l - y ) A l — ^ T D A 2 ~x~yA" + 5 ( š=ý)^ 

B i = ~2a(x-y)A* + 2a(x-y)As 

131— „ / „ \ — „ , xA$ 

* Substitucí {x — y) = e* přejde tento systém v jiný s konstantními koeficienty. 
2 
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určující substituci Bf jejíž charakteristická rovnice má kořeny 

~ A«j • 0. 

Elementární dělitele charakteristické funkce této substituce jsou 
h9, A; existují tudíž čtyři lineárně neodvislé kombinace Ul7 Z72, Z73, Z74 

funkcí .ái takové, že zavedeme-li v nich na místě A> jejich lineární 
kombinace (10c), nabudou hodnoty 0, 0, U2, UB. 

7A rovnic současně platných 
0 = vlz TJ2 + vu Ud 

d U 0 = v2SU2-\-v2áU3 

_ i = vtí Ui + vi2 U2 + via U3 + vu Ut 3 TJ% ox = vn u2 -\- vS4t Ui 

a z toho, že počáteční podmínky mohou býti libovolné, vyplývá . 

1̂3 = VU = V21 — Vn = V2± — Val = Vi4> = 0 

^22=^33=^44 

3̂2 = *>43> 

takže obdržíme jednoduchý systém tvaru 

dx 
du2 

= vn Ut + v12 U2 

ďx~ = V*U* 

= VS2 U2 - j - tf22 U3 dx 

dx 

dUx 

— *>41 Ui + *>42 TT* + 3̂2 #3 + *>22 U4, 

= ^11^1 + ^ 1 2 ^ dy 

v'22 U% 

dU2 

dy 

^'32^2 + ^ 2 2 ^ 8 dy 

3*/ = P 41 #1 + ^42 TJ2 í / 8 2 Ug H - í / 2 2 #4 

který, jak zřejmo, lze integrovati kvadraturami. 
Kanonický tvar substituce (10c) jest 

TTi = ~ Á í +A< 
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v _ _ c j ^ A i + c « £ ± A z

 ( U 0 ) 

« 
z těehto rovnic obdržíme, vyjádříme-li funkce At pomocí Ulf U2, U$, U4 

^ 2 JJ • 2 JJ 
1 e 1 c a a (#—yf 4 

a + 1 1 / 1 c(a + 1 ) U* ca(x—y) U*+ a 3 ( a + l)(a—#) 2 

1 1 1 2 

Z rovnic (11c), ( l l ' c ) , (9c) obdržíme analogicky jako dříve zjedno­
dušený systém 

dff i _ 3 T 3 jT 

dx ~2a(x—y) 1 a{a + l)(x—y) 2 

9 Z 7 2 = = 2 a — 1 ^ 
3# 2a(#— ž/) 2 

3 Í T 3 _ 1 r r , 2 a - l ^ 
3a; 2 U2^2a(x-y)Us 

dUi a ,„ . K w N _ 5a(ař -y) ^ . 1 _ . 2 a — 1 ^ 
— ^ 4 ( 7 + 5 « ) ^ - , ) ^ - ^ ^ ^ + 2 ^ + 2 ^ ^ ) ^ 

^ = ~ 2 « ( a f - y ) í 7 ' 1 + « ( « + l)V-y) C 7 ' 2 ( 1 2 C ) 

W1_ 2a —1 T 

~W~ 2a{x-y)U* 
dUs_ 1 TJ 2a — 1 ^ 
"37_ T 2 2a(z — i / r 3 

jehož integraci snadno nalezneme 

ff,-M*-y)^-**(a_2)

3

(g + ift-t)""1 

8a—1 

U2 = h(x-y) •« 
1 2a—1 

ff.=yft(* + s0-t-*d(*-y) a a (13c) 

_ 7 a 2 (7 - j - 5a) , , . r . 25a + l . , 2 . 
U * = * 4 ( a + 2) " + f - M 8 ( « Ť l ) ( « - 2 ) ^ y ) + 

2* 
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Dosazením těchto výrazů do rovnic ( l l ' c ) obdržíme analogicky 
jako dříve při malé změně označení konstant Jsu ]c2, &3, \ rovnice hleda­
ných ploch 

ct+2 

x1 = (x — y) a 

_ « ± i (14'c) 
x3 = (x4-y) (x — y) « 

a —2 q+8 

xs = a(x — y)~«~ — (a—2)(x-\-yf(x — y) « 
Ze vzorců ( l l ' c ) , (12c), (13c) vyplývá, že v těchto rovnicích jest 

nutno předpokládati a^=0, + 1 , + 2 . Kdežto plochy příslušné k hodnotám 
parametru a—-\-l jsou dány rovnicemi (14'b) pro hodnoty a = ~]/+ 1, 
určí se rovnice ploch v případech a = + 2 zvláště ; obdržíme pro a = 2 

%t T ^ , a?2 = 7—^-^a, # 3 =log(a : — y) — I — ^ ) 

a pro a = — 2 (14'c) 
% = log(íc — «/), #2 = a:-f-y, aj3 = (^ — y) 2 — 2{x-\-yý. 



SUR CERTAINS TYPES D E S U R F A C E S QUI SONT 
PROJECTIVEMENT A P P L I C A B L E S SUR E L L E S MÉMES. 

» PtR 

O. BORŮVKA. 
(RÉSUMÉ.) 

Les surfaces qui sont projectivement applicables sur elles mémes ont été 
étudiées par M. E. Cartan dans son Mémoire «Sur la déformation projec-
tive des surfaces* *). Ces surfaces étant données par de systéme des équa-
tions différentielles on peut trouver les équations de ces surfaces en 
intégrant ces systémes. Ils sont, dans le cas de surfaces qui admettent 
un groupe k deux paramétres de déformations projectives avec un sous-
groupe projectif et de celles qui n'admettent qu'un groupe projectif a deux 
paramétres bien simples et de telle sortě que leur coefficients ne sont 
que fonctions de x—y, x, y étant variables indépendantes. D'aprěs une 
méthode que m'a communiquée M. le prof. E. Čech on peut simplifier 
tels systémes en formant une substitution linéaire (2) conduisant ďune 
solution particuliére Alf A%, A3, A± du systéme donné k une autre 
B1} B2, J?3, 2?4 et en la mettant sous la formě canonique. J'explique 
cette méthode (p. 4) et je l'applique pour trouver les équations des dites 
surfaces. Mais dans un cas des surfaces qui admettent un groupe k deux 
paramétres de déformations projectives avec un sousgroupe projectif on 
est amené k une équation différentielle du second ordre avec deux points 
singuliers réguliers et avec un point singulier irrégulier (voir p. 15)* 

Dans tous les autres cas on trouve les équations cherchées sous 
formě finie; on obtient les résultats: 

m 

1. Les équations ďun type des surfaces, qui admettent un groupe 
k deux paramétres de déformations projectives proprement dites (ď— ax-\-b, 
yr=ay-\-V) avec un sousgroupe projectif (a — 1) sont 

, i 
a*-H — y 

x± — e a 

! = ( z - 2 , + « + -i-) 

l = ( * _ 3 , _ « _ ± | 

2. Les équations des surfaces, qui admettent un groupe projectif 
a deux paramétres (xř=ax-\-b, yr=ay-{-b) sont 

*) Annales de l'école normále supérieure, série 3. t. XXXVII. (1920), p. 259-356. 
3 
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a) 

V) 

x1=a?x3— dx^y -f- Zxy* ^t/ 3 

CL 

x2 = ax*^- — y* 

xs = ax — — y 

a+S 

%1 = 

x1=(x — y) « 
x2 = (x + y)(x — y) « (« + 0, +1, ± 2 ) 

a—2 g+a 
x3 = a(x — y) a —{a — 2){x-[-yfix — y) .« 

Xi=log(? — y), x% = x-\-y, xz=-(x — yf~2(x-\-yy. 
3. L'équation des surfaces qui admettent un groupe projectif mixte á 

deuxparamětres (xr=sx-\-a, i/=s2y-\-bj af=sy-\-a, yr=six=b;s9=l) 

xl*xl*xl*xf= 1 Ox + a% -j- a 3 + a4 =- 0) 

Brno, le 4. juiUet 1924. 
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