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Uber Ketten von Faktoroiden.

Yon

O. Boruvka in Briinn.

In den Vorlesungen iiber Gruppentheorie, die ich im Jahre 1938/39
auf der Universitit in Briinn gehalten habe, war ich bestrebt, die all-
gemeinen Sitze der Gruppentheorie mit Hinblick auf ihre Abhingigkeit
von den einzelnen Gruppenaxiomen zu formulieren und zu beweisen. Das
hat mich naturgeméfl zu systematischen Untersuchungen iiber Gruppoide
gefithrt. Unter einem Gruppoid verstehe ich den Inbegriff einer nicht
leeren Menge G und einer Multiplikation in G. In dieser Arbeit erlaube
ich mir einen Teil meiner Resultate darzustellen, und zwar die Theorie
der Ketten von Faktoroiden. Der Begriff eines Faktoroides ist fiir die
gesamte Gruppoidentheorie von grundlegender Bedeutung und stellt eine
Verallgemeinerung des Begriffes einer Faktorgruppe dar. Ich erlaube mir
auf seine Definition in Nr. 8 hinzuweisen. Die hier entwickelte Theorie
der Ketten von Faktoroiden bildet eine weitgehende Verallgemeinerung der
klassischen Theorie der Normalketten.

Die Arbeit besteht aus drei Teilen. Im Teile I werden mengentheore-
tische Grundlagen der Gruppoidentheorie entwickelt; der Teil II enthilt
grundlegende Begriffe und Sdtze der Gruppoidentheorie und der Teil III
die Theorie der Ketten von Faktoroiden.

I. Mengentheoretische Grundlagen der Gruppoidentheorie.

1. Bezeichnungen. Mengen (Elemente in Mengen) bezeichnen wir in
der Regel mit groBen (kleinen) lateinischen Buchstaben. Systeme von
Mengen bezeichnen wir in der Regel mit Symbolen wie z. B. 4, 4 und
ihre einzelnen Elemente mit a,d. 8 4 bedeutet die Summe aller Mengen,
die in 4 als Elemente vorkommen. 0 ist das Symbol fiir die leere Menge.
Die auf zwei Mengen sich beziehenden Symbole v, A, n bedeuten ihre
Summe, Differenz, Durchschnitt. Die Bedeutung von €, ¢, D, = und ¢, ¢,
D, § diirfen wir wohl als bekannt voraussetzen. Wenn zwei Mengen
einen nicht leeren Durchschnitt haben, so nennen wir sie inzident.
Der Buchstabe G' bedeutet die ganze Arbeit hindurch eine nicht leere
Menge.
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2. Zerlegungen in Mengen. Ein nicht leeres System A von nicht
leeren paarweise fremden Untermengen in G nennen wir Zerlegung ip G
und im Falle 84 — G Zerlegung von G oder auf G. Ist A eine Zerlegung
in @ und A4 eine Zerlegung von 4, so ist das System 4 von Untermengen
in @, von denen jede die Summe aller in demselben Elemente von 4 vor-
kommenden Elemente von A4 ist, wieder eine Zerlegung in @. Wir sagen,
A sei die durch A ermwungene Uberdeckung von A, kiirzer: eine Uberdeckung
von A.

Es seien A4, C Zerlegungen in G. Die Menge aller nicht leeren Durch-
schnitte eines jeden Elementes in A mit jedem Elemente in C heiBt die
Durchdringung von A, C und wird mit 4 » 0 oder C m A4 bezeichnet. Es
ist 8(4nC) sA4AnsC. In shnlicher Weise definieren wir die Durch-
dringung einer nicht leeren Untermenge B c G und der Zerlegung A , und
zwar als die Menge aller nicht leeren Durchschnitte von B mit den Ele-
menten in 4. Bezeichnung: B 4 oder 4 m B.

Die Menge der Elemente ¢ €C, die mit irgendeinem Elemente @ € 4
inzident sind, nennen wir die Hiille der Zerlegung A in C und bezeichnen
gie mit 4 ¢ C oder C 1 4. Nach dieser Definition ist also 4 €L C c C
und es gilt sANs(ACC)=84nsC. In shnlicher Weise definieren
wir die Hiille einer nicht leeren Untermenge B c G in der Zerlegung A, und
zwar als die Menge aller Elemente a € 4, die mit B inzident sind. Be-
zeichnung: B C 4 oder 4 1 B.

Es ist zweckmiBig, die Symbole AnC, BnA4,ACcC, Bc 4 auch
fiir den Fall zu definieren, wo ein oder beide Buchstaben in einem solchen
Symbole die leere Menge 0 bedeuten, und zwar wieder als 0.

Der Begriff der Durchdringung von zwei Zerlegungen hidngt mit dem
Begriffe der Durchdringung einer Untermenge und einer Zerlegung und
ebenso der Begriff der Hiille einer Zerlegung in einer weiteren Zerlegung
mit dem Begriffe der Hiille einer Untermenge in einer Zerlegung in folgender
Weise zusammen:

AnC=(84nC)n(dnsC), AcC=sAdAcCC.

Wenn eine Untermenge B und eine Zerlegung A4 in G gegeben sind,
wohei BN 84 == 0, so ist dadurch einerseits die Zerlegung Bm A4 von
BN 8 A und andererseits die nicht leere Untermenge B[ A4 in A ein-
deutig bestimmt.

Wir iiberlassen es dem Leser, die folgenden einfachen Beziehungen

zwischen Durchdringungen und Hiillen zu beweisen. Dabei bedeuten 4,C
Zerlegungen und B 5 D Untermengen in G.
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'1.1°Bn4 =(BnNsd)md 2 Brd=(Bnsd)c 4;

‘2. 8(sACC)nd =s8Cnr 4,

3. (DL A)nB=DC (Adn B) (= DC An B). Daraus folgt (fiir D = B)

‘4. (BCL A)n B = An B;

5. (BL A)mD = AnD.

3. Zerlegungen aut Mengen. Wir werden nun insbesondere Zerlegungen
auf G betrachten. Als Beispiele von solchen Zerlegungen fiithren wir an
die aus dem eihzigen Elemente {G} bestehende grofte Zerlegung Grez Y01 G
und die kleinste Zerlegung Gmim von G; diese besteht aus den Untermengen {a},
wobei a € G.

Es seien Gy, G, Zerlegungen von G. Wenn jedes Element in @, die
Summe von einigen in G, vorkommenden Elementen ist, so nennen wir
G, (G) Uberdeckung (Verfeinerung) von Gy (G,) und sagen, @, (@,) sei oder
liege wiber (unter) Gy(G,). Bezeichnung: G, = G, oder G, < G,.

‘1. Wenn G, = @, gilt, so folgt aus a, €Gy, @, €Gy, G Nay + 0 die
Beziehung ay, = a, und wmgekehrt.

Beweis. Ist G = G, und a, €Gy, a3 €G,, a;Nas &= 0, so ist g, die
Summe von einigen in @, vorkommenden Elementen ; unter diesen befindet sich
das Element a; wegen @, N az = 0 und weil die Elemente von @, paar-
weise fremd sind. Folgt umgekehrt aus a, € Gy, a2 €Gs, a; N @y & 0 die
Beziehung @, O a2, so ist das Element a; die Summe aller mit ihm inzidenten
Elemente in G,.

Wir bemerken, daB die oben definierte Beziehung = zwischen Zer-
legungen von G reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist, also in jedem
nicht leeren Systeme von Zerlegungen von G eine partielle Ordnung be-
stimmt. Wegen Gpg, = G1 = Gpnin hat das durch diese Beziehung = teil-
weise geordnete System aller Zerlogungen von G das groBte Element Gy,
und das kleinste Element G, -

Wir betrachten nun ein nicht leeres System (X) von Zerlegungen
von G. Wenn fiir eine Zerlegung @ von @ die Beziehung @ = X (G < X)
besteht, und zwar fiir jede Zerlegung X €(X), so nennen wir G Uber-
deckung (Verfeinerung) von (X) oder gemeinsame Uberdeckung ( Verfeinerung)
von Zerlegungen in (X) und sagen, G sei oder liege iiber (unter) (X). Eine
Uberdeckung von (X) heiBt grofte (kleinste) Uberdeckung von (X), wenn
sie iiber (unter) jeder Uberdeckung von (X) liegt; eine Verfeinerung von (X)
heiBt gréfte (kleinste) Verfeinerung von (X), wenn sie iiber (unter) jeder
Verfeinerung von (X) liegt. Offenbar ist G, die einzige groBte Uber-
deckung und G, die einzige kleinste Verfeinerung von (X).
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‘2. Es gibt genaw eine kleinste Uberdeckung von (X). Dieselbe ist durch.
die im Teile a) des folgenden Beweises gegebene Konstruktion bestimmt.

Beweis. a) Es sei Gy € (X) und ao, by €G,. Eine geordnete endliche
Menge von Elementen in @,

{ay, ..., a.}

nennen wir Kette in (X) von aq nach by, wenn a; — aq, a, = by und wenn
je zwei einander folgende Elemente in der Menge mit einem und dem-
selben Elemente einer geeigneten Zerlegung X € (X) inzident sind. Die
fiir je zwei Elemente ao, b in Gy durch die Existenz einer Kette in (X )
von ay, nach b, definierte Beziehung ist offenbar reflexiv, symmetrisch
und transitiv. Es gibt also eine Zerlegung G, von Gy, so daB fiir je zwei

in demselben Element in G, liegenden Elemente von G, eine Kette in (X)
von dem einen nach dem anderen existiert, wihrend es keine solche Kette

gibt fiir zwei Elemente in G, die in verschiedenen Elementen von G, liegen.
Die durch G, erzwungene Uberdeckung U von @, ist die kleinste Uber-
deckung von (X).

b) U ist eine Uberdeckung von (X). Zum Beweise betrachten wir
eine Zerlegung X € (X) von @ und zwei inzidente Elemente w ¢ U, € X.
Nach °I geniigt es zu zeigen, daBl u O z ist. Nun gibt es aber nach der
Definition von % und wegen u N = 4 0 ein ay € Gy, 80 daB u 2 ay, N T +0-
Wir wihlen ein z € # und betrachten das durch die Beziehung @ € by be-
stimmte Element b, € G,. Offenbar ist {ag. b} eine Kette in (X) von ap
nach b,. Die Elemente ay, by von G, sind also in demselben. Elemente
von G, enthalten; also ist u D . Daraus folgt = € v und weiter w D z.

c¢) U ist eine kleinste Uberdeckung von (X). Zum Beweise betrachten.
wir eine Uberdeckung @ von (X) und zwei inzidente Elemente a €@,
we U. Nach ‘I haben wir zu zeigen, daB @ O # ist. Nun ist aber a die
Summe von einigen Elementen in G, und desgleichen 4. Daraus folgt
wegen @ N @ = 0 die Existenz eines Elementes ay € Gy, wobei agca N u.
Es sei by € Gy, bp c u. Es gibt eine Kette in (X) von ao nach b,

{als oo oy aa}’ (a'] = 60’ A, = bo)

und nach der Voraussetzung besteht die Beziehung a@; c a. Wir nehmem
an, daf fiir ein (1 <) B (< « —1) auch die weiteren Beziehungen aj, ..., a5
C a bestehen. Dann gibt es in einer geeigneten Zerlegung X € (X) von G
ein m_it g, G 4y inzidentes Element 2. Wegen a,; C a ist zna+0 und
aus X < @ folgt £ ca. Also ist @41 Na = 0, und aus Go < G folgern
wir @3, , C @. Somit haben wir @, c @ und daher auch 4 c @ bewiesen.
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d) U ist die einzige kleinste Uberdeckung von (X). Denn ist auch G
eine kleinste Uberdeckung von (X), so gelteil die Beziehungen G = U, U=G,
woraus wegen der Antisymmetrie der Beziehung = folgt @ = U.

‘3. Es qibt genau eine grofte Verfeinerung von (X). Dieselbe ist durch
die im Teile a) des folgenden Beweises gegebene Konstruktion bestimmt.

Beweis. a) Es gei @, b €G. Wir sagen, daB sich ¢ mit b verbinden
1iBt, wenn a in demselben Elemente von jeder Zerlegung X € (X) von @
wie b liegt. Die fiir je zwei Elemente a, b € G definierte Beziehung, dafl
sich @ mit b verbinden léBt, ist offenbar reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv. Es gibt also eine Zerlegung ¥ von @, so daB sich zwei Elemente
in G dann und nur dann verbinden lassen, wenn sie in demselben Elemente
-von V liegen, V ist die gréBte Verfeinerung von (X).

b) V ist eine Verfeinerung von (X). Zum Beweise betrachten wir eine
Zerlegung X € (X) von G und zwei inzidente Elemente » € ¥, z € X. Nach 1
geniigt es zu zeigen, daBl £ D v ist. Wegen v Nz &= 0 gibt eseina €v N 2
und nach der Definition von ¥ 1iBt sich @ mit jedem b € ¥ verbinden. Es
ist also b € #, und daraus folgt z o .

c) V ist eine groBte Verfeinerung von (X). Zum Beweise betrachten
wir eine Verfeinerung G von (X) und zwei inzidente Elemente ve V, a €G.
Wieder geniigt es, die Beziehung » D @ zu beweisen. Wegen v nNa %+ 0
gibt es ein a €vna. Es sei }_(E(X), a;GX, a €x. Da G eine Ver-
feinerung von (X) ist, so haben wir @ c . Also liBt sich ¢ mit jedem
b € a verbinden, und daraus folgt v o a.

d) V ist die einzige groBte Verfeinerung von (X). Der Beweis ist
shnlich wie in "24d).

Nach den Sitzen ‘2, '3 bildet das durch die Beziehung = teilweise
geordnete System aller Zerlegungen von G einen vollstindigen Verband
{complete lattice). Wie wir schon erwihnt haben, hat dieser vollstindige
Verband das groBte Element Gp., und das kleinste Gy, .

Wir beweisen noch den folgenden Satz betreffend die kleinste gemein-
same Uberdeckung U von zwei Zerlegungen G, G, von G.

‘4. Aus a, €6y, a3 €Ge, (1 C Gy) = 8(ae L Gy) (=w) Jolgt ueU.

Beweis. Nach der Definition von % ist @ — X; b, = X b, wobei
sich X (Z,) auf die mit ag (a;) inzidenten Elemente b; € Gy (b, € @) be-
zieht. Da jedes Element von a; (as) in einem Elemente von G5 (G;) liegt,
80 ist @y, @z c u. Also ist a, (a2) eines der Elemente b, (b;) und ist daher
mit ag (@,) inzident. Fiir b, € Gy, b, c w stellt also {ay, b1} eine Kette in
{(—}'1, 31'2} von @; nach b; dar. Wir haben nur noch zu zeigen, daf es fiir
b, € Gy, by & u keine Kette in {@1,(72} von @, nach b, gibt. Gibt es eine



46 0. Boruvka.

solche Kette {a; = a9, @11, ..., G1o = 51}, so gilt fiir ein geeignetes
(0=)f(=a —1):a,4C % ay5,,¢& u Nach der Definition einer Kette
gibt es ein mit @, und @, 5, inzidentes _Element by €G;. Aus g g C®
und b, N a3 = 0 folgt by < , und wegen b, N anLp+1+F 0ist ayp41 Cu.

4. Verkniipfte Zerlegungen. Es seien 4, C Zerlegungen in G. Wir
nennen die Zerlegungen A, C verknsipft und sagen, daB 4 (C) mit C (4)
verkniipft ist, wenn es zu jedem Elemente 2 € 4 genau ein mit ihm inzi-
dentes Element ¢ € C gibt und umgekehrt zu jedem Elemente ¢ € ¢ genau
ein mit ihm inzidentes Element a € 4.

Wir werden nun voraussetzen, daB 4 = CcC 4, C = A ¢ C. Daraus
folgt 8 A N 8C = 0.

1. Die 4, C sind verkniipft, wenn und nur wenn A 8C = Crsd st

Beweis. a) Die 4,C seien verkniipft. Man betrachte z. B. ein
Element o' € ArgC, so daB o' =aNsC gilt, wobei @ ein geeignetes
Element in A bedeutet. Nach der Voraussetzung gibt es genau ein mit @
inzidentes Element ¢ € C und @ ist das einzige mit ¢ inzidente Element
in 4. Esistalsod’ =aNc=cNsd cCrsd.

b) Es sei AnsC = Crgd. Wir haben vorausgesetzt 4 = C C 4,
d.h. daB jedes EKlement in A mit wenigstens einem Element in C
inzident ist. Ist ein Element a € 4 mit ¢, ¢; € C inzident, s0 ist
aN(@E,Ve)cansCelCmnsd und es gibt ein Element ¢ € C, firr das
die Beziehung a N (¢, v ¢;) c 84 N ¢ besteht. Daraus folgt, ‘da die
Elemente in C paarweise fremd sind, ¢; = ¢, = c.

Wir betrachten nun eine gemeinsame Uberdeckung B der beiden Zer-
legungen A n 8C, Cn8A der Menge 84 N.8C und definieren die Zer-
legung A (C) von 4 (C) in folgender Weise: Jedes Element in A4 (C) ist
die Menge aller Elemente in 4 (C), die mit demselben Elemente in B in-
zident sind. Es sei 4 (C) die durch A4 (C) erzwungene Uberdeckung von
A(C); es ist also Zg €4 (Zce (), wenn und nur wenn X (a N 8C) ¢ B
(Z (¢ N sd) € B) gilt. .

‘2. Die 4, C sind verkniipft und es gilt A C = B.

Beweis. Aus 4 = CT A4 folgt A = € € 4 und shnlich ¢ = 4 c C.

Es geniigt zu zeigen, dafl
(1) ArsC=Crsd=B

gilt. Denn zu jedem o' € Ar 8C gibt es ein ¢ € 4, so daB o’ =a N sC
—=aNn X ¢, wobei sich X auf alle in ¢ vorkommenden Elemente ¢ bezieht.
Ist (1) erfiillt, so sind nach "I die 4, C verkniipft, und daher gibt es ein



Uber Ketten von Faktoroiden. 47

einziges mit & inzidentes Element ¢ 6 €. Alsoist o’ =an ¢ € 4 m C. Daraus
folgt Am8C c AnC und ihnlich > und daher 4 nsC=AnC. Es
sei also (2, @) N8C€drsC, wobei Z,a € 4. Wir haben (Z;a)NnsC
— 2, (@ N 8C) € B. Da B zugleich eine Uberdeckung der Zerlegung C s 4
von 84 N 8C ist, so ist 2, (@aN8C) = Z,(¢c N 8Ad), wobei die ¢ in C
sind. Daraus folgt Z,c€C, also Zy(cNs8d) = (Z,¢c)Nsd e Cn sd.
Also ist (Z;a)nsC eCnsd.

5. Adjungierte Zerlegungen. Wir betrachten Zerlegungen 4, C in G
und setzen voraus, daB B € 4, D € C, wobei BN'D = 0. Wirsetzen 4 = s 4,

C = s8C. Aus der Voraussetzung Bn D = 0 folgt BeDc A, DEBCC
und wegen Bc 4, DcCist 0+=BnDcBnC, Dn 4. Also sind

(1) DCLARNC, BrCn4
Zerlegungen in G. Wenn fiir diese Zerlegungen die folgende Gleichheit

besteht
(2) s(DCAnC)=s(BrC CnA),

so sagen wir, daB die Zerlegungen 4, C in bezug auf B, D adjungiert sind,
oder, daB die Zerlegung 4 (C) zur C (4) in bezug auf B, D adjungiert ist.
Aus 2°1 2° folgt, daBl man eine dquivalente Definition erhilt, wenn man
die Symbole (1) durch

(1) (DNn4)c(AdnC), (BNC)C (CrA4)
ersetzt, wenn also die folgende Gleichheit gilt:
(2) s(Dn4d)yc(dnm@) =s((Bnc)c (Cc 4)).

Die Gleichheit (2) besteht z. B. dann, wenn 4 die groBte oder die kleinste
Zerlegung von A4 ist.

Wir setzen nun voraus, daB A4, C in bezug auf B, D adjungiert sind.
Dann sind

A4, =0cd, C,=4rc¢c,
4, =Dt A4, C,=BcCC

Zerlegungen in @. Wir setzen 4, = 8 4,, usw., und erhalten die folgenden
Beziehungen:

Ao 4,5 4,> {B}, C> (o0, o (D}
ADAIDAzD B, 03013023 D.

‘1. Es gibt verknsipfte Uberdeckungen A, C von 4;, Cy, wobei Ay € 4,

Cy € C gilt. Dieselben sind durch die im Teile a) des folgenden Beweises.
gegebene Konstruktion bestimmt. Die Mengen Ag, Co sind inzident.
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Beweis. a) Jedes Element in A4, (C;) ist in 4 (C) enthalten und ist
mit C (4), also auch mit einem mit 4 (C) inzidenten Elemente in C (4)
inzident; dieses Element in C (4) ist also in C; (4;). Es ist also

4, = C € 4,, C,=4,c (.
"Weiter ist nach 2 52
A;nC=4,1C =A4AnC,
C,n4d;=0Cnrnd=Cnrd,
so daB 4, C,, C,nd; Zerlegungen auf 4NC sind. Wir bezeichnen
mit T ihre kleinste gemeinsa.me Uberdeckung Nach 4°2 gibt es verkniipfte

Uberdeckungen 4, C von 4,, C,, fiir die 4~ C=T gilt. Jedes Elem&{nt

in 4 () ist die Summe aller mit demselben Elemente in U inzidenten
Elemente in 4, (Cy). A, C sind die erwihnten Uberdeckungen.

b) Es ist A3 € 4, C, € C. In der Tat, aus den Beziechungen B € 4,

D € C folgt
CNBeCrmd, ANDednC
und da die 4, C in bezug auf B, D adjungiert sind, so gilt (2). Es gilt
also nach 3 4
u € U, ,

wobeli u die beiderseits in (2') stehende Menge bedeutet. Die einzelnen
Elemente in 4 (C) sind die Summen aller je mit einem Elemente in U in-
zidenten Elemente in 4, (C;). Zur Feststellung der Beziehung A, € 4

(C, € () geniigt es also zu beweisen, daB A, (Cp) die Summe aller mit u
inzidenten Elemente in 4, (C;) ist. Nun ist aber

u=8DCANC) =s8(d,nC)= 4N C.

lin Element in A, ist zugleich in A enthalten und ist inzident mit C; es
ist in gleicher Zeit in A,, wenn und nur wenn es sogar mit D, also auch
mit 4, N C = u inzident ist. Es sind also mit « genau diejenigen Elemente
in 4, inzident, die in 4, enthalten sind; ihre Summe ist also 4,. Ahnlich
folgt aus den Gleichungen

u=g8(BCCnAd) =.s(52r-|A) = OyN 4,

daB die Summe der mit  inzidenten Elemente in C; die Menge O ist.

C) Aus O#BﬂDCAgnC-Z fOlgt A2ﬂ02='=0.
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II. Grundbegriffe der Gruppoidentheorie.

6. Gruppoide. Wir bezeichnen nach wie vor mit G eine nicht leere
Menge. Den Inbegriff von G und einer Multiplikation M in @ nennen wir
Gruppoidl). G (M) ist das Feld (die Mulisplikation) des Gruppoides.
Gruppoide bezeichnen wir in der Regel mit denselben jedoch deutschen
Buchstaben wie ihre Felder, z. B. ®, und iibertragen auf dieselben die fiir
ihre Felder definierten mengentheoretischen Begriffe und Symbole. Wir
sprechen also z. B. von Elementen, Untermengen, Zerlegungen in bzw. auf
Gruppoiden und schreiben ¢ € , 4 — G, usw. Das Produkt von ¢ und b,
wobel @, b € ®, bezeichnen wir mit @ .b oder kiirzer mit ab. Es ist zu
beachten, daf im allgemeinen iiber die Multiplikation keine zusitzlichen
‘Voraussetzungen (wie etwa die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes usw.) ge-
macht werden.

Die folgenden Grundbegriffe der Gruppoidentheorie diirfen wir wohl
als bekannt voraussetzen:

1) Den Begriff des Produktes 4B einer Untermenge 4 — & und einer
weiteren Untermenge B c ®. Ist einer der beiden Faktoren A, B leer, so
wollen wir unter dem Symbole AB die leere Menge verstehen.

2) Den Begriff eines Untergruppoides % in G und eines Obergruppoides
® iiber A. Bezeichnung: A c G, -G >OA. Wenn A c G, A =+ G, so nennen
wir U echtes Untergruppoid in &, und &hnlich definieren wir ein echtes
Obergruppoid. Fiir jedes A — & besteht die Beziehung 44 c 4; gilt um-
gekehrt diese Beziehung fiir eine nicht leere Untermenge 4  ®, so bildet
dieselbe samt der durch SM bestimmten Multiplikation in 4 ein Unter-
gruppoid in G.

3) Der Begriff des Durchschnittes und der Vereinigung von zwei Unter-
gruppoiden %, B. Bezeichnungen: ANVB, AU B.

Im folgenden bedeutet & — (G, M) ein Gruppoid.

7. Erzeugende Zerlegungen in Gruppoiden. Eine Zerlegung 4 in &
nennen wir erzeugende Zerlequng in &, wenn es zu jedem geordneten Paare
a,b von Elementen in A ein Element ¢ € 4 gibt, so daB die folgende Be-
ziehung besteht: ab c ¢. Als Beispiel von erzeugenden Zerlegungen in &
fithren wir die beiden extremen Zerlegungen Gyqs, Gmin von G an.

1) Der Name ,,Gruppoid‘ fiir diesen Begriff findet sich in der Arbeit B. A. Haus-
mann and Oystein Ore: Theory of quasigroups (Amer. J. Math., Vol. LIX, 1937).
Im engeren Sinne kommt er vor bei Garrett Birkhoff: Rings of sets (Duke Math. J.,
Vol. 3, 1937, p. 444). Siehe auch H. Brandt: Uber eine Verallgemeinerung des
Gruppenbegriffes (Math. Annalen, Bd. 96, 1927).

Mathematische Annalen. 118. 4
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Es seien A4,C erzeugende Zerlegungen in 6.
‘1. EsistsA.s Ac s A.

Denn fiir a;besd gibt es Elemente @,b,ccd, so daB die Be-
ziehungen a €a, b€b, @b ¢ bestehen. Also ist abcabcccs 4.

Nach diesem Satze ist der Inbegriff der Untermenge s A4 und der
durch M bestimmten Multiplikation in s 4 ein Untergruppoid in G.

2. Wenn 8 ANSC 40 ist, so sind AnC und A C erzeugende Zer-
leqgungen in ©.

Beweis. Unter der obigen Voraussetzung sind AnC und ACcC
Zerlegungen in G. a) Wir betrachten zwei Elemente 7,5 €4 nC. Nach
der Definition von A~ C gibt es Elemente a;,a;€ 4; ¢;,6, €C, so daB
z=a,N¢, y=ayNc. Da A (C) eine erzeugende Zerlegung ist, so
gibt es ein acd(ceC), so daB @@ ca(é 6 cc). Nun ist aber
ZYycamaNeeocanNc€dnC. b) Wegen ACC=s8A4CC geniigt es
zu beweisen, daB 8 AC C erzeugend ist. Es seien 6, ¢,€84C C. Da C
erzeugend ist, so gibt es ein ¢€C, so daB ¢ ¢, 6. Wir wihlen ein
x€8ANG, und ein yc8ANG. Es ist sycsd.84ANccqc8dNe,
woraus 8 AN ¢ == 0 folgt. Also ist cesd c C.

Wir setzen nun 4 = CC 4, C = AL C voraus und betrachten eine gemein-
same Uberdeckung B der beiden auf der Menge 8 A N8 C liegenden Zer-
legungen 4™ 8C, Crm 84 und definieren die Uberdeckungen 4, C von 4, C
in derselben Weise wie in 4 ‘2.

3. Wenn B erzeugend ist, so sind es auch A,C.

Beweis. Es sei 2, a;, Z,a2€4; also sind die a,,a, Elemente in 4
und X, (@,N8C), Z,(@,N8C) sind Elemente in B. Da A erzeugend ist,
so gibt es zu jedem Produkte @;a, ein a;5 € 4, so daB a,a; C a;5, woraus
(@.N8C) (az N 8C) ca;sNsC folgt. Da B erzeugend ist, so gibt es ein
Z3(@snNsC)€B,sodaB Xy (a;N8C) Zy(azN8C) =2, X (a,N8C) (azN s C)
c Z3 (@3N 8 C) ist. Dabei sind die a3 Elemente in 4 und gag € 4. Fiir
jedes @; (as), auf das sich Xy (2s) bezieht, haben wir also die Beziehung
@ N8C)(a,NsC)c(@,N8C)N Z3 @3N 8C). Die a;5N8C, agNsC sind
aber Elemente in der Zerlegung A nsC von s AN8C. Also gilt fiir ein
geeignetes hinter dem Zeichen Xy stehendes a3 die Beziehung @,,NsC
= @3N 8 C, woraus a,, = a3 folgt. Wir haben also schlieBlich X;a; X, a,
c2i12za5C Zeag €4, womit der Satz bewiesen ist.

Es sei nun (X) ein nicht leeres System von erzeugenden Zerlegungen
von .
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4. Die Kleinste Uberdeckung U von (X) ist erzeugend.

Beweis. Es sei #,v€U. Wir haben zu zeigen, daB es ein weU
gibt, so daB uv cw. Wir betrachten eine Zerlegung G, €(X) von @ und
beliebige Elemente a, ?)0 € Z}o; ap C U, 30 cv. Da G, erzeugend ist, so gibt
es ein 6,6 Gg, 80 daB aoby C ¢o. Wir bezeichnen mit % dasjenige Element
in T, fiir welches ¢, cw gilt.

Es sei a,, bg€ Gy @, C u, bscwv. Es gibt ein Eye@o, fiir welches die
Beziehung @, bs C ¢, besteht, und wir haben zu zeigen, dal ¢, cw gilt.
Nach der Konstruktion von U gibt es eine Kette in (X) von ay nach a,:
{ao, .. ., a,} und eine Kette in (X) von bo nach by {bo, . . .,7){;}. Wir konnen
B = a voraussetzen, denn z. B. im Falle f < « geniigt es, zu der zweiten
Kette o« — 8 gleiche Elemente I;ﬂ zuzufiigen, um diese Voraussetzung zu
erfiillen. Nun gibt es Elemente ¢.. .., ¢z, € Gy, 80 dal fiir u=0,..., a
die Beziehungen ¢z, D @, b,, €24 4+1D a,,+15,, (C2e+1 =08ay1 =0, €2,=1,)
bestehen, und es geniigt offenbar zu beweisen, daBl {co,..., c2.} eine Kette
in (X) von ¢ nach G, ist. Zu diesem Zwecke werden wir zeigen, daB zu
je zwei einander folgenden Elementen ¢,, ¢,+1 (* =0,...,2a — 1) ein mit
beiden inzidentes Element in einer geeigneten Zerlegung & €(X) von G
existiert. Es sei z. B. ¥ = 2 u eine gerade Zahl. Nach der Voraussetzung
gibt es in einer geeigneten Zerlegung G €(X) ein mit a,,a,+1 inzidentes
Element z; es existieren also a’, ¥’ €@, so daBl o' €a,Nz, b €a,1NZ.
Wir wahlen ein o’ €b,. Dann gibt es ein y € G so daB o € b.Ny. Da
G erzeugend ist, so gibt es ein z € @, fiir welches 2y C 2 gilt. Nun haben
wir @’ a” €xyNa,b, c ZNc, und desgleichen b’a” € syNauy1b, czNeyyy,
woraus folgt, daB a’a’’ (b’ a’’) sowohl in z als auch in ¢, (¢,+1) enthalten ist.

‘5. Die gropte Verfeinerung V von (X) ist ebenfalls eine erzeugende.

Beweis. Es sei u,v €¥. Wir haben zu zeigen, daf es ein w € ¥ gibt,
so daB wv cw. Wir betrachten beliebige Elemente a €%, b €v von G und
bezeichnen mit 75 dasjenige Element in 7, welches ab enthilt. Weiter be-
trachten wir beliebige Elemente z €%, y€v in @; a (b) it sich also mit
z (y) verbinden. Offenbar geniigt es zu zeigen, daB ab sich mit zy ver-
binden 1aBt. Es sei also Ge(X), ¢€@, abeec. Wir haben zu zeigen, daB
&y € . Wir bezeichnen mit a (b) dasjenige Element in G, welches a (b)
enthilt. Nach der Voraussetzung haben wir €a, y€b, also zy € ab. Da
G erzeugend ist, so gibt es ein ¢ & @, fiir welches ab c ¢’ gilt. Nun 1st
aber abéecNabcen?, woraus ¢ = ¢ folgt. Also ist zy ce.

Nach den beiden letzten Sitzen ist die durch die Beziehung = teil-
weise geordnete Menge aller erzeugenden Zerlegungen von ® ein voll-

4%
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'stﬁ,ndjger Verband. Da die @4, und G, erzeugende Zerlegungen von G
sind, so hat dieser vollstindige Verband das groBte Element Gy, und das
kleinste G psn.

8. Faktoroide. Es sei A4 eine erzeugende Zerlegung in G. Wir defi-
nieren eine Multiplikation 9 in A4 in folgender Weise: Fiir a,bec 4 ist das
Produkt von @ und b dasjenige Element ¢ € 4, fiir welches a b c ¢ gilt. Das
Gruppoid U = (4, %) nennen wir Faktoroid in ® und im Falle, daB 4
auf & liegt, Faktoroid von ® oder auf . Wir schreiben @b = ¢ und
haben daher ab ca-b€U. Durch 4 ist also das entsprechende Faktoroid A
eindeutig bestimmt. Das Untergruppoid in &, dessen Feld s.4 ist, be-
zeichnen wir mit 8 . Enthilt % das Feld B eines Untergruppoides 8 c 6
als Element, so sagen wir, % enthalte das Untergruppoid 8 als Element
und schreiben B € A oder A B. Als Beispiele von Faktoroiden in G
fiilhren wir an das groBte Faktoroid G, und das kleinste Faktoroid
6,,.,-,. von &.

Es seien %, € Faktoroide in 6. Entsprechend dem Satze 7 '2 konnen
wir im Falle 84NsC == 0 die Begriffe der Durchdm'ngung von N und G
und der Hiille von % 4n € definieren; Bezeichnungen: A n € oder € m A
und ALCC oder € IA  Ebenso offenbar sind die Begriffe der Durch-
dringung B A oder ANB von A mit einem Untergruppoid B c G und
der Hiille B C U oder A 1B von B in A und die Begriffe von verkniipften
und adjungrerten Faktoroiden.

Es seien A3 B, €5 D adjungierte Faktoroide in bezug auf B, D. Wir
setzen A = 8 A, usw. Dann sind nach 72

Faktoroide in &.

Aus 5 '] (mit Beniitzung von 7°2'4°3) folgt der folgende Satz:

‘1. Es gibt verkniipfte Uberdeckungen A, € von Ay, T, so daf A e,
G, €€; dieselben sind durch die in 5 "I a) gegebene Konstruktion bestimmt.
Die Untergrupporde Ny, Co sind inzident.

Wir betrachten nun Faktoroide auf 6.

Es seien ®,, ®; Faktoroide auf ®&. Wir schreiben &, = ®, oder
®; < G;, wenn fiir die Felder G,, G, von ®;, ®, die Beziehung G, = G,
besteht; in diesem Falle nennen wir &, (®s) Uberdeckung (Verfeinerung)
von ®,(®,) und sagen, das Faktoroid ®,(G.) sei oder liege auf ®,(G,).
Gmaz (Go) ist die groBte (kleinste) Uberdeckung von Gp; G (Gmin) ist die
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groBte (kleinste) Verfeinerung von ®,. Durch jede Uberdeckung ®, von
®, ist eine (und zwar die Uberdeckung ®, erzwingende) Zerlegung G, von
®, eindeutig bestimmt, Umgekehrt erswingt jede Zerlegung G, von G,
eine bestimmte Uberdeckung G; der erzeugenden Zerlegung &, von G.
Wenn G, erzeugend ist, so ist das Faktoroid ®,, dessen Feld G ist, die
durch G, erzwungene Uberdeckung von ®,. Wann dieser Fall eintritt,
dariiber belehrt der folgende Satz.

‘2. Es sei ®y ein Faktoroid auf ® und G, die durch eine Zerlegung G-
von Gy erzwungene Uberdeckung der erzeugenden Zerlegung G,. Die Zer-
lequng G, ist dann und nur dann erzeugend, wenn dieses fiir die Zerlequng
G, der Fall us:.

Beweis. a) Wir setzen voraus, da G, erzeugend ist. Es sei
a1, by € G;. Wir haben zu zeigen, daB es ein ¢ €G1 gibt, so daB
a1 b, ¢;. Nun ist aber @; = X a@,, b; = Zb,, wobel sich die erste (zweite)
Summe auf alle in demselben Elemente ag (b,) von G, liegenden Elemente
von @, bezieht. Da G, erzeugend ist, so gibt es ein ¢, €G,, so daB
az-by c ¢z gilt. Wir bezeichnen mit ¢; die Summe der in ¢; liegenden
Elemente von G, und haben ¢, €@,. Offenbar gilt fiir jedes ay(by), auf
welches sich die erste (zweite) Summe bezieht: ay by€ag-bycey. Also
ist a0y = 2 Yagb,c X2 ay-by ey

b) Wir setzen nun voraus, daB G; erzeugend ist, und behalten die Be-
deutung fiir a,,b;; as, by; @, by. Da G1 erzeugend ist, so gibt es ein ¢, € @y,
fiir welches a; b, c ¢, gilt. Nach der Definition von G gibt es Elemente
¢, €Gy 50 daB ¢, = Z'c,, und die Menge dieser Elemente ist ein Element
¢z €G,. Fiir ay € ag, by € b, haben wir @b, c¢; und daher gibt es ein
¢ € ¢z, 50 daB @by C ¢, Daraus folgt @b, = ¢, € ¢; und schlieBlich
as- by, Ccs.

Es sei G ein Faktoroid auf . Nach dem Satze "2 ist jede Uber-
deckung von ® durch eine erzeugende Zerlegung G von G erzwungen.
Wir sagen auch, daB die Uberdeckung durch das entsprechende Faktoroid ®
von ® erzwungen ist. Offenbar ist die groBte (kleinste) Uberdeckung
von G durch das groBte (kleinste) Faktoroid von & erzwungen.

Wir setzen nun voraus, da & ein Untergruppoid &; c ® als Element
enthilt und bezeichnen mit & eine Uberdeckung von .

‘3. Es gibt genau ein durch die Beziehungen G5 Gy G, bestimmies
Untergruppoid Gy in 6. Das Faktoroid Gy G st ein Untergruppoid in 6.

Beweis. Offenbar gibt es hochstens ein solches Untergruppoid &, Wir
betrachten das die Uberdeckung & erzwingende Faktoroid @ von G. Das
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Feld G, von ®; ist in einem Elemente a von & als Element enthalten
und aus G;G, c @, folgt a-a ca. Wir bezeichnen mit G, das Unter-

gruppoid in G, dessen Feld g ist, und setzen Gy = 8 ®2. Offenbar hat
das Untergruppoid &, die obigen Eigenschaften.

9. Relativ einfache und einfache Gruppoide. Es sei a € . Wenn
jedes Faktoroid von ® entweder ,,,, ist oder die aus dem einzigen Ele-
mente a bestehende Menge {a} als Element enthilt, so nennen wir & ein-
fach in bezug auf a. Wenn ® in bezug auf eines seiner Elemente einfach
ist, so sagen wir, & sei relativ ewnfach. Wenn & in bezug auf jedes seiner
Elemente einfach ist, so nennen wir es einfach.

1. Wenn © einfach tst. so sind G,,, und G,
von & und umgekehrt.

Beweis. Aus der Definition folgt, da8 ® einfach ist, wenn G,,, und
®,,,, die einzigen Faktoroide von G sind. Wir setzen also voraus, daB
® einfach ist, und betrachten ein Faktoroid G von G. Wenn G + G,
ist, so enthilt ® fiir jedes ¢ €G die aus dem einzigen Elemente a be-
stehende Menge {4} als Element, woraus 6 = G,,;, folgt.

Wir betrachten nun relativ einfache und einfache Faktoroide.

Es sei G ein Faktoroid von ® und es sei ;€ . Wenn G in bezug
auf das Element @,, das Feld von G;, einfach ist, so sagen wir auch, G sei
ewnfach in bezug auf ®,.

die evnzigen Faktoroide

‘2. Dann und nur dann, wenn © in bezug auf ®; einfach ist, ist jede
Uberdeckung von & entweder ®,,,, oder sie enthdlt G, als Element.

Beweis. a) ® sei einfach in bezug auf ®;. Wir betrachten eine
Uberdeckung & von & und das diese Uberdeckung erzwingende Faktoroid
® von . Da & in bezug auf G, einfach ist, so ist & entweder das
groBte Faktoroid von ® oder es enthilt die aus dem Felde G; von G,
bestehende Menge als Element. Im ersten Falle ist & das groBte Faktoroid
von G, im zweiten ist G 5 @;.

b) G sei nicht einfach in bezug auf G;. Dann gibt es ein Faktoroid
& von &, das weder das groBte Faktoroid von G ist, noch die Menge G,
als Element enthilt. Es sei a €%, G; € a. Dann ist G; echt in 84 und
s @ ist echt in G. Die durch & erzwungene Uberdeckung & von & enthilt
sa als Element.. Also ist & weder das groBte Faktoroid von &, noch
enthilt es ®; als Element.

Ahnlich beweist man den folgenden Satz:

‘3. Dann und nur dann, wenn ® einfach ist, ist jede Uberdeckung von
© entweder &, _ oder das Faktoroid ® selbst.

10. Die Isomorphiesitze. Den Begriff der homomorphen Abbildung
eines Gruppoides ® in und auf ein Gruppoid G* diirfen wir wohl als be-
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kannt voraussetzen. Eine homomorphe Abbildung von & auf G* heilt
auch Homomorphismus. Insbesondere setzen wir auch den Begriff einer
isomorphen Abbildung (Isomorphismus) als bekannt voraus. Ein wichtiges
Beispiel eines Homomorphismus ist folgendes: Die Abbildung von & auf
ein Faktoroid & von ®, in der jedes Element a € ® auf das dieses Ele-
ment a enthaltende Element a ¢ ® abgebildet wird. Ein wichtiges Beispiel
eines Isomorphismus ist folgendes: Ist & ein Faktoroid von ® und & die
durch ein Faktoroid ® von ® erzwungene Uberdeckung von @, so ist die
Abbildung von @ auf G, in der jedes Element a € G auf die Summe
a € derin a liegenden Elemente a € G abgebildet wird, ein Isomorphismus.

Es sei d eine homomorphe Abbildung von @ in G*. TFir ac®
(0 += 4 c ®) bezeichnen wir mit da (d4) das Bild von a (die Menge der
Bilder der Elemente in 4) in d. Ist A = {a,b,...} eine Zerlegung in G,
so bedeutet d 4 die Zerlegung {da, db, ...} in G*. Ist also d ein Homo-
morphismus und 4 eine Zerlegung auf &, so ist d 4 eine Zerlegung auf G*.

Ist A eine erzeugende Zerlegung, so ist auch d A eine erzeugende
Zerlegung. Denn fiir da, dbed A gibt es Elemente a,b,cc A4, fiir die
abcegilt, und es ist da.db = dabcdcedA.

Ist A ein Faktoroid in &, so wird mit d¥A das Faktoroid in G* be-
zeichnet, dessen Feld d 4 ist, wobei 4 das Feld von U bedeutet.

Wir werden nun insbesondere isomorphe Abbildungen von Faktoroiden
betrachten.

Es seien %, € Faktoroide in & und 7 ein Isomorphismus von ¥ auf €.
Wir betrachten die durch ein auf U liegendes Faktoroid U erzwungene
Uberdeckung 9 von A. Das auf € liegende Faktoroid € = iU von € er-
zwingt eine Uberdeckung € von €. Fiir jedes Element a€ % (¢ €€) gibt
es also ein Element a €%, so daB a = sa (¢ = 8(ia)) ist.

1. Die Abbildung von U auf €, in der jedes Element a = sa € U auf
das Element ¢ = s(ia) e € abgebildet wird, ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die beschriebene Abbildung von U auf € bezeichnen wir
mit {. Die Abbildung i (i) von A auf 9% (von € auf €), in der jedes
Element a € A (¢ €€) auf das Element ¢ = sa €A (¢ = 8¢ €C) abgebildet
wird, ist ein Isomorphismus von % auf 9 (von € auf €). Desgleichen ist
die Abbildung i3 von € auf ;1€ = U, in der jedem Eiemente ¢ €€ das
Element i~1¢ = a € A entspricht, ein Isomorphismus. Die Behauptung
folgt nun aus der Gleichheit i = i; A A

'2. Es sev N ein Untergruppoid in ® und G ein auf G liegendes Fak-
toroid. Die Abbildung von A~ & auf AT &, in der jedes Element in Ar G
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auf das mit thm inzidente Element in N C ® abgebildet wird, ist ein Isomor-
phismus.

Beweis. Zu jedem Elemente o' € A G (a” € A ¢ G)gibt esgenau ein
mit ihm inzidentes Element a” ¢ AL G (o’ € A G) und es ist &’ = ANa”.
Die Abbildung a’ —a’* von Ar G auf AL G ist also umkehrbar eindeutig.
Aus @' —>a"”, b’ >b" folgt @' b’ ca’ - b’ und a' b’ ca” b’ ca’ - b”. Also ist
@ b’ =A4ANa” -b"” und daher ' -’ —a’ - b".

Aus dem Satze ‘2 folgt leicht der Isomorphiesatz fiirx verkniipfte
Faktoroide:

‘3. Es seien N,E verkniipfte Faktoroide in &. Die Abbildung von A
auf €, in der jedes Element in U auf das mit thm inzidente Element in €
abgebilder wird, ist ein Isomorphismus.

III. Ketten von Faktoroiden.

11. Grundbegriffe. Es seien %. € Faktoroide in G. Wir nennen das
Faktoroid € eingegliedert in M, wenn A das Untergruppoid s € als Element.
enthilt, also A5 ¢€; wir schreiben dann U - €.

Es seien U, B Untergruppoide in G. Unter einer Kette von Faktoroiden
von A nach B, kiirzer: Kette von A nach B, verstehen wir eine geordnete
endliche Menge von « (= 1) Faktoroiden Ao, ..., A, mit den folgenden
Eigenschaften: 1. %, liegt auf UA; 2. Es gilt QI,g_l > fir 1 << —1;
3. A, ;>B. Eine solche Kette wird mit

@{04..._>9_Ia_1

oder kiirzer mit [U] bezeichnet. Fiir 0 < g < a —1 bezeichnen wir sQ—Iﬁ
mit Ag; es ist also insbesondere My = A. Auberdem setzen wir A, = B.
Die QI B sind die Enden der Kette [N]. Wir sagen, die Kette [U] liege in
® und im Falle ¥ — G auf G. Unter der Linge der Kette [UA] verstehen
wir die Anzahl « der Faktoroide in [%[]. Aus der Definition der Kette [A]
folgt A = WD W;y---DA, = B.

Es sei ([¥]=) Wy — - - —A,_, eine Kette von A nach B von der Lange
«=1. Wenn ein Faktoroid ‘2[ (0=<B <a—1) das groBte Faktoroid
auf A, ist, wenn also das Feld A‘g von QI aus dem einzigen Elemente
A5 = A, , besteht, so wird U, unwesentlwh genannt. Andernfalls ist Q[ .
wesentlich. A ist also Wesenthch dann und nur dann, wenn %, ., in Q[
echt ist. Existiert in [A] wenigstens ein unwesentliches Faktoroid ‘le,
heiBt. [U] (wegen A = ‘lI,g+ 1) mit Wiederholungen. In diesem Falle, wenn
« > 1, kann die Kette [] durch Streichen von QI verkiirzt werden, Sind
alle Faktoroide in der Kette [] wesentlich, so helﬁt [A] okne Wieder-
holungen. Die Anzahl o’ ‘wesentlicher Faktoroide in der Kette [] ist die
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reduzierte Linge der Kette [%]. Es ist 0 <« < «, wobei die Gleichheit
o' = o Ketten ohne Wiederholungen charakterisiert. Im Falle B = U sind
alle Faktoroide in [J] unwesentlich, so daB «’ = 0 und umgekehrt. Wenn
% in A echt ist, so kann die Kette [A] durch Streichen aller unwesentlichen
Faktoroide reduziert, d.h. auf eine Kette [A'] ohne Wiederholungen von
A nach B verkiirzt werden. Die Linge der reduzierten Kette [U'] ist gleich
der reduzierten Linge «’ der Kette [%].

Umgekehrt kann die Kette [A] verldngert werden, und zwar durch
Eingliederung eines unwesentlichen Faktoroides zwischen zwei beliebige
Faktoroide ﬁﬂ, Q_I,“.l bzw. vor (hinter) das Faktoroid ‘l—IO (‘J_Ia 1) der Kette,
und zwar durch Eingliederung des groBten Faktoroides auf U 1 bzw. auf
Ap (A,) oder einer beliebigen endlichen Anzahl gleicher solcher Faktoroide.
Jede Verlingerung (Verkiirzung) von [] entsteht ersichtlich durch sukzessive
Eingliederung (Streichen) je eines groBten Faktoroides auf einem der Unter-
gruppoide Uy, . .. A_. Es ist auch klar, daB jede verlingerte oder verkiirzte
Kette von [U] dieselbe reduzierte Linge wie die Kette [A] besitzt.

12. Elementare Ketten. Es sei A 5B ein Faktoroid in 6. Unter
einer elementaren Kelte von U nach B dber N, kiirzer: elementaren Kette
tiber A, verstehen wir eine Kette von Faktoroiden von 9 nach B

(2 =) %>+ > Uy

von der Beschaffenheit, daBl fiir 0 < f < « —1 jedes Faktoroid i[lg das
Faktoroid s m A iiberdeckt.

In einer solchen Kette ist also zuerst das Faktoroid 9, eime Uber-
deckung von U und es ist 9,5 8 9%, > B. Nach dem Satze: 83 ist durch
diese Beziehungen das Untergruppoid 8, (=9;) in U eindeutig bestimmt
und das Faktoroid (W =)A, " A> B ist ein Untergruppoid in A. Weiter
ist im Falle o > 7 das Faktoroid 9, eine Uberdeckung von %, und es ist
9,5 8,5 B. Nach demselben Satze 8 3 ist durch diese Beziehungen
das Untergruppoid 8 91, (=9,) in 9, eindeutig bestimmt und das Faktoroid
Wy =) A, A B ist ein Untergruppoid in A,. Weiter ist im Falle a > 2
das Faktoroid ‘jlz eine ﬁberdeckung von A, usw. Fiir « =1 ist das Fak-
toroid 9f,_, eine Uberdeckung von %,_, und es enthilt B als Element.

Zu jeder natiirlichen Zahl & kann man eine elementare Kette von U
nach B iiber A von der Linge « konstruieren in folgender Weise: Man
wahlt fiir QIO, ) beliebige Uberdeckungen von U,..., W,_sp und
fiir 90, _, die kleinste Uberdeckung von A,_,, d. h. also das Faktoroid A2
selbst. Diese letzte Wahl bringt die Beziehung ¥, ;5% mit sich.
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Es sei 0 < f < a—1. Eine elementare Kette [A] von A nach B iiber
9 von der Linge « heiBt elementare Kette (f) von U nach B iiber A, kiirzer:
elementare Kette (B) iiber A, wenn sie vom folgenden Typus ist:

A --- = Ug_, ist das grofte Faktoroid A,.. von N,
Qiﬂ ist eine Uberdeckung von % und enthilt B als Element,
Ugp1 ="+ — A, ; ist das groBte Faktoroid B,,, von B.

In dieser Definition liest man im Falle f = 0 (8 = a« — 1) nur die letzten
(ersten) zwei Zeilen.

Wenn insbesondere ‘jlﬂ = 9, so nennen wir [3] ausgezeichnete elementare
Ketle (B) von U nach B dber A, kiirzer: ausgezeichnete elementare Keite (f)
tiber . Insbesondere ist {A} die ausgezeichnete elementare Kette (0) von %
nach B iiber A von der Linge 1.

Ersetzt man einerseits das Faktoroid % durch eine ausgezeichnete
Kette (B) iiber A von der Linge o und setzt man andererseits vor %

B gleiche Faktoroide U,,,, und hinter % « —pf — 1 gleiche Faktoroide B az
8o erhilt man dasselbe Resultat.
Es sei

(M=) % > > %L

eine elementare Kette von 9 nach 8B iiber A

Im Falle A = U,.,, gelten die Gleichheiten A = Ay = -+- = WA, _;
und umgekehrt. Ist nimlich % das groBte Faktoroid von U, so ist es auch
jede seiner Uberdeckungen, so daB im besonderen 9, = A. Daraus folgt
Ay = A A= A und 9, = U usw. und daraus die obigen Gleichheiten.
Umgekehrt folgt aus diesen letzteren A=Ay, = = N, =B und daraus
A = Wppoor — Ist also A = N, 50 ist [9[] eine elementare Kette (B) iiber
% und sogar eine ausgezeichnete elementare Kette (f) iiber U, fiir jedes
(0 <) B(< a—1).

Die reduzierte Liange der elementaren Kette [4] ist 0 oder groBer als 0,
je nachdem 9 das groBte Faktoroid von U ist oder nicht.

‘1. Die Ketten (%), [N haben dann wnd nur dann dieselbe reduzierte
Linge, wenn [A] eine elementare Kette (B) tiber M ist, wobei 0 < < o — 1.

Beweis. a) Haben die Ketten {5{}, [A] dieselbe reduzierte Lange o,
so ist o < 1. Im Falle o =0 ist A = U,,,; daraus folgt, daB [9] eine
(sogar ausgezeichnete) elementare Kette (8) iiber A ist, wobei 0 < f < a — 1.
Es sei also o’ = 1. Dann ist genau ein Faktoroid ‘fIﬂ in der elementaren
Kette [91] wesentlich, wobei 0 < ﬂ =a—1L Ist B>0(f <a—1), sosind
die Faktoroide 9, - - -, QIp_l (‘l[,g+1, ., A, 1) unwesentlich, woraus
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A=Ap =+ =Yg (Wp 1= --- = U ="B) folgt. Alsoist Yy = --- = ,;_,
("fI‘g+ y = +o = U,_,) das groBte Faktoroid von A (*B) und ‘l'I‘g ist eine Uber-
deckung von 9 und enthélt B als Element.

b) Ist [UA] eine elementare Kette (B) iiber %A, wobei 0 <f <u—1, so
ist die reduzierte Linge von [9] gleich 0 oder 1, je nachdem B = 9 oder
B in A echt ist. Im ersten (zweiten) Falle ist aber die reduzierte Lange
von {W} gleich 0 (1).

13. Elementare Ketten iiber relativ einfachen und einfachen Fak-
toroiden.

Es sei A 5B ein Faktoroid in 6.

‘1. Wenn U in bezug auf B einfach ist, so ist jede elementare Ketie von
U nach B dber A eine elementare Kette () tiber W und wmgekehrt.

Beweis. a) Das Faktoroid % sei in bezug auf B einfach. Es sei

(A=) Y>> U

eine elementare Kette von 9 nach B iiber 9. Ist A = A,,,, so ist [U] eine
(sogar ausgezeichnete) elementare Kette () iiber ¥ fiir jedes (0 <) 8 (< « —1).
Es sei also B in A echt. Fiir ein bestimmtes (0 <) f (< a — 1) gelten dann
die G}eichheiten A=Y = -+ = A, wahrend g, , in A, echt ist. Daraus
folgb Uy = -+ + = g3 = Wpnaw, WUs (= WUz m A) = A. Also ist das Faktoroid
‘iI‘g eine Uberdeckung von %, und nach 9 ‘2 enthilt es B als Element. Ist
ﬁ<cx—-1,° 80 ist 2_3 = U 1D DOU,_; OB, und daraus folgt ﬁIﬂH
= o=, 1= %maz- _

b) Ist das Faktoroid U in bezug auf B nicht einfach, so gibt es nach
9 ‘2 eine Uberdeckung %, von %A von der Beschaffenheit, daB %3 UA; > B,
wobei %, (B) in A (A,) echt ist. Wir setzen A, = A (=U,  A); es ist
also 9, 5 B. Die Kette 9, — 9, von % nach B iiber A ist elementar, aber
fiir kein B ist sie elementar (B).

Ahnlich beweist man den folgenden Satz:

‘2. Ist A einfach, so ist jede elementare Kette von U nach B siber A eine
ausgezeichnete elementare Kette (B) tiber A und wmgekehrt,

14. Verfeinerungen von Ketten. Es sei & DA > B und sei

(U =)W~ U, ,
eine Kette von % nach B von der Linge o = 1.

Unter einer Verfeinerung der Kette [U] verstehen wir eine Kette von
A nach B

([ —-) Ao, 0 —)“'_>9’[0,po—1"'>%1,0_>”' >d-1 >

g QIa—l,O > QIa—l, Bu—1—1
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von der Beschaffenheit, daf fiir y = 0, ..., « — 1 die Teilkette

QIY»O_>... _>917sﬂ7_1

eine elementare Kette von %, nach A ., iiber Q_Iy ist.

Man erhélt also eine jede Verfeinerung der Kette [U], indem man jedes
Faktoroid 9, in der Kette durch eine elementare Kette von %, nach ¥, ,
itber U, ersetzt. Wenn man insbhesondere jedes Faktoroid U, in der Kette
durch die ausgezeichnete elementare Kette (0) von %, nach %, , ; iiber %,

von der Lange 1 ersetzt, so erhilt man wieder [%]. Die Kette [U] ist
also zugleich ihre eigene Verfeinerung.

Die reduzierte Lingé jeder Verfeinerung von [] ist gleich der Summe
reduzierter Lingen der einzelnen elementaren Ketten. Dieselbe ist also
gleich oder groBer als die reduzierte Linge von [%]. Jede Verlingerung
von [Y] ist eine Verfeinerung.

15. Isomorphe Ketten. Zwei Ketten in G

(U] ) Yp > -+ = Wes,
(€1 =) € -+ > &1

heiBen isomorph, wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung — die soge-
nannte erste Abbildung — der Faktoroide in der einen Kette zu den Fakto-
roiden in der anderen gibt von der folgenden Beschaffenheit: Je zwei einander
zugeordnete Faktoroide ¥, €, sind isomorph, wobei sich in dem Iso-
morphismus 4, , ; und C; ; entsprechen. Sind [?], [€] isomorph, so sagen
wir auch [U] ([€]) sei isomorph mit [€] ([A]).

Ersichtlich haben zwei isomorphe Ketten in & dieselbe Léinge.

Es seien [¥], [€] isomorphe Ketten in & von der Linge o = 1. Jedem
unwesentlichen Faktoroide in [%] entspricht in der ersten Abbildung wieder
ein unwesentliches Faktoroid in [€]. Ist « >1, so sind beide durch das
Streichen solcher zugeordneten unwesentlichen Faktoroide verkiirzte Ketten
wieder isomorph. Daraus folgt, daB [%], [€] dieselbe reduzierte Linge
besitzen und die beiden reduzierten Ketten wieder isomorph sind.

Es seien A> B, €5 D Faktoroide in 6. Wir setzen voraus, daB ein
Isomorphismus i von % auf € existiert, wobei iB = D. Die beiden Ketten
{90, {€} sind also isomorph. Wir betrachten weiter eine elementare Kette
von U nach B iiber UA:

=) UY ~>---> UAp 1.
'1. Es gibt eine elementare Kette [€] von € nach D uber €, die mit [9)

tsomorph tst. Dieselbe ist durch die im Teile a) des folgenden Beweises
beschriebene Konstruktion bestimmt.
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Beweis. a) Nach der Definition der elementaren Kette ist das Fak-
toroid U, firy =0, -+, « — 1, eine Uberdeckung von x A (= s_l_Iy). Es
sel A, das die Uberdeckung ‘fI,, von ﬁy erzwingende Faktoroid von ‘I_Iy. Es
ist also insbesondere A, ; €A, wobei A, — {B} gesetzt wird. Wir defi-
nieren nun €, €, €, fir y — 0, -+, « — 1 in folgender Weise: €, = iU,;
setzen wir ¢, = sC,, so ist (—i,, =C¢ n c, G =C ¢ = i%T,,; es ist also
insbesondere €, 1 (= iUy +1) € €, wobei T, = {D} gesetzt wird. €, ist
die durch €, erzwungene Uberdeckung von €,; da @, ,,¢C, ist, so ist
€, +1€C, wobel €, = D gesetzt wird. — Es ist also

E1=)C » -+ >y

eine Kette von € nach D, und zwar eine elementare Kette iiber €.

b) Wir definieren nun die erste Abbildung der Kette [%] auf [G],
indem wir fiir y — 0, .-, « —1 dem Faktoroide ‘lI, das Faktoroid @, zZu-
ordnen. Nach dem Satze 10°I gibt es eine isomorphe Abbildung i, von
A, auf €, in der jedes Element sa, fir a €U, auf das Element s (ia)
abgebildet wird, fiir die also $(ia) = i,8¢ und im besonderen €,
= i, 4,41 ist. Also sind die Ketten [], (6] isomorph.

Ist [2] eine elementare Kette (8) (eine ausgezeichnete elementare Kette
(B)) von A nach B iiber A, so ist auch [€] eine elementare Kette () (eine
ausgezeichnete elementare Kette (8)) von € nach D iiber €. Denn ist [U]
eine elementare Kette (8) von 9 nach B iiber A und ist >0 <o — 1),
80 18t QIO = .. = ‘l[,g_l(‘jI,ng'l = .. =9, ;) das groBte Faktoroid von
A (B) und infolgedessen (Zo = e = @Jﬁ_l (¢ﬂ+1 =-v.=G, ;) das grofite
Faktoroidd von € (D). Weiter ist ﬁ,; = {B} €Uy, woraus C =i ‘I—I,;
= (A =C, {D} ={iB} € iWs = §; folgt. €, ist also eine Uberdeckung
von € und enthilt D als Element. Ist sogar ‘i[(g = 9, so ist U4 das kleinste
Faktoroid von 9, also @ das kleinste Faktoroid von €, woraus @ﬂ — Efolgt.

Es seien [U], [€] isomorphe Ketten in % von der Linge o = 1.

‘2. Zu jeder Verfeinerung von [U] gibt es eine isomorphe Verfeinerung
von [C]. '

Beweis. Es sei [4[] eine Verfeinerung von [U] und fiir y =0, - - -,
« —1 sei [%,] die elementare Kette von A, nach A, , iiber [A,], die sich
in der Kette [2] befindet. Da nach der Voraussetzung die Kette [%] mit
[€] isomorph ist, so entspricht in der ersten Abbildung jedem Faktoroide
A, € [A] umkehrbar eindeutig ein Faktoroid T, € [€] und es gibt einen Iso-
morphismus i, von 9, auf €, fiir den iyA,,, = Cy,,ist. Es gibt also
nach dem Satze "I eine mit [U,] isomorphe elementare Kette [€s] von G,
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nach @y, , iiber €. Ersetzt man in der Kette [€] firy =0, ..., a —1,
das Faktoroid €; durch die elementare Kette [(i,;], so erhilt man eine mit
[A] isomorphe Verfeinerung von [€].

16. Relativ einfache und einfache Ketten. Es sei A 5B und

(M=) Uy - -+ > Aoy
eine Kette von 9 nach 8. Wir nennen die Kette [A] relativ einfach, wenn
jedes Faktoroid A, €[A], y = O, ..., « — 1, in bezug auf U 41 (A, — B)
einfach ist. Wenn jedes Faktoroid U, €[U] sogar einfach ist, so wird die
Kette [A] einfach genannt.

‘1. Dann und nur dann, wenn die Kette [U] relativ einfach ist, haben alle
thre Verfeinerungen dieselbe reduzierte Linge.

Beweis. a) Die Kette [U] sei relativ einfach, Wir haben zu zeigen,
daB jede Verfeinerung [2] von[A] dieselbe reduzierte Linge wie [2] besitzt. Nun
erhilt man aber jede Verfeinerung [U] von[], indem man jedes Faktoroid A,
in der Kette [%] durch eine geeignete elementare Kette [2,] von A, nach
U, ., tiber 9, ersetzt. Nach dem Satze 13 'I ist jede elementare Kette [,]
eine elementare Kette (f) iiber U, und nach 12 1 ist ihre reduzierte Linge
gleich der reduzierten Linge von {%A}. AuBerdem ist die reduzierte Linge
von [I] gleich der Summe der reduzierten Lingen der einzelnen Ketten [‘51,,],
und desgleichen ist die reduzierte Linge von [] gleich der Summe der
einzelnen Ketten {%,).

b) Wir setzen voraus, daB jede Verfeinerung [9[] von [] dieselbe redu-
zierte Linge wie die Kette [U] besitzt. Dann ist die reduzierte Linge der
elementaren Teilkette [‘fI),] c[%] iiber jedem Faktoroide 9y € [A] gleich der
reduzierten Lange von {%,}, y =0, ..., « —1. Also ist nach dem Satze
121 [%,] eine elementare Kette () iiber M, und nach 13 I ist das
Faktoroid Q_IY einfach in bezug auf A , ;.

Ahnlich ist der Beweis des folgenden Satzes:

‘2. Dann und nur dann, wenn die Kette [U] einfach ist, ist jede Ver-
feinerung von [N eine Verlingerung.

Es seien [U], [€] isomorphe Ketten in G.

‘3. Wenn [U) relativ einfach ist, so ist es auch [C].

Beweis. Wegen des Isomorphismus haben die Ketten [U], [€] dieselbe
reduzierte Linge «’. Ist die Kette [€] nicht relativ einfach, so gibt es
nach '/ eine Verfeinerung [€] von [€], deren reduzierte Linge ' groBer
als o’ ist. Nach 15 ‘2 gibt es eine mit [€] isomorphe Verfeinerung [9[] von
[A]. Die reduzierte Lange von [%] ist nach 16 "I gleich o/, und wegen
des Isomorphismus der Ketten [91], [€] ist sie gleich B'.
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17. Adjungierte Ketten. Es seien

(M=) Uy > -+ > Yoy,

(€] =) G -+ > 4,
Ketten in G. Wir sagen, daB [U], [€] adjungierte Ketten sind oder daB die
Kette [%] ([€]) zu [C] ((A]) adjungiert ist, wenn 1. die Enden von [A] und [€]
dieselben sind; 2. jedes Faktoroid ﬁ, € U] zu jedem Faktoroide €4 € [€]
in bezug auf A, ,, ¢, ; adjungiertist (y — 0, ..., « —1; 6 =0, ..., f—1).
Die Bedingung 1. driickt die folgenden Gleichheiten aus: %y = €, (= A),
A, = € (=B). Nach 2. sind die Ketten [Y], [€] nur dann adjungiert,
wenn der Durchschnitt A, NC, fiir 4 =0, ..., a; v =0, ..., f existiert.

Wenn man von zwei adjungierten Ketten eine der beiden Ketten oder
beide verkiirzt oder verlingert, so bekommt man wieder zwei adjungierte
Ketten.

Es seien [U], [€] adjungierte Ketten in ®.

'1. (Verallgemeinerung des Satzes von Jordan-Holder-Schreier.) Die
Ketten [U], [C] besitzen isomorphe Verfeinerungen. Dieselben sind durch
die im Teile a) des folgenden Beweises gegebene Konstruktion bestimmt.

Beweis. a) Da nach der Voraussetzung die Faktoroide ‘2—[,,, C;, fir
y=0,...,0—1; 6 =0,..., 8—1 adjungiert sind, so sind

ﬁY!'EG'EﬁY’ E"s“—‘)’[ﬂcﬁ”
fir ¢ —0,...,a; »=0, ..., B, Faktoroide in . Wir setzen % , = 8‘1—17’ »
€. = 8C; ,. Da die Ketten [U], [€] dieselben End-n haben, so ist
gIr.o = ?__[ya Q[y,p =Wyt 1,
Cs0 = Cs Cse = Copa.

Nach 81 gibt es verkniipfte Uberdeckungen ‘jI,, 5 €,y von U, 4, € .,
so daB Ay, 941 €U, 5 Cy,416€0C;,. Die Untergruppoide A, 4, ,,C;, ,, sind
inzident. Da fiir 0 < 6 < — 1 das Faktoroid 9, 4 eine Uberdeckung von
Ao (=AU, 7 U), ist, so ist

Ay g—>eee > A, p-1
eine elementare Kette von %, nach U, ,, iiber A, und desgleichen ist
6J,O > > C(’,u—l
eine elementare Kette von €, nach G, , iiber €. Die Ketten von % nach B
(U] =) ‘on,o =W g1 Wyo—> - = Wsg, -1,
([(5] =) (go,o > e > (‘-:o,a-l - G1.0 > e > (Sﬁ’—l,a—l

gind die erwidhnten Verfeinerungen.
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b) Um zu beweisen, daf die Ketten [], [€] isomorph sind, definieren
wir zuerst die erste Abbildung von [%] auf [€] in der Weise, daB wir jedem
Faktoroide U, 4 das Faktoroid @d, y zuordnen (y = 0,....a—1; §=0,...,
p—1). Da die Faktoroide 9I,,, €5, verkniipft sind, so ist mach
103 die Abbildung i, s von U, ; auf €; ,, in der jedes Element in U, 4
auf das mit ihm inzidente Element in §;, abgebildet wird, ein Isomor-
phismus. Weil insbesondere die U, ,,, €, ., inzident sind, so ist
jy,ﬁ‘l[,d+1 (Sé,y+1' _

2. Wenn eine der Ketten [N),[C] relativ einfach ist, so ist thre redu-
zterte Linge nicht klewner als die reduzierte Liinge der anderen.

Beweis. Wir setzen voraus, daB die Kette [U] relativ einfach ist.
Es sei o (f') die reduzierte Linge von [U] ([€]). Nach ‘I gibt es isomorphe
Verfeinerungen der Ketten [%],[€]. Dieselben haben die gleiche reduzierte
Lénge y'. Nun ist aber nach 161 «' =%’ und auBlerdem ist §' < y'.
Also ist o' = f.

Aus diesem Satze folgt der folgende Satz:

‘3. Wenn die Ketten [N)],[C] relativ einfach sind, so sind thre reduzierten
Lingen emnander gleich.

(Eingegangen am 6. 9. 1940.)
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