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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK LIII CISLO 23.

O rozkladech mnozin.

. . Podava
0. BORUOVKA.

PiedloZeno dne 1, z&4ff 1943.

Provedeno s podporou Néarodni rady badatelské,

Obsah éetnych matematickych vét tizce souvisi 8 pojmem rozkladu
mnoziny. Nehledic ke klasické matematice, vyskytuji se takové véty zejmé-
na v teorii mnoZin, topologii a algebie. Vyznamnym piikladem jest obecna
teorie grup a pojem grupy tiid, jehoZ podstatnou slozku tvoii pravé rozklad
mnoziny. Mimo to jest pojem rozkladu mnoZiny realisovan klasifikacemi
v jednotlivych védnich oborech a tim nabyva na vyznamu i 8 vy38iho hle-
diska noetického.

V této praci jsem se pokusil o soustavné zpracovani vlastnosti roz-
kladi mnozin. Nékteré hlavni pojmy a vysledky této teorie jsou jiz obsa-
zeny v mych Gvahach o grupoidech.!) To plati zejména o poznatku, Ze se
vhodnou definici svazovych operaci d4 teorie rozkladi mnoZin podfaditi
obecné teorii svazi. TiebaZe tento vysledek uréuje celkovy raz nasi teorie,
zdaleka ji nevycéerpava, nebot rozklady realisovana teorie svazii popisuje
vlastnosti rozklada jako prvkid svazu, nechavajic stranou vztahy mezi
prvky jednotlivych rozkladd. Teorii Fetézci rozkladd v mnozZindch, kterd
v podstaté jest v onéch tvahach obsaZena, jsem vSak in extenso do tohoto
spisu nepojal kvili Gspore mista.

Latka zde zpracovana jest rozdélena do t¥i kapitol, z nichZ prvni
obsahuje zdkladni pojmy o rozkladech v mnoZinich, druh4 jedni o dopli-
kovych rozkladech a tieti o fadich rozkladi mnozin. V prvni kapitole jsou

1) O. BORUVKA, Teorie grupoidi. Cést prvni. [Spisy vydévané piirodovid. fak.

Masarykovy univ., &s. 276 (1939)]); Uber Ketten von Faktoroiden [Math. Ann., 118,
41—64 (1941)].

Rozpravy: Rodnfk LIII, TF. II, Cifs. 28.
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zejména popsany obé svazové operace, jimiz se teorie rozkladit mnozin pod-
fazuje obecné teorii svazi. Druh4 kapitola jest vénovéna studiu dopliiko-
vych rozkladt. Zda se, Ze tento pojem m4 Sirsf vyznam, nebot na pr. jest
realisovan kazdymi dvéma rozklady ve tiidy na libovolné grupé, vytvore-
nymi invariantnimi podgrupami, a jest Gzce spjat s teorii zobrazovani roz-
kladd mnozin. Teorie fad rozklad, tvotici obsah tieti kapitoly, Siroce zobec-
nuje vlastnosti fad rozkladi grupy vytvofenych ¥fadami invariantnich
podgrup.

Teorie rozkladi mnozin, jak jest v tomto spise zpracoviana, mé také
bezprostiedni pouziti v teorii grupoidd, v niz se muze realisovati vytvoiuji-
cimi rozklady.

I. Zakladni pojmy o rozkladech v mneoZinaeh.

1.™0znaleni. MnoZiny (prvky mnozZin) budeme oznadovati zpravidla
velkymi (malymi) latinskymi pismeny. MnozZinu, ktera se skladd z prvki
a,b, ..., oznacdujeme také {a,b,...}. K oznaceql systémi mnozin budeme
zpravidla pouzivati velkych latmskych pismen s pruhem, na p¥. 4, a pro
jednotlivé mnoZiny systému, jakoZto prvky mnoZiny, malych latinskych
pismen s pruhem, na pf. a. Kdyz a znati prvek v mnozZiné 4, piSeme, jak
jest obvyklé v teorii mrloZin, a ¢ 4; kdy% A4 jest podmnoZina v (nadmnoZina
na) B, piSeme A c B anebo B> 4 (4 > B angbo B c A). § znaéi prazdnou
mnoZinu. Symboly V/, n, vztahujici se na dvé mnoziny, znadf jejich soudet,
prunik; symbol ~ vyjadfuje ekvivalenci mnozin. KdyZz dvé mnoZiny maji
neprazdny prinik, pravime, %e jsou incidentni. Symbol sA4 znadi soudet t&ch
mnoZin, které jsou prvky systému A. Pismeno G znadi viude v daliim libo-
volnou neprizdnou mnozinu.

2. Rozklady v mnoZin&. KaZdy neprizdny disjunktni systém ne-
prazdnycK podmnoin v @, 4, nazyvéime rozklad v G. Kdyz s4 = @, t. j.
kdy% A pokryvé mnoZinu G, nazyvame jej rozklad na @ anebo rozklad mno-
#iny @. O rozkladu A v (na) G pravime, Ze jest &i le# v (na) mnoZing G.
Jednoduchym piikladem rozkladu v mnoZiné G jest rozklad skladajici se
z libovolné neprazdné podmnoziny v G. Dilezitymi pfiklady rozkladu na
mno¥ing @ jsou: rozklad, jehoZ jedinym prvkem jest mnoZina G, a dile
rozklad, jehoZ prvky jsou vSechny jednobodové mnoziny {a}, kde a ¢ G;
prvni jest t. zv. nejvétdi rozklad mnoZiny ¢ a oznacujeme jej Grmax, druhy
jest nejmendi rozklad mnoZiny @, G

Poéinajic odstaveem 7, budeme systematicky studovati vlastnosti
rozkladd na G. Zde pfedbéiné vysvétlime pojem zakrytu a zjemnéni roz-
kladu na mnoziné @, ktery potrebujeme v odst. 6.

Necht 4, B znaéi libovolné rozklady mnoZiny G. KdyZ kazdy prvek
v A jest soudtem nskterych _prvka rozkladu B, pravime, Ze A (B) jest
2dkryt (zjemnénd) rozkladu B (4) anebo, %e rozklad 4 (B) jest ¢i leZi na (pod)
rozkladu (rozkladem) B (4). Uzivime pak oznaeni 4 > B anebo B < A.
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3. Obal a priisek. Necht 4 znadi n&jaky rozklad a B n&jakou pod-
mnoZinu v G.

MnoZina v¥ech prvkitia e 4 incidentnich s B jest jistd podmnozina v 4;
nazyvéme ji obal podmnoZiny B v rozkladu A a oznadujeme symbolem
BC A anebo A1 B. BCL A miuZe oviem byti prizdné mnoZina a jest
ziejmé, %e tento pi¥ipad nastane, kdyZ a jen kdyZ s4 n B= 6. Je-li BC
C A =+ ¢, pak oviem B C A jest rozklad v G.

Dal$i pojem vztahujici se na rozklad 4 a podmno¥inu B jest pojem
prisseku. Prisek rozkladu 4 a podmno¥iny B jest mnoZina neprizdnych
prinikid jednotlivych prvkd v 4 s podmnoZinou B; oznadujeme jej A m B
anebo B r A. Také prisek 4 i B muZe byti prazdni mno¥ina a opét jest
ziejmé, Ze tento pipad nastane, kdyZ a jen kdyZ s4 n B = §. Jinak jest
oviem A r B rozklad v G a dokonce v B.

Viimnéme si, ¥e kdy% 4 jest rozklad na G a B &0, pak BCAiA n B
jsou neprazdné systémy mno#in, z nich¥ prvni jest podmnoZinou v 4 a druhy
rozkladem na B.

4. Rozklady spra¥ené a sdru¥ené. Necht A, C znadi n&jaké rozkla-
dy v G.

Rozklady 4, C nazyvame spraiené, kdyZ ke kaidému prvku a e A
existuje jediny prvek ¢ e C s nim incidentni a ke kazdému prvku ¢ € C jediny
prvek @ € A incidentni s ¢. — - KdyZ rozklady A, C jsou spfaZzené, pak plati
rovnosti A = 8C C 4, C = 8A C C; rovné% jest zfejmé, e A, C jsou ekvi-
valentni mnoziny, pfi éemZz prosté zobrazeni jedné na druhou jest dano
incidenci prvku.

Necht BeA, DeC a necht Bn D +§. Pak Be DL A, DeBLC
a ze vztahi Bc A, DcC plyne = BnDcBn U, A n D; pii tom
kvili struénosti klademe 4 = s4, C = 8C. Odtud vidime, Ze

DCAnC, BCCn A

jsou rozklady v @. Prvni symbol znaéi bud rozklad D C (4 r C) anebo jemu
rovny rozklad (D C A) r C a podobné druhy symbol. Rozklady A, ¢ nazy-
vame sdrutené vzhledem k B, D, anebo (kdyZ vime, Ze jde o B, D) struénéji:
sdruzené, kdyZ plati rovnost

sSDCArC)=sBLCCMHA).

6. Vytvorujiei rozklady. Piedpoklidejme, Ze na mnoziné G jest dano
néjaké nasobeni, takZe kazdy prvek a € G ma s kazdym prvkem b € G jisty
soudin ab € G. MnozZina G spolu s timto nisobenim jest grupoid &. Rozkla-
dem v & rozumime rozklad v @. Libovolny rozklad A v & se nazyvé
vytvofujici, kdy% pro @, b € A existuje prvek ¢ e A takovy, %e @b c ¢. P¥i tom
oviem @b znadi mno%inu sklidajici se z jednotlivych soudini ka%dého prvku
v @ 8 ka¥dym prvkem v b.

6. Retdzce. Necht A o B znadi libovolné neprazdné podmnoziny v Q.
Retézcem rozkladi od 4 do B, strudnéji: fetézcem od A do B rozumime
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usI_)i)i"é,danou koneénou mno¥inu rozkladd v G: 4,, ..., A,—1, takovou, %e
1. 4, jest rozklad na 4, 2. kaZdy nésledujici rozklad lezi na nékterém prvku
rozkladu pfedchazejiciho, 3. B € A,—1. Takovy fetézec oznadujeme symbolem

A_o-—>- ...—>-A_a_1

anebo jenom [4]. Pro y = 0, ..., &« — 1 klademe 4, = 84, a n&kdy misto
B piteme A,. Z definice fetézce [A] tedy plyne A, eA,, ..., Adge Apuy
a oviem také 4 = A,> .,. > A, = B. MnoZiny A4, B jsou konce retezce [4].
Délkou Tetézce [A] rozumime podet o rozkladd v Fetdzci. A, ..., A,—1 jsou
leny Fetdzce [A].

Kdy# v Fetézei [A] jest néktery rozklad A, nejvétsi rozklad na A,,
tak¥e 4, se skldd4 z jediného prvku 4, = A, .1, nazyvé se rozklad 4, ne-
podstatny. Jinak jest podstaing. Poet podstatnych rozklada jest redukovand
délka Yetézce. ‘

Necht A znadi libovolny rozklad v G. Oznatme A — sA a necht
B e A. Elementdrnim fetézcem od A do B nad A4, struénéji (kdyZ vime, Ze
jde o B): elementirnim Fetézcem nad A, rozumime fetézec rozkladd od
A do B . . .
([A] =) 4o~ ...> ds—

libovolné délky « (= 1) takovy, Ze pro 0 X y < &« — 1 jest rozklad fi,.
zékryt rozkladu A4 r A4,.

V takovém Fetézci jest tedy predevsim ff zakryt rozkladu Z Dale
existuje v 4 privé jedna podmnoZina 4, uréend vztahy B c 4, € A a na ni
jest rozklad (A ) A Al, obsahujici jako prvek mnoZinu B; A, jest pod-
mnoZina v 4. Déle jest A zdkryt rozkladu A1 Opét existuje v A, pravé jed-
na podmnoZina 4, uréend vztahy Bc A, e A a na ni jest rozklad (A —)
An Az, obsahujici jako prvek mnoZinu B; A4, jest podmnoZina v A,. Déle
jest A2 zakryt rozkladu A2 Atd.; koneéné jest A,,_l zakryt rozkladu A,
a obsahuje mnoZinu B jako prvek.

Necht (§ &) Bc A £ @ a necht
(4] =) 4y~ ...~ A,
znadi néjaky fetézec od A do B, délky & > 1. Zjemnénim tetézce [4] roz-
umime Fetézec rozkladi od 4 do B
(4] ) Aop—> ... Aopo—z—~ A10—~> .. Arp—1—> ...
I A A
takovy, Ze pro y — 0, ..., — 1 jest

o
47’0 > e A?,ﬂy—i

elementarni fetézec od 4, od 4,1 nad %,,. Libovolné zjemnéni Fetézce [A4]
tedy obdrzime, kdy% kaZdy jeho rozklad 4, nahradime vhodnym elementér-
nim Fetézcem od 4, do 4,41 nad 4,.
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b

Necht (§ =) Bc Ac @, ( ) Dc Cc @G a necht

([A] ) A i —>{1_,,._1
([C] —) Co— ...—> Cs—

znadf Fetézce od 4 do B a od C do D. Retézce [4], [C] se nazyvaji sdruzene,
kdyZ 1. maji stejné konce, tedy A = C, B = D, 2. kaidé dva ¢leny 4,, C
jsou sdruZené vzhledem k 84, 41, $Cs+1. P¥i tom znadi s4, = B, sCp = D.

7. Rozklady na mnoZiné. V dal§im se budeme zabyvati rozklady na
mnoziné G. Jak jsme jiZz uvedli v odst. 2, jsou tyto rozklady charakteriso-
vany tim, Ze pokryvaji G.

8. Zakryt a zjemn¥ni rozkladu. Necht 4, B znadi libovolné rozklady
na mnoziné G.

V odst. 2 jsme jiZ vyloZili pojem zakrytu a zjemnéni rozkladu a uvedli
jsme, e kdyz A (B) _jest zékrytem (zjemnénim) rozkladu B (4), piseme
B anebo B < A. Nyni si vSimneme podrobn&ji vlastnosti vztahu

Kdyz plati A > B, aniZ by bylo A = B, pak pravime, %e A (B) jest
vlastni zakryt (z]emnem) rozkladu B (4).

Kdyz A > B, pak ke ka’dému prvku @ e 4 existuje podmnoZina b
prvki v B, které jest rozkladem mnoZiny a; systém podmnoZin b, proa € 4,
jest rozklad rozkladu B. Naopak, kdy% kazdy prvek a libovolného rozkladu
A mnoziny @ nahradime ndjakym jeho rozkladem b, obdrzime jakési
zjemnéni rozkladu 4. Kdy ka#dy prvek b néjakého rozkladu B libovolného
rozkladu B mnoZiny @ nahradime mnoZinou sb, obdrzime'jisty zakryt roz-
kladu B; o tomto zdkrytu pravime, %e jest vynucen rozkladem B.

Necht A; B, C znadi libovolné rozklady mnoZiny G.

‘1. Jest A > B kdyZ a jen kdyZ proae A,be B,a n b == 0 platia > b.

Vskutku, necht plati 4 > B a necht @e A4, be B, @ n b_=|= 9. Pak a
jest souétem nékterych podmnozm v @, je? jsou prvky rozkladu B. Jednou
z téchto podmnoZin jest b, nebot@a n b =0 a prvky rozkladu B jsou dis-
junktni. Tedy platia > b. — Necht naopak proge A,beB,an b + 0 plati

@ D b. Pak @ jest soudtem téch podmnozm v @, které jsou prvky rozkladu B
a jsou incidentni s @. Odtud plyne 4 > B.

‘2. Plati tyto vztahy:
1. 4 = A4 (reflextvnost);
2. kdyf A > B, B> A, pak A = B (antisymetrie);
3. kdyf A > B, B> C, pak A > C (transitivnost).
Dikaz plyne snadno z definice obsahu znaménka > a z *1.
*3. Jest Gax = A = Gpin-
Dukaz jest snadny.
Véta -2 vyjadiuje, Ze vztah > definuje v kazdém neprizdném systému
rozkladi mnoziny @ ¢asteéné usporadani. Podle ‘3 mé takto ¢asteéné uspo-
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fadany systém viech rozkladd mnoZiny G nejvétsi prvek G'max & nejmensi
prvek Gpin.

_ 9. Nejmen3i spole¥ny zikryt a nejvétsi spolené zjemnéni. Necht
A, B, C znaéi libovolné rozklady na G.

Nejmeni spoletnyj zdkryt rozkladu A a rozkladu B jest rozklad na G,
ktery jest uréen touto konstrukei:

Necht @, P € A znadi libovolné prvky. Uspotddanou konednou mno-
¥inu prvka v A4:

{@, ..., q.}

nazveme fetézec v {A, B} od @ do P, kdy% @, = @, @, = P a kdyZ ke ka%dym
dvéma sousednim prvkim @, @41 existuje prvek b; e B, ktery jest s obéma
incidentni. Vztah definovany pro libovolné dva prvky @,p e A ‘tim, Ze
existuje Fetézec v {4, B} oda@ do p jest zfejmé reflexivni, symetricky a tran-
sitivni. Tedy existuje rozklad 4 na 4 takovy, %€ pro ka¥dé dva prvky v 4,
které jsou v témZe prvku rozkladu 4, existuje Fetézec v {4, B} od jednoho
k druhému, kdeZto pro Zidné dva prvky, které nejsou v témze prvku roz-
kladu A, neexistuje. Zakryt rozkladu 4 vynuceny rozkladem A, jest pravé
nejmen3f spoledny zikryt rozkladu 4 a rozkladu B; oznacujeme jej [4, B].

Z této definice tedy predeviim plyne: [4, B] > A.

-1. Rovnost [A, B] = 4 a vziah A > B plati soulasné.

Dikaz. a) Necht plati hotejsi rovnost. Necht @ ¢ 4, b ¢ B znatf libo-
volné incidentni prvky. Neplati-lia o b, pak existuje prvek p e A, incidentni
s b a rizny od a. {@, 1 P} jest fetézec v {4,B}oda do P atedya \ P jest d4sti
jistého prvku % e [A B]. Prvek u jest tedy souétem alespoii dvou raznych
prvki rozkladu A a tedy neni v A, proti pfedpokladu. Mame tedy @ o b
a vychizi A > B, podle 81.

b) Necht plati vztah A > B. Necht % ¢ [4, B] a necht @ ¢ A znagi
libovolny prvek lezici v %, takie % jest soudtem viech prvkii 7 € 4, pro néz
existuje Fetézec v {4, B} od @ do p:

{a,, .. o> Ba} (‘_il =a, s = 5)
Podle definice fetézce existuje ke kazdym dvéma sousednim prvkam ag, ag+1
prvek bg € B incidentni s ap, @s+1. Podle 81 mame bg Cap N Gg41 & odtud
plyne @ = dig 41, tak¥e @ = P. Vychézi tedy % = @ a tedy [4, B] < A4. Pro-
toZe vSak soulasné plati vztah =, plati horejsi rovnost.

*2. Plati tyto rovnosti:
[4, B] = [B, 4],

[4, 4] = 4,
[4, [B, Cl] = [[4, B], C].

_Dikaz. a) Necht a,p € A, b,geB znadi libovolné prvky a necht
anb+0 3+7pnqg. Kdyz existuje fetézec v {4, B} od @ do p:

{ay, ....,a,} (@, =@, a,

= P);
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pak také existuje fetézec v {B,A}od b doj. Nebot pak kazdé dva sousedni
prvky @g, @s+1 jsou incidentni s jistym prvkem bs e B, tak¥e prvky bg, bs+1
jsou incidentni s prvkem @z ;1 a tedy

{bo’ tee ba} (bo =b, by = g)
jest takovy Fetézec.

Necht nyni pro libovolné prvky % e [4, B],5 e [B, A] plati % n o =+ 0.
ProtoZe % (7) jest soudtem jistych prvkt rozkladu A4 (B), existuji prvky
@eA,b e Btakové,Yea cu,bcv,d@ n b & 0. Daleleti kazdy prvek p € % v jistém
prvku P e 4 a existuje fetézec v {4, B} od@ do . ProtoZe rozklad B pokryvs G,
lezi p v jistém prvku g e B, pro néj% oviem plati p n 7 =9, a tedy existuje
fetézec v {B, A} od b do 7. Odtud plyne g c v a tedy také [4, B] < [B, 4],
podle 8'1. Soudasné vSak z podobnych divoda plati vztah > a tedy vy-
chazi [4, B] = [B, 4], _podle 82.

b) ProtoZe plati A > A, plati také [4, A] = A4, podle ‘1.

c¢) KdyZ nékteré prvky @,, @, € A jsou incidentni s nékterym prvkem
te[B, O] pak leii v témZe _prvku rozkladu [[4, B}, C]. Nebot pak existuji

prvky b, QGB takové, e b,gct, @ nb =0 +ad,n g a existuje Fetézec
v {B,C} od b do 7:

{byy . by} (by = b, b, =17).

KaZdy prvek b, tohoto Fetézce jest dasti jistého prvku us € [B, 4] = [4, B,
pii ¢emZ z hofejSich nerovnosti plyne: @, C u,, @, C %,. ProtoZe kazdé dva
sousedni prvky bs, bs +1 jsou incidentni s nékterym prvkem c,e C, jest
{@y, ..., Wy} Yetézec v {[4, B], C} 0d %, do @,. Odtud plyne, Ze prvky u,, u,
a tedy i prvky @,, @, le#i v tém¥e prvku rozkladu [[4, B], C].

Necht nyni pro libovolné prvky u e [4,[B,C]], v e [[A Bj, C] plati
% N ¥ <+ §. Pak existuje prvek @ ¢ A,@ C % n ¥ a % jest soudtem viech prvki
P € A, pro nd’ existuje fetézec v {4, [B, C]} od @ do P:

{@,, ..., 8} (@, =a, a, = p).

KaZdé dva sousedni prvky @, @s+1 jsou incidentni s nékterym prvkem roz-
kladu [B, C] a tedy leZi v témze prvku rozkladu [[A B], O] Odtud plyne
P c 7, nebot jest @ c 7. Vychazi tedy w c v a tedy [4, [B, C]] < [[4, B],C],
podle 8'1. Odtud a z a) pak plyne dale:

[4,[B,C11< [[4, B],C] =[C,[4, Bl < [[C, 4], B] = [B,[C, A]] <
<I[[B,C], 41 =[4,[B, O]},

tak¥e mame [4, [B, C]] = [[4, B], C] a dikaz jest ukonden.

Podle prvni rovnosti ‘2 jest nejmensi spoledny zékryt rozkladu A
a rozkladu B ty%, jako nejmensi spoleény zakryt rozkladu B a rozkladu A.
Proto plati vedle vztahu [4, B] > A4, také vztah [4, B] > B, takie [4, B]
jest skutedns spoledny zékryt rozkladu A a rozkladu B. Z tého# dévodu
mluvime zpravidla o nejmensim spoleéném zikrytu rozkladd 4, B, nerozlisu-
jice jejich pofadek.
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Kdy? X znadi libovolny spoleény zékryt rozkladt A, B, takZe plati
[X,4] =X, [X,B]l=JX,
pak podle treti rovnosti ‘2 mame
[X,[4, B]] = [[X, 4], B] = [X,B] = X
a vidime, %e X jest zakryt rozkladu [A B] Kazdy spoleény zakryt rozklada

A, B jest tedy zikrytem rozkladu [4, B]; tato vlastnost rozkladu [4, B]
jest v jeho ndzvu vyjadiena piivlastkem nejmenss.

Nejvétsi spoletné zjemnéng rozkladu A a rozkladu B jest rozklad na G,
ktery obdrzime, kdy% ka?dy prvek @ e A nahradime jeho rozkladem @ r B;
oznadujeme jej (4, B).

Z této definice tedy pfedeviim plyne (A B)y< 4.

‘3. Rovnost (4, B) = A a vztah A < B plati soutasné.

Dukaz. a) Necht plati hofejsi rovnost. Necht @ « A,beB znac1 libo-
volné prvky anechﬁanb=|=¢ Pakanbea,nBc(A B)= A4 a tedy
@ n b = a. Odtud plyneacb atedyA < B, podle 81.

b) Necht plati vztah A < B. Pak kady prvek a ¢ A jest Sasti jistého
prvku rozkladu B atedyan B se sklada z jediného prvku a. Odtud plyne
(4, B) =

4. Platz tyto rovnosti:

=Z o
(A (B, 0)) = ((4, B), O).

Dikaz. a) Kazdy prvek v € (4, B) jest prvkem rozkladu @ r B, kde a
zna¢i néktery prvek v A, takie 7 =a@ n b, kde b e B. Odtud pak plyne
pebm A c (B, A). Mame tedy (4, B) c (B, Z) a z podobnych davodu plati
vztah D.

b) ProtoZe plati vztah A < A, plati také (4,4)= A4, , podle 3.

¢) Nechf v ¢ (A (B, 0)), tak¥e ¥ €@ n (b 0 ¢), kde@e A, beB,ceC.
ProtoZe platia n (b n¢c)= @n b) nce((d,B),C), vidime, e plati vztah
(4, (B,C)) c ((4, B),C). Odtud a z a) plyne snadno, %e soutasnd plati
vztah O.

Podle prvni rovnosti *4 jest nejvétsi spoleé¢né zjemnéni rozkladu A
a rozkladu B totéZ, jako nejvétsi spoleéné zjemnéni rozkladu B a rozkladu A.
Proto plati vedle vztahu (4, B) < A také vztah (4, B) < B, tak¥e (4, B)
jest skutednd spoledné zjemnéni rozkladu 4 a rozkladu B. Z tého divodu
mluvime zpravidla o nejvét§im spoleéném zjemnéni rozklada 4, E neroz-
lisujice jejich poradek.

Kdy# Z znadi libovolné spoleéné zjemnéni rozkladi A, B, tak¥e

(Z, Z) = Z3 (Z’ F) = Za
pak podle treti rovnosti ‘4 mame

(Z,(4,B)) = ((%Z,4),B)=(Z,B)=1Z
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a vidime, Ze Z jest zjemnéni rozkladu (4, E);Ka;idé gpoleéné zjemnéni roz-
kladi A, B jest tedy zjemnénim rozkladu (4, B); tato vlastnost rozkladu
(4, B) jest v jeho nazvu vyjidiena privlastkem nejvétss.
‘5. Plati rovnosti:
[4, (4, B
__ Vskutku, ze vztahu 4>
= A a z *3 drubi.

10. Modularni rozklady. Necht X > 4 a B jsou libovolné rozklady
na G.
‘1. Plati vztahy
[X,B] >[4, B], (X,B)x=(4,B).
Dikaz. a) Necht 7 € [4, B], % € [X, B] a necht 7 n @ = §. Prvek 7 jest
soudtem jistych prvki rozkladu A a protoze X > A, plati totéZ o prvku u

a tedy existuje prvek @e A, @ CF n %. 7 jest soudtem viech prvkd 7 e 4,
pro né% existuje fetézec v {4, B} od @ do p:

B)] =4, (4,[4,B))=A.
(4, B) a z 1 plyne prvnirovnost a z [4, B] >

{8y, ..., 0} (@ = @, G0 = D).
Podle ptedpoklady X > A jest kaidy prvek a; tohoto Fetézce &asti jistého
prvku Zs e X a zejména jest @ c Z, C u, p C ¥,. Protoze kazdé dva sousedni
prvky @g, @ +1 jsou incidentni s nékterym prvkem b € B, plati toté% o prveich
55, Ep +1 & tedy
{®,, ..., T}

jest fetézec v {X, B} od %, do Z,. Odtud plyne (p c) %, c % a vychdzi 7 c .
Prvni vztah jest tedy spravny, podle 81,

b) Necht s jest libovolny prvek rozkladu (4, B), takie 3 =a n b,
kde@ e 4, b e B. Protoze plati X > A, jest prvek @ dasti jistého prvku® e X
a tedy (=)Znbdanb. Odtud vidime, Ze ¥ jest prvkem rozkladu
(X, B) a obsahuje prvek 3 a tim jest zjist&na spravnost druhého vztahu.

‘2. Plati vztah
(X,[4, B) = [4, X, B)].
Vskutku, _piedevdim podle 'I plyne ze vztahu B > (X, B) vztah
[4, B] >[4, (X, B)] a tedy plati rovnost

(4, B], [4, (X, B)]) = [4, (X, B)].

Déle méme X > 4, X > (X B) a tedy také X > [A (X, B)]. Odtud pak
plyne opét podle -1: (X, [A B]) (4, (X, B)], [4, B]) a podle hofejsi rov-
nosti jest rozklad na pravé strané roven rozkladu [4, (X, B)].

Zde se naskytéd otdzka, zda ve vztahu '2 neplati vidycky znaménko
rovnosti. Ze neplati, vyplyvé z druhého ptikladu na str. 13.

Kdy# pro rozklady X > A a B plati rovnost
(X, [4, B) = [4, (X, B)],
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nazyva se rozklad
B a-moduldrni vzhledem % )z, A,
A p-moduldrni vehledem & X, B,
X y-moduldrni vzhledem k A, B
‘3. Kdy? Y X = A anebo X = G—max, pak rozklad B 9est oa-moduldrni

vzhledem & X, A.
Dikaz jest snadny.

11. Svazy rozkladd. Kazdy neprazdny systém rozklada na @G, A
vyznadujici se tim, %e ze vztahti 4, Be A plyne [4, B],. (4, B) ¢ A jest
svazem vzhledem k témto operacim [], ().2) To vyplyva bezprostiedné z vét
9-2:45. Zejména jest systém vSech rozkladd mnoziny G takovym
svazem. Tento t. zv. nejvétsi svaz rozkladi na @ obsahuje podle 8'3 nejvétsi
prvek Grax 8 nejmensi prvek Gnin-

Teorie svazl rozkladd na mnoziné jest oviem podiazena obecné teorii
svazi.3) AvSak tato obecnd teorie, alespoii pokud neni specialisovana dal$imi
postuldty, zdaleka nevycerpava vlastnosti svazi rozklada, protoze ke vzta-
bum mezi rozklady jako prvky svazu, o nichZ jedna, pfistupuji vztahy mezi
prvky jednotlivych rozkladd.

I1. Dopliitkové rozklady.

12. Definice. Necht A, B znadi libovolné rozklady na G.

Podle definice nejmensiho spoleéného zékrytu [4, B] jest kazdy prvek
weld, B] souctem ]1stych prvkii @ e A a soudasné jest soudtem jistych
prvki b € B. Rozklad A (B) nazyvime dopliikovy k rozkladu B (4) a o roz-
kladech A, B pravime, Ze jsou dopliikové, kdyi kaidé dva prvky @€ A4,
b € B letici v témie prvku % ¢ [4, B] _jsou incidentni. Kdy% na pt. A jest
zékryt rozkladu B, pak rozklady 4, B jsou doplitkové.

Vztah mezi dvéma rozklady na G' dany tim, Ze oba rozklady jsou do-
pliitkové, jest ziejmé reflexivni a symetricky. Naproti tomu neni transitivni.

?) Neprazdnd mnoZina G spolu se dvéma operacemi pfifazujicimi ke kaZdé
uspoiddané dvojici prvki a, b e G dalsi dva prvky v G, t.zv. spojent [a, b] a pranik
(@, b) prvku a a prvku b, se nazyva svaz, kdyZ pro a, b, ¢ e G plati tyto rovnosti:

[a, b] = [b, a], (a, b) = (b, a),

[a, a] = a, (a, a) = a,

[a, [b, c]] = [{a, b], c]; (a, (b, ¢)) = ((a, b), c),
(a, [a, b]) = a, [a, (a, b)] = a.

Jinymi slovy, svaz jest dvojice soumistnych komutativnich, asociativnich
a jenom z idempotentnich prvki se sklddajicich grupoidi, jejichZz nasobeni souvisi
podle hoiej§ich vzorci v poslednim ¥a4dku. Viz na p¥. 9. ORE, On the decomposition
theorems of algebra [C. R. du Congrés international des mathématiciens, Oslo 1936].

3) Na pf. jsou nédzvy moduldrnich rozkladl (odst. 10) prevzaty z obecné teorié
svazl. Viz V. KORINEK, Der Schreiersche Satz und das Zassenhaussche Verfahren in
Verbinden [V&st. Krél. &es. spol. nauk. T¥. matemat.-pfirodovéd. Roénik 1941].
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Ptiklad. Necht 4,, 4,, 45, 4,, 45, A jsou neprazdné disjunktni mno-
ziny. Jejich souéet ozna¢me G. Oznaéme dale

=A,V Ay, a3 =A; \ A, a3 = A5V Ag;
b1—A1VAsVA5:b2 Ay, V ALV Ay
6, =4, V Ay V 4, 6= 4, V 45V Ag;
takZe na G mime rozklady
A = (@,8, @), B={b, by}, C = (2, &}.

Ka#dy prvek @, jest incidentni s ka*dym prvkem b a kazdy prvek bs
jest incidentni s kaZdym prvkem ¢,. Odtud plyne, Ze rozklad A jest dopli-
kovy s B a rozklad B s C. Déle jsou oba prvky ¢,, ¢, incidentni s prvkem a,
a tedy nejmensi spoleény zakryt rozkladd A4, C se sklada z jediného prvku G;

dale vidime, Ze na pf. prvky a,, ¢, incidentni nejsou. Odtud plyne, Ze roz-
klad A neni doplikovy s C.

13. Charakteristické vlastnosti. Necht A, B zna&i libovolné rozkla-
dy na @G.

‘1. Kdy¥ ka%dé dva proky @e A, b e B lesici v téme proku néjakého
spoleéného zdkrytu C rozkladt A B jsou incidentnt, pak C = [A4, B] a tedy
rozklady A, B jsou dopliikové.

Vskutku, necht C znadi n&jaky spoleény zékryt rozkladi 4, B a necht
¢ ¢ C. Pak ¢ jest souétem jistych prvki rozkladu [4, B]. Necht %, 7 znadi
pryky rozkladu [4, B] le¥ici v ¢. Kaidy prvek a, ¢ A le¥ici v % jest incidentni
s nékterym prvkem b e B, ktery pak nutné le#i v % a tedy v ¢. Maji-li roz-
klady A4, B vyS$e popsanou vlastnost, pak prvek b jest incidentni s kazdym
prvkem @, € A leZicim ve 7 a tedy {@,, @,} jest Fetézec v {4, B} od @, do a,;
odtud plyne » =% a teciy c=u.

-2. Rozklady A, B jsou dopliikové, kdyZ a jen kdyZ pro kazdé dva proky
@y, @y € A leZict v témse proku U e [A B], plati rovnost @, C B = a, C B.

Diikaz. a) Necht rozklady 4, B jsou doplitkové. Kdy% néktery prvek
b € B jest incidentni s @,, pak leZi v % a tedy jest intidentni s @,. Odtud vy-
chézi @, C B c @, C B a podobnd plynea,C Bca, C B.

b) Nech? plati hotejii rovnost. Necht prvky @ e 4, b € B le#i v témie
prvku % € [4, B]. Prvek b jest incidentni s ndkterym prvkem % ¢ 4 a tento
prvek lei v %. Tedy mime b € 7 C B = @ C B a odtud vychdazi, %e prvky @, b
jsou incidentni.

14. Dalsi vlastnosti. Necht rozklady A4, B jsou doplitkové.

‘1. Pro e A mdme @ = 8(@ C B), kde % znadi onen prvek v [4, B],
ktery obsahuje a.

Vskutku, kazdy prvek u e u jest v nékterém prvku b e B, ktery lezi
v %. ProtoZe rozklady 4, B j  jsou dopliikové, jsou prvky a, b incidentni a tedy

beaC B. Odtud plyneu eb c s(aLC li) a vychaziw cs@C B). Kazdy prvek
aes(@l B) jest v nékterém prvku b e B, ktery jest incidentnf 8 a. Tento
prvek b jest ¢asti prvku w. Odtud plyne @ € % a vidime, Ze s(a C .B) C u.
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2. Kdy% pro néjaky rozklad C mno¥iny G plati vetahy [A, B] > C > A,
pak také rozklady C, B jsou doplikové.

Vskutku, necht C' znadi libovolny rozklad mnoziny @, pro néjz plati
hofej8i vztahy. Z nich plyne, podle 9-2 a 10-1, [4,B] > [C,B] > [A B]
a odtud vidime, Ze plati rovnost [C, B] = [A B] Necht prvky ¢ e C,beB
lezi v témZe prvku % e [C, B] Z rovnosti [C, B] = [4, B] plyne, Ze prvky
¢, b lezi v témZe prvku % e [4, B] Protoze plati vztahy C > A4, jest prvek ¢
souétem nékterych prvkii a e A a protoze rozklady 4, B jsou dopliikové,
jsou prvky @, b incidentni; odtud vidime, Ze prvky ¢, b jsou incidentni.

‘3. Pro X > A jest rozklad A dopliikovy také s (X, B).

Diikaz. Necht % € [4, (X, B)]. Mame ukizati, Ze dva libovolné prvky
aed,b e (X B), které le#i v %, jsou incidentni. Podle 10-2 jestucznw,
kde Ze X, weld, B] a podle definice b’ ]est b =% nb, kde % ¢X,
beB. Ze vztahtt @’ nbc# cZ nw plyne =% a déle b c w. Mimoto
méme @ C % CZ n w. Ze vztahti @, b c @ pak plyne @ n b < @, nebof roz-
klady 4, B jsou dopliikové, a dale ze vztahuacz :a n b=@nZ)nb=
=an@nb)=anb'. Vychizi tedy @ n b + 6 a tim jest dikaz pro-
veden.

‘4. Pro A > Z jest rozklad A dopliikovy také s [Z, B].

Dikaz. Necht % € [4, [Z, B]}. Mame ukézati, Ze libovolné dva prvky
aed, b e [A B], které le#i v u, jsou incidentni. Z rovnosti [4, [Z B]] =
= [[4, Z], B] plyne [4, [Z B]]=1[4, B],nebot A >Z a , tedy [4, Z] =
Odtud vidime, %e % ¢ [4, B]. Podle definice jest prvek b’ soudtem ]lstych
prvkii b € B a viechny tyto prvky le#i v %, nebot b’ lei v %. ProtoZe rozklady
A, B jsou doplitkové, jest kazdy prvek b a tedy i jejich soudet &’ incidentni
s @ a dikaz jest proveden.

Obsah vét '3 a ‘4 muZeme vyjadfiti také takto:

Kdy#% dva rozklady A, B na @ jsou doplitkové, pak katdy z mich, na
pF. A, jest doplitkovy

1. 8 nejvétsim spoleénym zjemnénim rozkladu B a libovolného roz-
kladu le¥ictho na A,

2. 8 nejmendim spoleénym zdkrytem rozkladu B a libovolného roz-
kladu leictho pod A.

15. Modularnost. Necht 4, B opét znadi dopliikové rozklady na @.

‘1. Pro X > A jest rozklad B x-moduldrni vzhledem k X, A.

Dikaz. Podle 102 sta¢i dokazati platnost vztahu

(X,[4, B) £ [4, (X, B)].

Necht %' e (X,[4,B]), takie W’ =Zn %, kde Ze X, %e[A,B].
Prvek % jest soudtem jistych prvka rozkladu A, z nichZ nékteré, @, jsou inci-
dentni 8 Z, kdezto ostatni, jsou-li jaké, jsou s # disjunktni. ProtoZe plati
X > A4, mame pro kaZdy prvek @: Z 2@ a odtud plyne dale %’ = 2@, kde
soudtovy symbol se vztahuje na vSechny prvky a. K ukonéeni dikazu zbyva
zjistiti, %e pro ka%dé dva prvky @ existuje fetézec v {4, (X, B)} od jednoho
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k druhému. Necht tedy a,, @, jsou libovolné prvky @, takze a,,a, c = n %.
Protoze rozklady A, B jsou doplikové a a,, az C u, exmtu]e prvek beB,
bcu, ktery jest s prvky @,, @, incidentni: @, n b, @, N b =+ 0; protoZe pak
@, C %, mime @, N b=a, n (TN b) a; N b=a,n (* n b) Odtud vi-
dime, %Ze prvky a,,a, ]sou incidentni s prvkem z n be(X,B) a tedy, Ze
{a,,a,} jest retézec v {A (X B)} od @, do a,.

Obsah véty -1 muzeme vyjadriti také tim, ze kdyZ dva rozklady na G
jsou doplitkové, pak ka#dy z nich jest x-moduldrni vzhledem k libovolnému
zdkrytu rozkladw druhého a tomuto druhému rozkladu.

Véta *1 se obratiti nedd: KdyZ A, B jsou libovolné rozklady na G
a jeden z mich, na pf. B, jest a-moduldrni vzhledem ke kaZdému zdkrytu X roz-
kladu A a rozkladu A, pak rozklady A, B nejsou nutné doplikové.

Piiklad. Necht A4,, 4,, A5, A, jsou neprazdné disjunktni mnoZiny;
jejich soudet oznaéme G. Nechf dale

61=A1\{-A2, 62=A3 \_/_Ab
b1=A1: b2=A2VArs, b3=A4

takZe na G mame rozklady

-_—

A ={@,a&}, B={by,b, b}
Z¥ejmé jest [4, B] = {@}. Odtud a z toho, %e na p¥. prvky @, a b,
nejsou incidentni vidime, Ze rozklady A, B nejsou dopliikové.

Ce]kem existuji jenom dva zakryty rozkladu A: nejmensi zakryt
=4 a nejvétsi zakryt X, = Guax. Podle 10-3 jest rozklad B «x-modu-
larm vzhledem k X, a A a rovnéz vzhledem k X, a A4.

Pozndmka. Podle -1 staéi k docileni rovnosti ve vztahu 10-2 pred-
poklad, Ze rozklady A4, B jsou dopliikové. Naproti tomu nestaci pfedpokla-
dati, %e jsou dopliikové rozklady X, B.

Priklad. Necht opét 4,, 4,, A;, A, jsou neprazdné disjunktni mno-
Ziny; jejich soulet oznaéme (. Nechf dale znadi

§1=A1VA2, §2=A3VA43
a=A, V 4, ay= 44, a3 = A,;
bl=A1VA3s bz=A2VA4a

takZze na @ mame rozklady
X = {z1, %}, A= {a,, a,, as}, B = {51, 52}

Ziejmé jest X > A. Rozklady X, B jsou dopliikové, nebot kazdy
prvek rozkladu jednoho jest incidentni s kazdym prvkem rozkladu druhého.
Déle mame [4, B] = {G}, (X, B) = {4,, A,, 4;, A,}, takie

(X,[4,B))=X, [4,(X,B)]=4
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Necht X znadi libovolny zdkryt rozkladu A a Y libovolny zékryt roz-
kladu B, takie X > A4, Y > B.
Podle -1 plati rovnosti

takZe mame vztahy

Mimoto dokaZeme tuto vétu:
‘2. Plati rovnosts:

Vskutku, protoze jest X > A a rozklady
podle 143 doplitkovymi také rozklady A, (—, Odtud a ze vztahu
Y > (X, B) plyne podle 1: (Y,4) = (Y, [4, (X, B)]) = (Y, 4), (X, B)].
Podobné odvodime, Ze jsou dopliikovymi rozklady B, (Y, 4) a odtud a ze
vztahu X > (¥, 4) plyne druh4 rovnost.

16. Lokalni vlastnosti. Necht opst X > 4, ¥ > B znaéi rozklady
na @ a rozklady 4, B necht jsou dopliikové. Symboly A B necht zna&i tytéz
rozklady jako v 15-2.

Necht g ¢ G znadi libovolny prvek v G a necht Te X, @e 4, J ¢ Y
b € B jsou ony prvky nasich rozkladd, které obsahuji prvek g.

Jest zfejmé, Ze (Z n y) I'_' A * 079 E B jsou rozklady v G.

‘1. Rozklady (x ny) L A (x 0 y)C B jsou spmzene’

Vskutku, nechta e (z n y) C A, takze prvek @ lezi v Z a jest incidentni
s y. Podle 152 existuje jisty prvek beB takovy, Ze Z n b=7 yn a z této
rovnosti plyne te blexiv Ya jest incidentni s z, takze be nzx)C B. Libo-
volny prvek z ¢ (¥ n %) C B jest incidentni s a,, kdyz a jen kdyz jest inci-
dentni 8 ¥ n @ a tedy s b; odtud plyne £ = b. Podobns se zjisti, Ze kazdy
prvek rozkladu (y n )L B jest incidentni s jedinym prvkem rozkladu
@ny)C A.

Oznadme dale

Xt=2CA(=4An%), YY=35CB(=Bny),
take X7 jest rozklad na % a @ jest jeho prvkem a podobné Y7 jest rozklad
na ¥ a obsahuje b jako _prvek
-2. Rozklady X9, Y9 jsou sdrufené vzhledem % a, b.
Dikaz. Mame ukdazati, Ze plati rovnost
sOCX'my)=s@C Y7 z). (1)

Necht a (3) znali onen prvek rozkladu 4 (Ioi) ktery obsahu]e prvek g.
Podle 14°3 jsou rozklady 4, (X, B) doplitkové a rozklad A jest podle své
definice jejich nejmen¥im spoletnym zikrytem; odtud plyne podle 14-1

@ =s((b n %) C 4).

)].

Y, A
4, B jsou doplitkové, jsou
):
B

XXIII.



156

Protoze X > A, sklid4 se rozklad (b n Z)C 4 pravé z onéch prvku roz-
kladu 4, které le¥{ v % a ]sou incidentni s b, tak¥e (b n T) C 4 = b C Xv.
Odtud plyne s(b C X¢) = a a dile

SGCXmy) =s@CX)ng=dn7e(T,4),
pii cemz posledni vztah jest odivodnén tim, Ze a Nny>2{g} 0. Odtud
vidime, %e 5(b C X? M %) jest prvkem rozkladu (Y, A) a to tim, ktery obsa-

huje Jprvek g. Podobné zjistime, Ze s(aC Y91 %) jest prvkem rozkladu
(X, B) ktery obsahuje prvek g. Odtud a 7 15-2 vychazi, Ze plati rovnost (1).

17. Dopliikové rozklady grup. Prikladem dopliikovych rozkladi jsou
rozklady grup vytvofené invariantnimi podgrupami. UkdZeme, %e skuteéné
rozklady kazdé grupy ve tiidy vzhledem ke dvéma invariantnim podgrupam
jsou dopliikové.

Necht & znadi libovolnou grupu. Oznaéme @ jeji pole, t. j. mnoZinu
prvki z nichZ se sklada, a 4, B pole libovolnych podgrup invariantnich v ®.

DokaZzeme nejprve tuto pomocnou vétu:

Necht g € @, a € A, b € B znadt libovolné prvky v G. Pak plati

gbA n gaB = gba(4 n B).

Dikaz. Ze vztaht gba(4A n B) c gbaA = gbA, gba(A n B) = gb(4 n
N Bla c gbBa = gaB plyne predevsim, Ze prava strana hoiej$i rovnosti jest
¢asti levé. Dale jest kazdy prvek x levé strany tvaru gba’ = gb'a, kde a’ € A,
b’ € B a odtud plyne (y =)a’a—1=b-"e A n B, takZze z = gba' = gbya
€ gba(4 n B); vidime tedy, Ze soufasné leva strana nasi rovnosti jest ¢asti
pravé.

Necht dale zna¢i G/A, G/B, G/AB rozklady grupy & vytvoiené pii-
slusnymi podgrupami. V8imnéme si, Ze ze vztaht 4, Bc AB plyne g4,
gB c gAB pro kaidy prvek g e G, takze rozklad G/AB jest spoleény zdkryt
rozkladé G/A, G/B.

-1. Libovolné dva proky @ e G/A, b e G/B jsou incidentni, kdy% a jen kdy?
le#t v témZe proku rozkladu G/AB.

Diikaz. a) Necht libovolné prvky @ « G/4, b € G/B le#i v tém¥e prvku
gAB € QJAB, kde g € G. Pak @ = gbA, b = gaB, kde a, b jsou vhodné prvky
v A, B, tak¥e podle hofejii pomocné véty mame: @ n b = gba(4 n B) =+ §.

b) Necht prvky (@ =)g4d ¢ G/A, (b =)hBe @B, kde g,k ¢ G, jsou
incidentni. Pak existuji prvky a € 4, b € B takové, Ze ag == bh a mame hg—1=
— b—a e AB. Odtud plyne hAB — gAB a protoze gA c gAB, hB c hAB,
vychézi @, b c gAB ¢ G/AB.

‘2. Rozklady G/A, G/B jsou doplikové.

Vskutku, podle ‘71 a 13-1 jest G/AB nejmensi spoleény zakryt roz-
kladi G/A, G/B a tyto rozklady jsou dopliikové.

Poznamky. 1. Jak jsme pravd vidsli, jest nejmendi spoletny zdkryt
obou rozklad@ G/A, G/B rozklad G/AB. Dale plyne z predchazejicich tvah, Ze
jejich mnejvétsi spoleéné zjemnéni jest rozklad G/(A n B). Vskutku, kaZdy
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prvek tohoto zjemnéni jest tvarua n b, kde @ € G/A, b € G/B. Podle ‘1 lezi
prvky @, b v témZe prvku rozkladu G/AB, tak¥e @ = gbA, b = gaB, kde
ge@, aecA, beB. Podle pomocné véty pak méme @ n b = gba(4 n B) e
€ G/(A n B). Naopak jest podle téZe véty kazdy prvek g(4 n B) e G/(A n B)
prinikem obou prvki g4 € G/A, gB e G/B a tedy jest prvkem nejvétsiho
spoleéného zjemnéni obou rozkladu G/A4, G/B.

2. Pro libovolné invariantni podgrupy v &: X > Q a B plati rovnost
X 0 AB = A(X n V), .

vyjadfujici, Ze systém vSech invariantnich podgrup v &, v némz spojeni
dvou podgrup jest definovano jejich souéinem a prinik prinikem v obvyk-
1ém smyslu, tvoii moduldrni (Dedekindiv) svaz [@. Org, 1. c. str. 301]. Odtud
a z 1. plyne, Ze ptisluiné rozklady grupy : X > 4 a B jsou vazany rov-
nosti

(X, [A’ B]) = [4, (X, B)]s

takZe rozklad B jest x-modulirni vzhledem k X, 4. Na¥e véta *2 tento
vysledek zostiuje.

18. Zobrazeni rozkladi. Necht f znadi libovolné zobrazeni mnoziny @
na néjakou mnozinu G*. Kazdy prvek g ¢ G jest tedy v f zobrazen na jisty
prvek g* € G*; g (g*) jest vzor (obraz) prvku g* (g) v zobrazeni f. K zobrazenf f
patii jisty rozklad F na @, jeho# prvky se sklddaji ze v8ech vzort vidy téhoZ
prvku v G*.

Zobrazeni f uréuje jisté zobrazeni f systému viech podmnoZin v @ na
jisty systém podmnozin v G*, t. zv. roz§i¥ené zobrazent. Toto zobrazeni f jest
definovéno tim, Ze pro A c @ jest fA c G* mnoZina obrazi v f viech prvki
v A. Zejména pro @ ¢ F se mnozina fa skldds z jediného prvku v G* a to
z onoho, na néjz se v { zobrazi jednotlivé prvky v G lezici v @. Kvili zjedno-
duseni oznaceni budeme v dal$im uZivati pro rozsifené zobrazeni f— rOVNéZ
oznaceni f. Symbol f mizZeme tedy aplikovati na prvky v G, na pf. a € G,
a pak vysledek fa oznaduje obraz prvku a v pivodnim zobrazeni f, anebo jej
miZeme aplikovati na podmnoziny v @, na pf. A c G, a pak vysledek {4
oznaduje obraz podmnoziny A v rozsifeném zobrazeni. Tohoto pravidla
pouzivame dale i pro systémy podmnozin v G: Kdyz A jest n€jaky ne-
prazdny systém podmnoZin v @, pak oznadujeme systém obrazi v f jednot-
livych prvkd v A symbolem fA.

Necht A, B znaéi libovolné podmnoziny v @.

-1. Rovnost fA = fB plati, kdyZa jen kdy% katdy prvek v F, kiery jest
incidentnt 8 jednou mnofinou A, B, jest incidentni také 8 druhou.

Dikaz. a) Necht plati f4 = fB. Kdy% néktery prvek f e F jest inci-
dentni na p¥. s mnoZinou 4, pak existuje prvek a e A takovy, Ze f jest mno-
Zinou vSech vzori v { prvku fa. ProtoZe fa € fA = B, existuje prvek b ¢ B
takovy, Ze fb = fa, takie b ¢ f, a vidime, Ze prvek f jest incidentni s B.
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b) Necht kazdy prvek v F, ktery jest incidentni s jednou mnoZinou
A, B, jest incidentni i s druhou. Pak na pf. pro a* e f4 jest onen prvek
f e F, ktery se skldd4 ze viech vzord v f prvku a*, incidentni s 4 a tedy,
podle pfedpokladu, i s B. Tedy existuje prvek b ¢ B takovy, %e a* = {b ¢ {B
a vychazi f4 c fB. Soudasné oviem plati vztah {B c f4 a mame f4 = {B.

Ziejmé muzeme predchazejici vétu vyjadriti také tim, Ze rovmost
fA = B plati, kdy%a jen kdys ACF = BL F.

Necht nyni A znaéi libovolny rozklad na G.

Systém fZ podmnozin v G* zfejmé pokryva mnoZinu G*. AvSak tento
systém neni nutné rozkladem na G*, nebof obrazy v { dvou riznych prvka
v A mohou byti incidentni ani% by splyvaly.

‘2. PA jest rozkladem na G* kdy# a jen kdy¥ rozklady A, F jsou do-
pliikové.

Diikaz. a) Necht fA jest rozkladem na G*. Necht prvky a e A4, _}‘- IZ’
le#i v témZe prvku % e [4, F]. Madme _ukazati, Ze @ n f + 0. Necht bed
jest libovolny prvek incidentni s f. Pak b c % a tedy existuje Fetézec v {4, F}

od @ do b:
(@=)a,...,as (=0b).

Podle definice fetézce jsou kazdé jeho dva sousedni prvky as, @z +1(f < «)
incidentni vidy s jistym prvkem rozkladu F a tedy oba obrazy fas, fas+1
jsou incidentni. ProtoZe f4 jest rozklad na G*, jest fas = {ap+1 a tedy také
fa = fb Odtud plyné podle *1:@ C F = b C F.Protote f e b C F, médme tedy
feaCF, takie @ n f < 0.

b) Necht rozklady A4, F jsou dopliitkové. Mame ukazati, Ze pro @,
b e A jsou mnoziny {a, fb bud disjunktni anebo splyvaji. Nejsou-li mnoziny
fa, fb disjunktni, pak existuji prvky a ea, b e b takové, Ze fa = fb € fa n fb.
Prvek fe F, ktery se sklddd ze viech vzort v f prvku fa, jest pak incidentni
s obéma prvky a, b_a tedy tyto prvky leZi v témZe prvku rozkladu [4, F]
Protoze rozklady 4, F jsou doplikové, plati podle 13-2 rovnost a C F=
= b C F a odtud podle ‘I plyne fa = fb.

Necht rozklady A4, F jsou dopliikové.

‘3. Pak proa e A plati rovnost fa = fu, kde w znaé'z onen prvek v[4, F]
ktery obsahuje a.

Vskutku, podle 14'7 mime % = s(@ C F), tak¥e@ C F = % C F. Odtud
plyne fa = fu, podle ‘1. :

Protoze [A F] jest zakryt rozkladu F, jsou rozklady [A F], F dopln-
kové a tedy f[4, F] jest rozklad na G*, podle ‘2. Podle ‘3 méme fA =
= f[4, F], p¥i SemZ viechny prvky v A letici v témie prvku % ¢ [4, ] maji
tyz obraz fu.

‘4. Obrazy v f dvou rizngch proka v [4, F] jsou rizné.

Vskutku, kdyZ pro nékteré prvky u,v e [A F] plati rovnost fu = f'"
pak podle ‘7 méme % C F = % C F. Protote [4, F] jest zdkryt rozkladu F,
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jest ka%dy prvek f e # C F &astf prvku % a z posledni rovnosti plyne, Ze jest
¢asti také prvku v. Odtud vychazi rovnost w = v.

Podle -3 a 4 jest kazdy prvek Y [4, F] soudtem viech prvka v A,
jejichZ obrazy v f splyvaji. Rovnéz z '3 a 4 plyne tato véta:

-5. Kdy% se néjaky rozklad A na G zobrazi v f na néjaky rozklad A*
na G*, pak jsou rozklady [4, F], A* ekvivalentni; a sice obdr¥ime prosté

zobrazent rozkladu [A, F] na rozklad A*, kdy% ke katdému proku proniho
rozkladw pfifadime jeho obraz v f.

Dusledkem této vty jest, Ze katdy zdkryt rozkladu F jest ekvivalentni
se svym obrazem v f a sice jest zobrazeni, které ke kazdému prvku zakrytu
piifazuje jeho obraz, prosté.t)

Dokazeme jesté tuto vétu:

‘6. Kdyt A = {a, b, ...} jest _libgvolny rozklad na G, pak {fa, fb, .
jest rozklad na G* kdyZ a jen kdyZ A jest zdkrytem rozkladu F .

Dikaz. a) Necht {fa, fb, ...} jest rozklad na G*. Podle 2 jsou rozklady
A F dopliikové a podle ‘3 obsahuje kaidy prvek u e [4, F] jenom jeden
prvek Z e A, tak¥e w = 7. Odtud plyne [4, 11’] c A. Protote nadpak jest
kazdy prvek z « A tasti nékterého prvku 7 e [A F], méme 4 c [4, F] a vy-
chézi, e A = [A4, F] jest zékryt rozkladu F.

b) Necht A jest zékryt rozkladu F.Pak [4, F] = A a rozklady 4, F
jsou dopliikové. Podle -2 jest fA rozklad na G* a z posledni rovnosti plyne,

%e obrazy dvou riznych prvki v 4 jsou rizné. Tedy {fa, {b, ...} jest rozklad
na G*.

19. Homomorfni zobrazeni vytvorujicich rozkladi grup. Piipomeiime
nejprve nékteré vysledky o grupoidech!

Necht &, B* znadi néjaké grupoidy a ¢ libovolné homomorfni zobra-
zeni grupoidu & na G*. Pak rozklad F na & patiici k ¢, jes‘t vytvotujici.
Pro (0 &) A,B,Cc ®, AB c C, mame pA . B c ¢C a odtud plyne: Kdyz
se néjaky vytvorujici rozklad na & zobrazi ve ¢ opét na rozklad, pak tento
rozklad jest rovné? vytvorujici. Kdy% @ jest grupa, pak také G* jest grupa
‘a obrazem jednotky v B jest jednotka v B*. Dale jest zndmo, Ze vytvotujici
rozklady na grupich jsou privé jenom rozklady vytvofené jednotlivymi
invariantnimi podgrupami, pii ¢emz vidycky onen prvek vytvorujiciho
rozkladu, ktery obsahuje jednotku grupy, jest polem invariantni podgrupy,
kters rozklad vytvoiuje.5) Odtud plyne, %e kdy# ® jest grupa, pak rozklad F
jest vytvofen invariantni podgrupou, jejiz pole se sklidd ze vSech prvka
grupy ®, které se ve ¢ zobrazi na jednotku grupy &*.

Nech# nyni & znad¢i néjakou grupu a ¥ libovolnou invariantni pod-
grupu v &. Necht dale ¢, y zna¢i homomorfni zobrazeni grupy & na néjaké

4) P. DUBREIL, Remarques sur les théorémes d’isomorphisme, [C. R. Acad. Sci.,
Paris, 215, 239—241 (1942)].

5) V. O. BORUVEKA, Uvod do teorie grup [Praha (1944)], str. 65,
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grupy ¢®, y® a dale Ny, N, invariantni podgrupy v &, které vytvoruji
rozklady pattici k ¢,y. Pole jednotlivych grup oznadime @, A4, ¢G, yG, N,
N,, takZe zejména G/N,, G/N, jsou rozklady patiici k zobrazeni g, y.
‘1. Plati rovrost
9(G/A) = pGlpA.

Vskutku, podle 192 jsou rozklady G/4, G/N, doplikové a tedy,
podle 182, jest ¢(G/A4) rozklad na ¢G. Protoze rozklad G/A jest vytvoiu-
jici, plati totéz o rozkladu ¢(G/A). Prvek tohoto rozkladu obsahujici jed-
notku grupy ¢G jest zfejmé pA a odtud plyne hotejsi rovnost.

‘2. Plati vztahy

¢GloNy =2 G/NoNy, yG/pNy = G/NGN,,

p#i demZ kaZdému proku v G/N, N, odpovidaji jeho obrazy ve ¢ a y.

Vskutku, podle pozndmky 1 na str. 15 jest G/N, N, nejmensi spole¢ny
zak1yt obou dopliikovych rozkladi G/N,, G/N,, jejichz obrazy ve @,y jsou
¢G/pN,, pG/pN,, podle *1. Tvrzeni plyne tedy z 185.

‘3. KdyZ plati jedna z rovnosti N, = @G, yN, = 9@, pak plati i druhd
a kazdy prvek v G/N,, jest incidentni 8 kaZdym prvkem v G/N,,.

Vskutku, kdyZ na pf. mame ¢ N, = @@, pak z prvniho vztahu 2 plyne
Ny N, = @, takZe nejmensi spoleény zakryt rozklada G/N,, G/N, obsahuje
jediny prvek G a tedy kaZdy prvek v G/N, jest incidentni s kazdym prvkem
v G/N,. Z druhého vztahu 2 pak vidime, Ze jest pN, = yG.

Viimnéme si, Ze kdyZ jest splnén pfedpoklad véty -3, plati rovnost

B/( Ny N Ny) = N/ (Mp 0 Ny) X Ny/(Mp 0 Ny),

pii emZ znaménko X znaéi piimy souéin.

III. Rady rozkladi.

20. Zakladni pojmy. Necht A > B znadi rozklady na G. Radou roz-
klad# od A do B rozumime uspofidanou koneénou mno¥inu rozkladii na G,
z nich¥ prvni jest 4 a posledni B, vyznadujici se tim, 7 kazdy nasledujici
rozklad jest zjemnénim predchazejiciho:

Ad=)4,>...> 4, (= B).

Takovou fadu znaéime struénéji (4). 4, B jsou koncové rozklady fady (4);
podet rozkladd v ¥adé (ff ), &, jest délka Fady (4). Jednotlivé rozklady v fads
(4) jsou &leny _Fady (A)

Necht ((4) )A4,>...> A,znadi ndjakou fadu rozkladi od 4 do B.

Libovolny ¢len fady (A) se nazyva podstatny, kdyz jest to bud prvni
&len A,, anebo jest vlasinim zjemnénim rozkladu piedchizejiciho; jinak jest
nepodstatny. Kdyz v (4) existuje alespoti jeden nepodstatny &len A,,, pra-
vime, Ze fada (A) jest 8 opakovdnim. V tomto ptipadé obdriime z (A) opst
fadu od 4 do B, kdy% nepodstatny &len A, vynechame. Pravime pak, e
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jsme fadu (A) zkrdtili. Zkracens ¥ada tedy existuje kdyZ a jen kdy% fada (4)
jest s opakovanim. Kdy% viechny &leny fady (4) jsou podstatné, pravime, Ze
fada jest bez opakovdni. Podet podstatnych &lenti v fadé (4) jest redukovand
délka o' Yady (A). Z¥ejmé jest 1 < o’ < & a jest &’ = «, kdy% a jen kdy%
fada (A) jest bez opakovéni. Kdy% Fada (4) jest s opakovénim, pak ji mi-
Zeme vynechanim vSech nepodstatnych é&lent redukovati, t. j. zkratiti na
tadu (4’) bez opakovéni od 4 do B. Délka redukované fady (A’) jest oviem
redukovand délka ¥ady (4). Naopak miZeme vidycky ¥adu (4) prodlouZiti
a sice tim, %e mezi jeji libovolné éleny A4,, A,,.,.l po pi. pfed prvni clen 4,
anebo za posledni &len 4, vsuneme rozklad A4, po p¥. 4, anebo A4,, anebo
libovolny koneény potet stejnych takovych rozkladd. Ziejmé vznikne kazdé
prodlouZeni (zkraceni) fady (4) tim, %e do (A) (z (4)) postupné vsuneme
(vynechdme) vidy jediny rozklad 4, ..., 4,. Zfejmé mé ka?d4i zkricens
a kazda prodlouZend fada tutéz redukovanou délku jako piivodni fada (4).

Kdy% «, < ... < op znaci ptirozena éisla < o, pii éemz g > 1, pak
ziejmé

Ay > .24,

jest fada rozkladi na @, t. zv. édstetnd Fada anebo ddst fady (4).

Viimnéme si dale, Ze kdyZ 4 jest libovolnd neprazdna podmnoZzina
v G, pak

AmAd,>...> A r‘u‘T‘,“6

jest fada rozkladt na A.

21. Lokalni Fet¥zce. Necht ((4) =) 4, > ...
rozkladé na G délky o > 1. ‘

Necht a € G jest libovolny prvek v G a nechf a,, pro y =1, ..., «,
znaéi onen prvek rozkladu A4,, ktery obsahuje a; mimoto necht znaéi
a, = G. Zfejmé jest

\¥

A, znaéi néjakou radu

Déle jest
(474 =) @1 CA4,

rozklad na @, a tento rozklad obsahuje @, jako prvek. Odtud plyne, ze
Ay~ ... > 4%

jest Fetézec rozkladd od @, do @,. Tento Fetézec se nazyva lokdlni retézec
f'a;dy (4) prislusny k prvku a, struénéji: lokalni fetézec prvku a; oznadeni
[49].

Viimné&me si, Ze Ag = A, a Ze soucasné plati rovnost A =a@,—1m A,

1. Lokdlni fetézec [A®] jest elementdrni fetézec od @y do G, nad rozkla-
dem A,.

Dikaz. Mime ukézati, e @,—; C 4, jest zdkryt rozkladu @,—; C 4,.
Aviak tento vztah plyne bezprostiedné z toho, Ze rozklad A, jest zakrytem
rozkladu A4,.
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Podle definice lokalniho Fetézce jest ke kaZdému é&lenu A4, fady (A4)
]eanJednoznacne piifazen jisty ¢len lokalniho Fetézce [Z“] a sice rozklad

. Odtud predeviim vidime, Ze délka lokdiniho Fetézce [A“] jest «. Kdyz
A,,.H jest nepodstatny ¢len Fady (A) pak @, +1 = a, a tedy A jest nepod-
statny rozklad lokélniho ¥etézce [A%]. Odtud plyne, Ze redukovana délka
lokdlniho Fetézce [A%) jest < o', PYi Sem% o’ znadi redukovanou délku fady
(4). Kdy% tedy néktery lokilni fetézec ¥ady (4) jest bez opakovéni, pak
totéZ plati o fads (4).

92, Zjemndni ¥ad. Necht ((4)=)4,> ..
fadu rozkladé na G délky « > 1.

Zjemnénim ¥ady (4) rozumime Yadu rozkladii na & vyznadujici se tim,
z7e Fada (4) jest jeji ¢asti. Kazdé zjemnéni fady (A) jest tedy tvaru

_2 « znatéi libovolnou

Zl,lg---;zl,ﬁ,—_l>;1.1&_2_221> 2 Aop1 > Aop > 1)
W2 Aap, 2 Aagr1 = e = Augap ap1—Ds

pii temz A, g, = A, proy=1,..,0 8 B4, ..., Bat1 jsou prirozens &isla;
v ptipadé, Ze nektere z nich B = 1 neétou se cleny A,, 1= 2 A, B5—1-
Z této definice vidime, Ze kaZdé zjemnéni fady (4) oberLme, kdyz mezi
n&které dva sousedni &leny A,, 4,11, eventuslng pred prvni élen 4, a za
posledni A, ¥ady (A4) vsuneme n&jakou ¥adu rozkladd na G. Zejména jest
tedy ka%dé prodlouzeni fady (4) jejim zjemnénim.

Necht (Ao) znadi libovolné zjemnéni ¥ady (4), p¥i dem? oznadeni jeho
]ednothvych &leni volime stejné jako v (1). Zejména tedy méme 4, 8, = A4,
pro y = 1, ..., . Necht a ¢ G znadi libovolny prvek v G a necht a,,, pro

=1,..,« —|— 1; v=1,..., 0, znadéi onen prvek rozkladu A,, », Kktery
obsahu]e a; zejména tedy mame a,, 8, = ay, pr1 temz a, opét znadi prvek

rozkladu A4, obsahujici a, Lokalni Yetozec [A“] zjemnéni (A) prislugny
k prvku a jest

2a qa qa
Al,O‘_)' ves > Al,ﬁ‘_1—>' A2,0—> ces > AZ, —1 > . > Aaﬂ —1 > Aa+10"" vee
. Aa+1,p,_,_1—2,

kde oviem znadi A’ 1=y C Ay @y = @u—1, B = G. Vidime tedy,
Ze lokalni fetézec [A“] obdrzime, kdyz kazdy ¢len A%y (=a@y—1 C 4,) lokal-
nfho Yetézce [A49] fady (A) pFisludného k prvku a, nahradime Fetézcem

Ao~ o> Ayp o (2)
a v pripadé f,+1> 1 pfidime vzadu retézec Z,,H o—>. —>Za+1,ga +1—2
lezici na @,. Av8ak (2) jest lokalni Fetézec fady a@,—1 M A,. 1= e 2 @y—1 M
A »8, 8 tedy, podle 21'1, jest to elementarni fetézec od @ a,,_l do a, nad,
rozkladem @ Gy—1 1 A, (= A:_l) Odtud plyne, Ze

3a qa Y] 1a
1,1 > co0 > Al,ﬁl—l - Az,o > . > Azp—1 > e > Aa,ﬂa—l
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jest zjemnéni lokélniho fetézce [A¢]. Vychazi tedy, Ze lokdlni Fetézec libovol-
ného zjemnéni fady (A) pFislusnyg k libovolnému prvku a e G jest zjemnéni
lokdlniho Fetézce fady (A) ptislusného k a, eventuding rozsifené pFiddnim
vhodného Fetézce na konci lokdlniho fetézce fady (A).

23. Zobrazeni ¥ad rozkladi. Necht

((4) )4, =...2 4,
(B)=) Bi=...2 Bs

znadi libovolné fady rozklad na G o délkich «, § > 1. Zobrazenim fady (A— )
do (na) fady (fadu) (B) rozumime oviem zobrazeni mnoziny ¢lenu fady (A
do (na) mnoZiny (mnozinu) ¢lend fady (B) Kazdym zobrazenim fady (4)
do Fady (B) jest tedy ke kazdému &lenu A, Yady (A) jednoznadnd piifazen
jisty &¢len B, fady (B).

Necht f znaéi libovolné zobrazeni fady (4) do ¥ady (B). Necht

([g“] ) ;ig—> o> A5 4
([ba] =) B8—+ ces —> Bﬂ_1

jsou lokalni Fetézce fad (4), (B) piisludné k libovolnému prvku a € G. Zobra-
zeni f indukuje jisté zobrazeni fetézce [A*] do Yetézce [5"] a sice zobrazeni,
které k libovolnému &lenu A5 ; fetézce [A*] pFitazuje ¢len Bj ; Fetdzce
[B*], pti dem% B; = f4,. Toto zobrazeni nazyvime lokdini zobrazeni p¥i-
sludné k prvku @ indukované zobrazenim f{, struénéji: lokdlni zobrazeni f.

Kdy? f jest zobrazeni na ¥fadu (B), pak oviem lokélni zobrazeni f jest
zobrazeni na Yetézec [B*]; kdy¥ zejména f jest prosté zobrazeni, pak také
lokalni zobrazeni { jest prosté.

%4. SpraZené rady rozkladi. Necht opét

(4) =) 4, =...2 4.,
(B) =) B, > ... 2 Bg

znadi libovolné fady rozkladd na @.

Rady (4), (B) se nazyvaji spfazené, kdyz existuje prosté zobrazeni f
fady (A4) na ¥adu (B), t. zv. proni zobrazens, vyznadujici se tim, %e oba roz-
klady, které si v lokdlnim zobrazeni f, pfislusném k libovolnému prvku
a € G, odpovidaji, jsou spfazené.

Necht fady (4), (B) jsou spiaZené.

Oznaéme f prvni zobrazeni fady (4) na (B) a necht [4%], [5%] jsou
lokalni fetézce prislusné k libovolnému prvku a e G. Lokalni zobrazeni f
ptifazuje ke kaZdému rozkladu A% ; (= @,—1 C A4,) lokalniho Fetézce [4%]
jednojednoznaéné jisty rozklad Bj_; (= bs—1 C B,) lokalniho Fetézce [B*]
a oba rozklady A,_;, B5_; jsou spfaZens, t. j. tedy kady prvek rozkladu
jednoho jest incidentni pravé s jednim prvkem druhého.

Vsimnéme si disledku téchto skuteénosti! Nechf a, ¢ Z;.l, bs e B3
jsou ony prvky rozkladti A;—,, Bs—i, které obsahuji prvek a; proy < «,
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8 < B jsou oviem @,, bs prave ony prvky rozkladi A,,_l, Bj_1, na nich#
lezi nésledujici rozklady A5, Bj lokalnich Yetézea [4%], [B%].

‘1. Prvek @, jest incidentni prdvé jenom s prokem by a prvek by pravé
jenom 8 provkem a,.

Tato véta plyne bezprosttedns z toho, ¥e prvky a,, by obsahuji prvek a
a Ze rozklady A4j—;, Bj_; jsou spfaZensd.

‘2. Rozklady A—1, Bi—1 jsou ekvivalentni mno%iny.

Vskutku, ziejmé obdrzime prosté zobrazeni rozkladu Z$_1 na E,'_.l,
kdyz ke kazdému prvku prvniho rozkladu p¥ifadime s nim incidentni prvek
druhého. — V8imnéme si, Ze v tomto zobrazeni si zejména odpovidaji,
podle ‘1, prvky a,, bs.

‘3. Kdy% A;_, jest nepodstatnyj len Fetézce [A®], pak Bj—; jest nepod-
statny Elen Fetézce [B].

Vskutku, kdy% A%_; jest nepodstatny &len Fetézce [A%], pak se skldda
z jediného prvku @,. Z ‘2 plyne, Ze pak i rozklad Bj_; se skladé z jediného
prvku b a tedy jest nepodstatnym &lenem Fetézce [B*].

‘4. Lokdlni ¥etézce [A*], [B*] maji stejnou délku a stejnou redukovanou
délku.

Vskutku, e maji stejnou délku plyne z toho, %e fady (4), (B) maji
stejnou délku, nebof prvni zobrazeni jest prosté. Ze maji stejnou reduko-
vanou délku, plyne z véty 3, nebof podet nepodstatnych a tedy i podstat-
nych ¢lenii v obou fetézcich jest stejny.

Vedle pfedchazejicich vét, které popisuji lokdlni vztahy mezi spfaZe-
nymi fadami (4), (B), plati o t&chto fadach jisté véty globalniho razu. Vidéli
jsme ji%, ze fady (4), (B) maji stejnou délku.

5. V prvgmm zobrazeni odpovidd libovolnému nepodstatnému Clenu
fady (A) bud pr'vm len B, fady (B), a pak B, = Gmax, anebo rovnés nepod-
statny élen fady (B).

Vskutku, necht A, jest nepodstatny &len fady (4), takie p > 1,

a nechf Eo jest onen &len ¥ady (B), ktery mu odpovidé v prvnim zobrazeni f.
Necht B, jest podstatny &len fady (B). Kdyz 6 > 1, pak existuje prvek
a € G vyznadujici se tim, ¥e &len (Bj_; —) bs—1 C Bs lokéIniho retezce [B%]
]est podstatny. ProtoZe A, jest nepodstatny &len ¥ady (4), jest (Ar_y —)
ay—1C A, nepodstatny &len lokalniho fetézce [A4%]. Avsak v lokalnim zobra-
zen{ f sirozklady A,,_l, bd_l odpovidaji a méame spor s vétou *3. Vidime tedy,
%e = 1, t. j. k rozkladu 4, jest v prvnim zobrazeni f pfifazen prvni &len B,
tady (B). Pro a € @ jest tedy Bs_; = B, a odtud podle ‘3 plyne B, = Gax.

‘6. KdyZ v pronim zobrazeni odpovidd prenimu, Clenu fady (A) proni
¢len fady (B), pak fady (4), (B) maji stejnou redukovanou délku.

Vskutku, pak podle *5 v prvnim zobrazeni odpovidd kaZdému ne-
podstatnému &lenu fady (4) nepodstatny &len ¥ady (B) a tedy obé ¥fady maji
stejnou redukovanou délku.
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25. Dopliikové Fady rozkladii. Necht opét
(4)=) 4, = ... 2 4,
(B) =) B, =...2 Bg
jsou libovolné fady rozkladu na G.

Rady (4), (B) se nazyvaji dopliikové, kdy# kazdy rozklad jedné ¥ady
jest dopliikovy s kazdym rozkladem fady druhé.

Necht fady (4), (B) jsou dopliikové.

-1. Ka#dé dva lokdlni Fetézce ¥ad (A), (B) pFislusné k témus proku jsow
sdruzené, maji-li stejné konce.

Dtikaz plyne z véty 16-2.

-2. Rady (A), (B) maji spratend zjemnéni, ktera jsou dina konstruket
uvedenou v 6asti a) nasledujiciho dukazu a tato zjemnéni maji stejnou redu-
kovanou délku.

Dukaz. a) Oznac¢me |

_ [4,B)=U, (4, B)=7V, _
Ao = Bo = Gmax, Aa+1 = Bﬁ+1 = V’
anecht y,u=1,...,a 4+ 1;d,v=1, ..., 8 + 1. ProtoZe plati
Zy—l _->: Z?, -EJ—I 2_ E
a rozklady 4,, E, jsou dopliitkové, mame, podle 15-1:

( o =) [Av: ( “r—1 v)] = (43—1, [@, E"])’
(Bow =) [Bs, (Bo—s, 4,)] = (Bs—1, [Bs, 4,]).
Odtud plynou zejména vztahy
Av—l = Aw’ 4or,ﬁ+1 = gw
By > Bs,, Booy1=Bs .
Pro » < B jest B, > B,+1; odtud plyne _podle 10-1: (Ay_l, B) > (4,—,
,+1)adale podle téze véty: [A,,,( »—1, B))] = [A,,,( »—1, B, +1)]. Podobné

odvodime pro u < «: [Bs, (Bs—1, 4,)] = [Bs, (B,,_l, A, +1)]. Vidime tedy, Ze
pro v < B, u < o plati vztahy

[+] o (2} o
Ay,' ; A?)""l’ 'Bds” Z -B(,,p-}-l,

VIV

takze
Api> .. > Ay,
B“ = > B PESR
jsou fady rozkladid od Ao,,,l do A4, a od Ba,]_ do B,. Vychazi tedy, Ze
(A) =) U=din> .2 Aipr = don > .. 2 Aopra > ..
>-Aa+11> >Aa+1 B+l = 7,
((B) =) U=B1,12..._2_B1,¢+1>321> >B2a+1g...

w2 Bp1a = 2 Bpyrari =7V

-

jsou zjemnéni ¥ad (4), (B).(4), (B) jsou obé zjemnéni, o n&% jde.
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b) Nyni ukiZeme, Ze fady (A) (B) jsou sprazené Za tim Gcelem defi-
nujeme predeviim mezi radami (A) (B) prvni zobrazeni tim, Ze k rozkladu
A,, s ptifadime rozklad B., e

Necht @ znagi libovolny prvek v G' a necht @, € A,, 3 ba,,, € B.,,,. jsou
ony prvky, které obsahuji prvek a; podobn& necht @,—; € Ay—1, bs—1 € Bs—1
znali prvky obsahujici a. Mdme ukazati, Ze rozklady

o Q o o
ay,d_l E Ay’d, b":‘l’—l E Bd:?

jsou sprazené. Pii tom ovSem znadi Gy0 = By—1, 5,; 0 = bs—1. Podle 14-3 jsou
rozklady 4,, (A,,_l, B;s—1) dopliikové a tedy, podle 141 jest prvek Ay o—1 €
e[4,, (A)—, Bo_l)] souétem viech prvki rozkladu A, které j jsou incidentni
s prvkem @,—; N bs—y € (A,,_l, B,;_l) Libovolny prvek &, s e A,,,, jest také
souttem ndkterych prvka rozkladu 4, a tedy jest incidentni s d@ye—1, kdy%
a jen kdyz jest incidentni s @,—1 0 b—a,—1. Odtud plyne rovnost

d)y,d—l C Ay,o = (6,,_1 N 55_1) C Ay,a
a podobné obdrzime
bsy—1 C Bsy = (Lo—1 0 @y—1) C Ba,.

Podle 16-1 jsou pravé strany téchto rovnosti spfazené rozklady.

¢) V prvnim zobrazeni ra.dy (A) na (B), které jsme vySe definovali,
odpovidé prvnimu élenu v (A) prvni élen v (B) Odtud plyne podle 24-6,
ze Tady (A) (B) maji stejnou redukovanou délku.

Hofejsi konstrukce sprazenych zjemnéni (A), (B) jest provedena
podle vzoru ZassenEavusovy konstrukce isomorfnich zjemnéni Fetézct in-
variantnich podgrup.®)

V&imnéme si, Ze jsme pii této konstrukei pouzili jenom operaci [] a (),
které jsme aplikovali na &leny ¥ad (4), (B).

26. Rady rozkladd ve svazu. Necht A znali néjaky svaz rozkladd na ¢
8e svazovymi operacemi [] a ().

O libovolné fadé rozkladd na G pravime, Ze pat#i do svazu A, kdyz
kazdy jeji ¢len jest prvkem tohoto svazu.

Libovolnd fada rozkladt na @ patiici do svazu A se nazyva hlavné
fadou svazu A, kdyZz kaZdé jeji zjemnéni, které patii do svazu A, jest jeji
‘prodlouZeni.

‘1. Kdy#% svaz A obsahuje nejvétsi (nejmensi) prvek, pak kaZdd hlavni
fada patfici do A jim zalind (koné?).

Vskutku, necht A obsahuje na pf. nejvétsi prvek A pax, takZe pro
XecA jest X < Apex, & necht ((A) )A1 = = A, znaéi libovolnou
hlavni fadu svazu A. Pak Am,,, >A4,>..> Z jest zjemnéni Fady (4)
patiici do svazu A. ProtoZe (4) ) jest hlavni rada svazu A, jest toto zjemnéni
prodlouZeni fady (4) a tedy Apax = 4,.

¢) H. ZASSENHAUS, Zum Satz von Jordan-Hdlder-Schreier {Abh. Hamb, Univ.,
10, 106—108, (1934)].
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-2, Viechny dopliskové hlavni fady svazu A maji steynou redukovanou
délku.

Vskutku, necht (A4), (B) znadi libovolné dopliikové hlavni Fady
svazu A; oznatme «', 8’ jejich redukované délky. Pak predeviim kazdé
zjemnéni fady (4) ((B)), které patii do svazu A, m4 redukovanou délku
o' (8'). Déle existuji, podle 252, sprazens zjemnéni (A), (B) tad (4), (B),
kterda maji stejnou redukovanou délku; tato zjemnéni patf¥i do svazu A,
nebot se pri jejich konstrukei pouZilo jenom operaci [] a (), které se apliko-
valy na &leny ¥ad (4), (B). Odtud plyne &’ = 8.

KNIHTISKARNA PROMETHEUS, PRAHA VIIL,
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