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THEORIE ROZKLADU VMNOZINE.

CAST 1.
NAPSAL 0. BORUVEKA.
Provedeno s podporou Nirodnf rady badatelské.

Avec un résumé en francais.

Tento spis jest prvni &4sti v&tsi prdce obsahujici theorii rozkladd
v mnoZind, kterou jsem vypracoval se zfetelem k tomu, aby byla z4-
kladem obecné theorie grupoidd. Oproti mym d¥ivéj$im studiim o roz-
kladech mnozin') jsou tyto tvahy obecné&jsi tim, Ze se v definici rozkladu
nepozaduje, aby rozklad mnoZinu pokryval. Z onéch studii jsem zde
pfejal jenom zdkladni myslenku, podiaditi theorii rozkladd v mnoZiné
obecné theorii svazli zavedenim vhodnych svazovych operaci, p¥ifazujicich
k systémim rozkladd vidycky dva vyznadné rozklady, t. zv. nejmensi
zikryt a nejvétsi zjemnéni systému. V disledku zminéného zobeené&ni
bylo nutné definice t&chto operaci pozméniti, coz se podstatné uplatiinje
v celé theorii. Zejména, na rozdil od systémi rozkladd mnoZiny, nem4
kazdy systém rozkladi v mnoZiné nejvétsiho zjemnéni a studium systémi,
které nejvétsi zjemnéni maji, vede na t. zv. trsové systémy, zaujimajici
v této theorii vyznadné misto.

Obsah spisu jest rozdélen do tii kapitol, z nichZ prvni jedn4 o kon-
gruencich a svazech, druh4 o zdkladnich vlastnostech rozkladd v mnozing&
a tFeti o t. zv. pfidruzenych rozkladech ¢ili sociech. Obsah kapitoly
o kongruencich a svazech neni oviem novy, aviak zpracoval jsem jej
se zietelem na pouziti v theorii, kterd ndsleduje, a po strénce formélni
odli8né od jinych autord. V drubé kapitole jsou studovény pojmy nej-
mensiho zdkrytu a nejvétSiho zjemnéni systémi rozkladd v souvislosti
s theorii svazii. Déle jsou tam studoviny t. zv. majorantni a minorantnf
systémy rozkladd, systémy trsové a spfazené a vysledky jsou apliko-
véiny v theorii grup. Treti kapitola, obsahujici theorii rozkladé pfi-
druZenych, ms zvl4stni dtlezitost pro theorii grupoidi. Zikladnim pojmem
jest kartézské zobrazeni rozkladi, které ke kazdému rozkladu v mnoziné
pfifazuje rozklad p¥idruZeny ¢ili jeho socius, t. j. jisty rozklad v kartéz-
ském d&tverci mnozZiny. Pojmy studované v druhé kapitole jsou vzhledem
ke kartézskému zobrazeni invariantni, aZ na nejmensi zikryt, ktery se
zachovdvd jenom ve zvldStnich p¥ipadech, na p¥. kdyZ jde o rozklady
na mnoZind. V téchto piipadech jest kartézské zobrazeni svazovym
isomorfismem.

1) O rozkladech mnogin (Rozpravy IL ti. Ceské akademie, ro&. LIJT, & 23 [1944)).




I. Kongruence a svazy.

1. Kartézské soutiny. Dilezitou tulohu v naSich dvahdch maji
kartézské soudiny.

Necht 4, B znadi libovolné neprizdné mnoZiny.

Kartézskym soucéinem mnoziny 4 s mnozinou B rozumime mnoZinu
viech uspofidanych dvojic (o, 8), kde ¢ e 4, 8 e B; oznafujeme jej sym-
bolem 4 B. A (B) jest prvni (druby) éinitel nebo faktor kartézského
soudinu 4 X B, & (8) jest prvni (druhd) souiadnice uspofddané dvojice
(o, B). Zejména jest kartéeskd druhd mocning &ili kartéssky ctverec mno-
#iny 4,4 X A, mnoZina viech uspofddanych dvojic (e, §), kde &, f e 4;
misto 4 X A pifeme nékdy kratéeji 4 <. KdyZ A jest soudtem mnoZin
Ay, A, ... a mnoZina B soudtem mnozin B, B,, ..., pak 4 X B jest
soutem mnozin .4y X B,, kde 4, (B,) znad{ jednotlivé sc¢itance mno-
¢iny A4 (B). Kdyz 4’ c.4, B’ c B jsou neprézdné podmnoziny, pak oviem
plati 4’ X B'’c.A X B. PodmnoZina 4’ X B’ se vyznaduje tim, Ze druhé
(prvni) soufadnice vSech jejich prvki, jejichz prvni (drubd) souradnice
jest stejnd, tvo¥f mnozinu B’ (4’). Odtud plyne, Ze &4st mnoZiny 4 X B
neni nutné kartézskym soudinem d&édsti mnoZiny 4 s d4sti mnoZiny B.

2. Kongruence. Vsude v dal§im znaéi pismeno I' libbvolnou ne-
prizdnou mnoZinu.

C4st kartézského &tverce I'X, K, nazyvd se kongruence na T,
kdy% m4d tyto vlastnosti:

1. Pro aeI jest (o, a)e K,
2. kdyz (o, 8), (8, 7) e K, pak také (e, y) e K.

Prvni vlastnost vyjadifujeme tim, #é kongruence jest reflexivni a dru-
hou, Ze jest tramsitivni. KdyZ (e, 8) e K, pak pravime, Ze prvek g jest
kongruentni s o v kongruenci K.

Zejména mime na I' dvé vyznadné kongruence, a to tak zvanou
kongruenci nejvélsé a mejmensi. Nejvétsi kongruence na I' jest celd
mnoZina I'); jest nejvétsi v tom smyslu, Ze kaid4 kongruence na I'
jest jeji &édsti. Nejmensi kongruence na I" se sklddd ze vZech prvkil
(2, @), kde a eI'"; jest nejmensi, nebot jest é4sti kazdé kongruence na
I’ (podle 1.). Nejvétsi kongruenci oznalujeme nékdy symbolem Kmax
a nejmensi Kmin.

Necht K znaéi libovolnou kongruenci na TI'.
Kongruenci K jsou ke kaZdémum prvku eI’ pfifazeny dvé pod-
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mnoziny v I, které nazyvédme hornt a dolni ¢Fida prvku e v kongruenci I',
struénéji: horni a dolni t¥ida. A sice jest horni t¥ida prvku « mnozina
viech prvki v I', které jsou kongruentni s «; jinymi slovy, jest to
mnozina druhych soufadnic vSech prvkd v K, jejichZ prvni soufadnice
jest a. Dolni tfida prvku e jest pak mnoZina viech prvkil v I', s nimiz
jest prvek « kongruentni, &ili jest to mnozina prvnich soufadnic viech
prvki v K, jejichz drubd soufadnice jest a. Z tdchto definic vidime,
¥e kdyz prvek « jest v horni (dolni) t¥idé prvku @, pak prvek g jest
v dolni (horni) tfid8 prvku «. Horni (dolni) tfida kaZdého prvku a jest
tedy mnoZina vSech prvké v I', jejichZ dolni (horni) t¥idy obsahujf
prvek a. Horni i dolni tifida kazdého prvku & obsahuje alespoii tento
prvek o, jak plyne z 1. Odtud zejména vidime, Ze Z4dn4 ti¥ida neni
prézdnd a systém vSech hornich nebo dolnich t¥id pokryva I a ddle,
%e horni a dolni t¥ida ka#dého prvku jsou incidentni, t. j. maji spoleény
alespoli jeden prvek. Déile obsahuje horni (dolni) tfida kazdého prvku
jako &dsti horni (dolni) t¥idy vSech prvki, které v ni lezi, jak plyne
z 2. Odtud vidime, %e horni (dolni) t¥ida libovolného prvku & jest obsa-
Zena v horni (dolni) t¥idé kazdého prvku g leZiciho v dolni (horni)
t¥éidé prvku @, nebof prvek & jest v horni (dolni) t¥idé prvku g, Na-
opak, kdyZ ke kaZzdému prvku v I jest pfifazena jist4 podmnoZina v I”,
kterd obsahuje tento prvek a dile obsahuje jako &dsti viechny pod-
mnoZiny piifazené k jednotlivym prvkiim, které v ni lezi, pak systém
téchto podmnoZin jest systémem hornich nebo dolnich tfid v jisté kon-
gruenci. Tato kongruence jest dina v prvnim p¥ipad$ tim, Ze s kazdym
prvkem aeI’ jsou kongruentni pravé ony prvky, které lezi v podmnozing
pfifazené k & a v druhém p¥ipad8 tim, Ze prvek o jest pravé s témito
prvky kongruentni. V prvnim (druhém) piipad& jest dolni (horni) t¥idou
prvku o mnoZina viech prvkd v I', k nimZ pf¥ifazené podmnoZiny
obsahuji prvek a.

Kongruenci K jest uréena daldi kongruence na I, t. zv. kongruence
inversni ke K, kterou oznadujéme K-—1. Jeji prvky vzniknou z prvkil
kongruence K vyménou pofddku obou souradnic kaZdého prvku. Podle
této definice jest tedy (@, ) e K—!, kdyZz a jen kdyZ plati (§,a)e K.
Horni (dolnf) tfida kaZdého prvku aeI' v kongruemei K jest dolni
(hornf) t¥idou prvku ¢ v kongruenci K—'. Kongruence inversni ke K—!
jest zfejmé pivodni kongruence K. Rovnéz jest ziejmé, Ze plati rovnosti
Kiic = Kaowxy, Kl — K.

Pro n4§ Gcel maji zvlditni vyznam t. zv. kongruence symetrické
a antisymetrické.



3. Kongruence symetrické. Libovolnd kongruence K na I' se
nazyvé symetrickd, kdyZ mé tuto vlastnost:

S) kdyz (@, ) e K, pak také (8, a)e K.

Tato vlastpost vyjadiuje symetrii kongruence K v tom smyslu, Ze
z kazdych dvou prvkd v I' bud Zddny nebo kaidy jest kongruentni
s druhym. KdyZ pak @ jest kongruentni s e, piSeme =& (K) nebo
struénéji f=ca. Mime pak ovSem také ¢ =g a pravime, Ze prvky «, 8
jsou kongruentni,

Necht K znadéi symetrickou kongruenm na I,

Z definice symetrie plyne, Ze kdyZ néktery prvek ael” jest v horni
(dolni) t¥id8 n&kterého prvku @Gel’, pak @ jest v horni (dolni) t¥ids
prvku o a tedy « jest soucasné v dolni (hornf) ti¥idé pryku g. Odtud
vychdzi, Ze horni a dolni tfida kazdého prvku splyvaji. Z toho divodu
mluvime struénd o ¢Fiddch, nerozlifujice, zda jde o téidy horni nebo
dolni. Z predchdzejicich Gvah o kongruencich vidime, Ze tiida kazdého
prvku « jednak obsahuje tfidu kaZdého prvku, ktery v ni lezi, a jednak
jest v této t¥idé obsazena. Odtud plyne, Ze tiida kazdého prvku leZiciho
ve t¥id® prvku o splyvd s tiidou prvku . Disledkem toho pak jest,
e tiidy kaZdych dvou prvkd «, eI jsou bud disjunktni nebo splyvaji,
nebot maji-li 3poledny prvek yeI’, pak jeho tiida splyvé s t¥idou prvku «
i s téidou prvku @ a tudiZz jsou tyto t¥idy identické. Systém viech pod-
mnoZin v I', z nichZ kaZd4 jest tFidou nékterého prvku v kongrueneci K,
jest tedy jisty rozklad R na I'.?) Podle jeho definice jsou kazdé dva
prvky v I leZiei v témZe prvku rozkladu R kongruentni, kdezto Z4dné
dva, které v témzZe prvku nelezi, nejsou. Liibovolny vybér v rozkladu R,
- t. j. tedy podmnozina v I', majici s kazdym prvkem rozkladu R spo-
leény privé jeden prvek v I, jest tedy systémem representanti kon-
gruence K, v tom smyslu, Ze kaidy prvek v I' jest kongruentni prévé
8 jednim representantem. Naopak patii ke kaZdému rozkladu na I jistd
symetrickd kongruence,wjejiz tfidy splyvaji s prvky rozkladu. Tato
kongruence jest dina tim, Ze dva prvky v I’ jsou kongruentni, kdyZ
a jen kdyz lezi v témze prvku rozkladu,

Kongruence inversni ke K jest opét kongruence K, takze plati
KnK-1'= K. Obé& extrémni kongruence Kwax & Kmin jsou zreJmé
symetrické. )

2) Definice rozkladu na mnoZind jest uvedena v odst. 9.
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4. Kongruence antisymetrické, Libovolnd kongruence K na I'
se nazyvd antisymetrickd, kdyZ m4 tuto vlastnost:

AS) kdyz (a, 8), (8, @)e K, pak a=g.

Tato vlastnost vyjadfuje antisymetrii kongruence K v tom smyslu, Ze

z kaZdych dvou rtznych prvkél v I' bud Z4dny nebo privé jenom jeden

jest kongruentni s drahym. Kdy% pak prvek 8 jest kongruentni s prvkem

a, piseme o <@ (K) nebo 8> a (K), struéngji: ¢ <3 nebo g> a.
Necht K znadi antisymetrickou kongruenci na I’

Podle vlastnosti AS maji horni a dolni t¥ida kazdého prvku ael”
spoleény prévé jenom tento prvek «. Odtud plyne, Ze horni (dolnf)
tfida kaZdého prvku @ leziciho v horni (dolni) t¥id8 né&kterého prvku e,
které, jak vime, jest dsti horni (dolni) t¥idy prvku e, obsahuje prvek «
jen kdyZ 8 —=a. Zejména jsou tedy horni (dolnf) ti¥idy dvou riznych
prvkd v I’ rtzné. Naopak, kdyZ ke kazdému prvku e eI jest piifazena
jistd podmnozina v I', kterd obsahuje prvek a a dédle obsahuje jako
¢asti vechny podmnoziny p¥ifazené k jednotlivym prvkiim, které v ni
lezi, pfi dem% Z4dnd z nich, s vyjimkou podmnoZiny pkifazené k e ne-
obsahuje prvek ¢, pak systém téchto podmnoZin jest systémem hornich
nebo dolnich t¥id v jisté antisymetrické kongrueénci. Tato kongruence
jest dina v prvnim piipadé tim, Ze s kaidym prvkem ¢ jsou kon-
gruentni pravé ony prvky, které lezi v podmnoZiné p¥ifazené k & a v dru-
hém pFipadé tim, Ze prvek « jest privé s témito prvky kongruentni.

Inversni kongruence K-—! jest také antisymetrickd a mame
Kn K = Kmin,

Podle Hausdorffa nazyvi se mnoZina I' édsteéné usporddand, kdyZ
jest ddno pravidlo, t. zv. édstecné uspordddni, které ke kardému prvku
o e I' pfifazuje jisté prvky v I', spliiujic pfitom urdité podminky. Za-
vedme symbol a->@ k vyjddfeni toho, Ze pravidlo pfifazuje prvek @
k prvku @. Pak ony podminky jsou tyto:

1. Pro eI jest a-=c '(reﬂexivnost),
2, kdyz ¢—f, 8—~7, pak a-=y (transitivnost),
3. kdyZ a—=f, f-=«a, pak a = (antisymetrie).

Odtud vidime, Ze ka%dé &istedné uspoi":id:ini mnoZiny I" uréuje na ni
jistou antisymetrickou kongruenci, totiZz kongruenci sklddajici se z prvki
(o, B8), kde o znadf jednotlivé prvky v I' a 8 ony prvky, které jsou
k o piifazeny. Pro tuto kongruenci md symbol = vyznam symbolu <.
Naopak jest kazdou antisymetrickou kongruenci na I" dino jisté ¢dste¢né
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uspofdddni mnoziny T, totiz ono, které ke kazdému prvku a e I' p¥i-
Fazuje vSechny prvky @, které jsou kongruentni s a. Pro toto &4steéné
uspofdddni m4 symbol < vyznam symbolu->. Ke kazdému &4steénému
uspofddini mnoZiny I' existuje ¢dstetnd uspo¥ddani inversni, kterd k prvkun
o piifazuje prvek @ tehdy a jen tehdy, kdyZ pivodni &4steéné usporsdint
piifazuje k prvku 8 prvek a. Pisluind antisymetrickd kongruence jest
ovSem inversni k antisymetrické kongruenci, kteri patifi k &4stednému
uspofddini plvodnimu.

5. Hornf a dolnf hranice. VSechny dalif ivahy v této kapitole L.,
zejména pojmy horni a dolnf hranice a pojem svazu, vztahuji se pod-
statnd k pojmu antisymetrické kongruence.

Necht jesf ddna antisymetrickd kongruence na I', K,

Necht 4 c I’ znadi libovolnou neprdzdnou podmnoZinu. Prvek ¢ e I
se nazyva horni hranice mnoziny A (vzhledem ke kongruenci K), kdyz
jest kongruentni s kazdym prvkem v 4 a kdyZ s nim jest kongruehtni
kazdy prvek v I', ktery md tuto vlastnost. Jinymi slovy, kdyZ plati
vztahy ¢ < ¢ <@ a to pro viechny prvky ¢ e.4 a pro viechny prvky
geI’ hovicei vztahu a < 8. Podle této definice jest tedy horni hranice
mnoziny .4 charakterisovina tim, Ze jest prvkem v primiku hornich
t¥id jednotlivych prvkd mnoZiny 4 a jeho horni tiida tento primik
obsahuje. Horni hranici mnoziny .4 oznadujeme obvykle symbolem [4],
anebo, mdme-li prvky mnoZiny 4 oznadeny @, 3, ..., symbolem [¢g...].
Viimnéme si, Ze pro aeI' plati [¢] =,

Predevsim snadno zjistime, Ze hornt t¥ida horni hranice mnoziny A
jest primikem hornich t¥id jednmotliviych prvka mnoZiny A. Vskutku, Fekli
jsme jiZ, Ze horni hranice mnoZiny 4, [A], jest prvkem v priniku
hornich tiid jednotlivych prvkid mnoZiny .4 a jeho horni tfida tento
priinik obsahuje. Aviak z prvni vlastnosti plyne, Ze horni t¥ida prvka
[A] lezi v priiniku hornich t¥id jednotlivyeh prvké mnoZiny 4, nebot
horni tfida kaZdého prvku v I'" obsahuje jako é4sti horni tiidy visech
prvkii, které v ni lezf, Odtud a z drubé vlastnosti plyne nafe tvrzeni.

Dile vidime, Ze hornt hranice mwoZiny A mase byjti nejvyse jedna.
Nebot jsou-li ¢, eI" horni hranice mnoZiny 4, pak podle piedchdzejicich
vysledkd jejich horni t¥idy splyvaji a tedy ¢ =1.

Necht nyni S;=/{ay, by, ...}, Sa={as, by, ...} znaéi libovolné
systémy podmnoZin v 4, které oba mmoZinu .4 pokryvaji. UkdZeme,

Ze plati rovnost
[[a:][bs]. - - 1=T[[aa] [Bs]- - -],
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existuji-li vSechny horni hrawice vyskytujict se v tomto vzorci. Vskutkn,
piedpoklidejme, Ze ony horni hranice existuji. ProtoZe systém &; (S;)
pokryvd mnoZinu .4, jest prinik prinikd hornich tiid viech prvkid
mnoziny A lexicich vidy v jednom prvku systému S, (S,) prinikem
hornich tf¥id vSech prvkié mnoZiny 4. Prinik prinikg hornich t¥d viech
prvkd mnoZiny A lezicich vZdy v jednom prvku systému S, jest tedy
roven priniku prinikd hornich t¥id vSech prvké mnoZiny 4 leZicich
vidy v jednom prvku systému S;. AvSak prvni prinik jest horni tiidou
prvku [[a;] [84]...] a druhy jest horni t¥idou prvku [[a,] [b]...]. Z rov-
nosti obou priniké plyne tedy rovnost hornich t¥id prvké na obou
strandch hofej§i rovnice a tedy i rovnost téchto prvki.

Viimnéme si tohoto zvldstniho pipadu: Pro kasdy systém pod-
mnogin v A, {a,b, ...}, ktery mnoéinu A pokrjvd, plati rovnost

[4] =[[a] [8]-- -],
existugi-li viechny tyto horni hranice. Dile si viimnéme, Ze pro vsechny
proky a, B, yeI' plati rovnost

[lef] 7] =[e[87]],

Jestlize existuji vSechny horni hramice vyskytujici se v tomto vzorci.

Pokud jde o doln¢ t¥idu prvku [.4] jest situace tato: P¥i popisu
vlastnosti kongruenci jsme vidgli, Ze dolni t¥ida kazdého prvkun leZiciho
v horni ti{dé libovolného prvku @eI' obsahuje dolni téidu prvku §.
Odtud plyne, %e dolni t¥ida kazdého prvku leziciho v priniku hornich
t¥id jednotlivych prvkdt mnoZiny 4 obsahuje doluf t¥idy vSech téchto
prvki a tedy také jejich soudet. Naopak, kdyZ dolni tf¥ida nékterého
prvku @e I’ obsahuje soudet dolnich t¥id vSech prvkit mnoZiny A,
pak kazdy prvek ae .4 jest v dolni t¥idé prvku @ a tedy prvek @ jest
v priniku hornich tfid jednotlivych prvkd mnoZiny 4, t. j. v horni
t¥idé prvku [4]. Z téchto pozndmek plyne, Ze dolni tr¥ida prvku [A]
obsahuje soucet dolnich trid vsech prvkiu mmnodiny A a ze véech dolnich
trid proki v I, kieré maji tuto vlastnost jest mejmensi, v tom smyslu,
Ze jest &4sti dolni ti¥idy kaZzdého prvku v I, kterd obsahuje onen soudet.
Soudasné vidime, Ze dolni tf¥ida prvkm [A4] jest soudtem dolnich t¥id
jednotlivych prvkid mnoZiny .4 tehdy a jen tehdy, kdyZz horni tfida
kazdého prvku v této dolni t¥{dé jest incidentni s mnoZinou A,

Podobnd jako horni hranici definujeme dolni hranici mnoZiny .4:
Prvek eI’ se nazyvd dolni hranice mnoZiny 4 (vzhledem ke kon-
graenci K), kdyZ s nim jest kongruentni kazdy prvek v 4 a kdyz
jest kongruentni s kaZdym prvkem v I, ktery mé tuto vlastnost. Jinak
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refeno, kdy# plati vztahy 8 <y < e, a to pro viechny prvky ced a
pro viechny prvky @elI” hovici vztahu 8 < «. Podle této definice jest tedy
dolni hranice mnoZiny .4 charakterisovdna tim, Ze jest prvkem v pri-
niku dolnich t¥d jednotlivych prvké mnozZiny .4 a jeho dolni tiida tento
prinik obsahuje. Dolni hranici mnoZiny 4 oznalujeme obvykle sym-
bolem (A4), anebo, méme-li prvky mnoZiny 4 oznadeny ¢, g, ..., sym-
bolem (af@ ...). Viimnéme si, Ze pro a el plati ()=,

Porovndme-li definice horni a dolni hranice, vidime, Ze horni (dolni)
branice mnoZiny .4 vzhledem ke K jest dolni (horni) hranici téZe mno-
%iny A4 vzhledem ke K—! Odtud plyne, Ze pro dolni hranici mnoZiny .4
plati vty obdobné tém, které jsme odvodili pro horni hranici. Dolni
trida dolni hranice mmosiny A jest tedy pranikem dolnich tFid jednot~
livijch proka mnodiny A a mige byti mejvyse jedna. Dile vidime, Ze
pro kaidé dva systémy podmnoiin v A, kieré mmnoéinu A pokrijvaji,
Sy={ay, b, ...}, Sa=/{as, by, ...}, plati rovnost

((a1) (by)- - - )={((as) (82)- - -),
existuji-lj vsechny tyto proky. Odtud zejména plyne, Ze pro kaédy systém
podmnozin v A, {a, b, ...}, ktery mnozinu A pokrjvd, plati

(A)=(a) (®)...),

a ddle mdme pro a, 8, yeI', rovnost

((aB) 7)=( (87)),

jestlise existuji vSechny dolni hrawice vyskytujici se v téchto vzorcich.
Také si v8imnéme, Ze horni tiida proku (A) obsahuje soucet hornich trid
vSech proki mnosiny A a ze vSech hornich tiid prvka v I, které maji tuto
vlastnost, jest nejmensi, v tom smyslu, Ze jest é4sti horni t¥idy kazdého
prvku v I', kteri obsahuje onen soudet. Horni tiida prvku (A) jest
soudtem hornich t¥id prvkéi mnoziny 4, kdy% a jen kdyZ dolni t¥ida
kazdého prvku leziciho v této horni tiidé jest incidentni s mnoZinou 4.

Mezi horni a dolni hranici mnoZiny 4 jsou oviem jieté vztahy.
Predeviim plati vztah

) <[],

nebot prvek (4) jest v dolni t¥fd& ka%dého prvku ae .4 a prvek [A]
v horni, a tedy horni t¥ida prvku () obsahuje prvek [A].

. Necht dédle B znadi libovolnou neprizdnou édst mnoZiny 4, takZe
Bc .A. Plati rovnosti

(4] [B]) = B], [(«0) (B)] = (B),

Jjestlize existuji vSechny horni a dolni hranice vyskytujict se v itéchio
voorcich. Staéi oviem, abychom dokézali na p¥. prvni rovnost. Protoze
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Bc A, jest prinik hornich t¥id vSech prvkd mnoZiny .4 obsaZen v pri-
niku hornich tf¥id vSech prvkd mnozZiny B. Existuji-li tedy prvky [A],
[B], lezi prvek [A] v horni tfidé prvku [B] a tedy dolni t¥ida prvku
{A] obsahuje dolni t¥idu prvku [B]. Prinik dolnich t¥id prvka [4], [B]
jest tedy dolni tfida prvku [B| a soudasnd jest dolni t¥idou prvku
([4] [B]), v piipad$, Ze tento prvek existuje. Odtud plyne prvni rovnost.

Vsimnéme si tohoto zvldstniho p¥ipadu: Pro vSechny prvky a, 3e T

plati rovnosti
(e[ef]) =20, [¢(ef)]=u¢,
Jestlize existuji prislusné prvky.

6. Majorantni a minorantnf mnoZiny. Nechf jest déna, anti-
symetrickd kongruence na I', K. Necht 4, BcI' znadi libovolné ne-
prézdné podmnoziny. -

MnozZina A (B) se nazyvid majoranini (minoranini) vzhledem k B
(A4) v kongruenci K, strudnéji: majorantni (minorantni) vzhledem k B
. (A4), kdyz kazdy prvek v .4 jest kongruentni s nékterym prvkem v B
a kdyZ souasné s kazdym prvkem v B jest kongruentni néktery prvek
v A; jinymi slovy, kdyZ dolni t¥ida kazdého prvku v 4 jest incidentni
8 B a horni t¥ida kazdého prvku v B s A.

Necht mnoZina A4 jest majorantni vzhledem k B.

Plati vatahy (4> [B]
2> [B],
(4) > (B), -

existuji-li obé horni nebo dolni hranice. Vskutku, ke ka’dému prvku
# e B existuje podle pfedpokladu prvek «e 4 takovy, Ze § < . Existu-
je-li viak prvek [4], méme @ < [4] a tedy plati 8 <[A]; odtud plyne
[B] <[], jestliZe existuje prvek [B]|: Podobnd existuje ke kazdému
prvku e e 4 prvek (e B takovy, Ze o > (3. Existuje-li prvek (B), mdme
8> (B) a tedy plati «>'(B); odtud plyne (A) > (B), jestlie existuje
prvek (A).

Poznédmka. V pojmu majorantnich a minorantnich mnoZin neni
obsaZen predpoklad, Ze kongruence K jest antisymetrick4, takZe se tento
pojem miZe roziifiti na viechny kongruence. Nezd4 se viak, Ze by toto
zobecnéni v celé 8ifi mélo vyznam, protoZe na p¥. v piipadé kongruence
symetrické jest ziejmé, Ze je-li mnoZina .4 majorantni vzhledem k B,
pak jest soudasné minorantni. Naproti tomu mé4 pojem majorantnich
a minorantnich mnozin v p¥ipadé kongruenef antisymetrickych pro nase
_dalsi dvahy znadny vyznam.
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7. Svazy. Nechf jest ddna antisymetrickd kongruence na I, K.
Kazd4 jednobodovd podmnozZina {e}cI’, kde tedy ael’, m4 oviem
horni i dolni hranici (vzhledem ke K), které obé jsou rovny . Dalii
pripad, ktery viak jiZ neni obecny, jest ten, Ze i kazdd dvoubodova
podmnoZina v I" m4 horni i dolni hranici. Je-li tomu tak, pak se I' na-
zyva svaz vehledem ke K, strudénéji: svaz. Nejzvlastnéjsi piipad jest ten,
%e kaédd neprizdnd podmnoZina v I' md horni a dolni hranici a pak
se I' nazyvé plny svaz vzhledem ke K, kratdeji: uplny svaz.

Kdyz tedy I' jest \ﬁplny svaz, pak ke kazdé neprizdné podmno-
7in8 A4 cI jsou piifazeny jisté dva prvky v I, a to hornf hranice [A4]
a dolni hranice (4) mnoziny A Pritom plati tyto vztahy, jak jsme
vidéli v odst. 5:

[a] =0, (a) =,
[[@:][:] - - . J=1[[aa] [Ba] - - -], (@) (b)) --.)=((a) (Bs) -..), (1)
(¢[af]) =0, [¢ (@f)]=2q,

a to pro vlechny prvky a, eI’ a kazdé dva systémy podmnozin
v 4, {ay, by, ...}, {ay by, ...}, které mnozinu 4 pokryvaji.

Kdyz I' jest svaz (ne nutnd uplny), plati tytéz vysledky, aviak
pro kazdou neprédzdnou a nejvyse dvoubodovou podmnozinu A4 c I", takZe
pro a, 8, y eI’ jest

[a] =0, (@) =ge,
[ [87]] = [[¢8] 7], (¢ (B7)) = ((B) 7), (2)
(@ [zf]) =0, [ (¢f)] = e

Necht nyni naopak I"znadi libovolnoun neprézdnou mnoZinu a pied-
poklidejme, %e ke kaZdé neprdzdné podmnozing A4 c I jsou néjakymi
pravidly piifazeny dva prvky v I', které oznadime [A] a (A) a to tak,
Ze jsou splnény rovnosti (1), opét pro viechny prvky o, feI’ a kazdé
dva systémy podmnoZin v 4, {ay, b, ...}, {as, bs, ...}, které mnoZinu
A pokryvaji. Pfitom oviem kvili stru¢nosti piSeme na p¥. [¢ @] misto
[{e, B}], takZe [¢B| a [Ba] znadf t§% prvek.

UkédZeme, Ze muieme definovati antisymetrickow kongruenci na I', K,
vehledem k wnié jest I’ vplngm svazem a [A] a (A) jsou horni a dolnd
hranice mnodiny A. Za tim uéelem deﬁnujeme kongruenci na I', K, tim,
%e pro «, eI’ jest (a,0)eK, kdyz a jen kdyz [ef]=@; pfitom
symbolem [@e] rozumime prvek [¢]. Pfedeviim tedy mdme (¢, a)e K a
dile vidime, Ze kdyz (e, £), (8, 7) e K, pak také (e, ) e K, nebot z rov-
nostf [@f]= 48, [B7]=7 plyne [ay] =[a [B7]]=[[eB] y]=[B7]=7,
podle druhé rovnosti (1). A koneéné ze vztaht (e, 8), (8, «) e K plyne
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o =, nebof z rovnosti [@¢f]=g, [fa] =a plyne a=pF. Tim jest
ukézdno, Ze K jest skutednd antisymetrickou kongruenci na I". Viimnéme
si, Ze z rovnosti [ ] = @ plyne (¢f) = @ a naopak, jak vidime z po-
slednich vzorelt v obou sloupcich rovnic (1). MiZeme tedy kongruenci
K definovati také tim, %e pro a, eI’ jest (@, 8) e K, kdyZ a jen kdyz
(¢ 8)= a. MnoZina vSech prvki @el takovych, Ze [ f]=F ((¢f) =),
jest tedy horni tfida prvku a eI’ v kongruenci K.

Necht nyni 4cI’ znadi libovolnou neprizdnou podmnoZinu. Pak
pro ae.d jest ¢ < [4], nebot systém podmnozin v 4 : {{a}, 4} pokryva
A a tedy plati [¢ [A4]] =[4], podle druhé rovnosti (1). Necht dile pro
néktery prvek fel a kazdy prvek ae 4 plati vztah ¢ <, t.j. [@8]=03.
V mnozing 4V {#}%) méme jednak systém podmnozin {4, {8}} a jednak
systém dvoubodovych podmnozin {, 8}, kde ¢ e 4, a oba tyto systémy
onu mnozinu pokryvaji. Plati tedy [[4] 8]=p8,"t. j. [4] < B, podle
druhé rovnosti (1), nebof prvky [e, 8] jsou vesmés rovny prvku 8 a
[8] = 8. Tim jest ukézino, Ze [A4] jest horni hranici mnoZiny 4 vzhle-
dem ke kongruenci K. Obdobnymi usudky, opirajice se o druhou rovnos
v druhém sloupci (1), odvodime, Ze (4) jest dolni hranief mnoZiny A4
vzhledem ke kongruenci K. Skuteén$ jest tedy IT plnym svazem vzhle-
dem k nai¥f kongruenci K a [4] a (4) jsou horni a dolni hranice mno-
Ziny A,

KdyZ ke ka#dé neprizdné a nejvyse dvoubodové podmnozing 4 cI’
jsou n&jakymi pravidly piifazeny dva prvky v I', které oznadime [.4]
a (A), a to tak, Ze jsou splnény vztahy (2) pro viechny prvky «, 8,
7y eI, pak mbZeme definovati antisymetrickou kongruenci na I', K,
vzhledem k niZ jest I' svazem a [4] a () jsou horni a dolnf hranice
mnoZiny 4. Dikaz tohoto tvrzeni jest obsazen v pfedchizejicim dikazu
a obdrzime jej, kdy% predchédzejici dikaz aplikujeme na podmnoZinu
AcI' nejvyse dvoubodovou.

8. Svazové deformace. Necht I' (I'*) znaéi libovolnou neprizdnou
mnoZinu a K (K*)“libovolnou antisymetrickou kongruenci na I' {I"*).
Necht déle d znadi néjaké zobrazeni mnoziny I' na I'*. Zobrazeni d
piifazuje ke kazdému prvku a eI jisty prvek daelI'®, obraz prvku e
v zobrazeni d, a kaZdy prvek v I'* jest obrazem nékterého prvku v I'.
Ke ka%dé neprazdné podmnoZind.4 c I patif jist4 neprdzdns podmnoZina
d AcI'*, sklidajicf se % obrazii v d jednotlivyech prvké mnoZiny A.

%) V jest soudtové znaménko pro mnoZiny, takZe AV{ﬁ} znadf soudet mno-
zin 4, {6}.
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Zobrazeni d se nazyva svazovy homomorfismus nebo kratéeji: svazovd
deformace, kdyZ mé tuto vlastnost: KdyZ néjakd podmnozina 4cI” ma
horni hranici (vzhledem ke K), [4], pak jeji obraz v d jest horni hra-
nicf (vzhledem ke K*) mmozZiny d 4, tedy d[A4] = [d 4]; a kdyZ 4 mé
dolni hranici (vzhledem ke K), (A), pak jeji obraz, d(4), jest dolni
hranici (vzhledem ke K*) mnoziny d 4, tedy d(A)=(dA). Prosic
svazovéd deformace mnoZiny I" na I'*, v niZ tedy rizné prvky v I" maji
vidycky rizné obrazy v I'*; nazyvi se svazovy isomorfismus.

*® v

II. Zdkladni vlastnosti rozkladi v mnozZiné.

9. Definice. Necht I' opét znadi libovolnou neprizdnou mnozinu.

Rozkladem v I' rozumime kaZdy neprizdny systém neprizdnych
podmno%in v I, z nich% kazdé dvé& jsou disjunktni. KdyZ néjaky roz-
klad v I" mnozinu I" pokryvé, t. j. kdyZ kazdy prvek v I’ lezi v ng-
kterém prvkm rozkladu, pak pravime, Ze omen rozklad jest & lezd
na mnozing I, nebo Ze jest rozkladem mnoziny I'. Piikladem rozklad
mnoziny I' jsou t. zv. nejvélsi a mejmensi rozklad mnoziny I. Prvni,
ktery oznadujeme G,.., se sklddd z jediného prvku I, druby, G, se
sklddé z jednobodovych mmnozin {a}, kde cel.

10. Obal a priisek rozkladu s mnoZinou. Necht 4 znadi libo-
volny rozklad a B libovolnou podmnoZinu v I,

Mnozina viech prvki ae A incidentnich s B jest jist4 podmnoZina
v A; nazyvdme ji obal podmnozZiny B v rozkladu A a oznadujeme
symbolem BCA nebo AJB. BCA mlZe oviem byjti prizdni mno-
Zina a tento pripad nastane, kdyZ a jen kdyZ kaZzdy prvek rozkladu 4
a mnozina B jsou disjunktni, nebo, coZz jest totéz, kdyz a jen kdyz
s Ao B=0*). Jinak jest oviem BC A rozkladem v I’ a dokonce v s 4.

Dalsi pojem vztahujici se na rozklad 4 a podmnoZinu B jest pojem
priiseku. Prisek rozkladu 4 s podmnoZinou B nebo podmnoZiny B
s rozkladem A4, jest mnoZina neprézdnych prinikid jednotlivyeh prvki
v 4 s mnoZinou B; oznadujeme jej symbolem 4 n B nebo B 1 4. Také
prisek 4 n B miiZe byti prizdnd mnoZina a jest zfejmé, Ze tento piipad
nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ kaidy prvek rozkladu A a mnozZina B
jsou disjunktni, nebo kdyZ sAn B=0. Jinak jest oviem A n B roz-
kladem v I’ a dokonce v B.

%) Znadf-li £ systém libovolnych mnoZin, pak symbol sE (pL) znaé{ soudet
(prinik) v3ech mnoZin, které jsou prvky systému E.
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11. Zikryt a zjemnénf rozkladu. Necht 4, B, C znadi libovolné
rozklady v I. Kdyz kazdy prvek rozkladu B jest &4sti né&kterého
prvku rozkladu 4, pravime, Ze A (B) jest zdkryt (gjemnéns) rozkladu
B (4), nebo, ze rozklad A (B) jest & leéi na (pod) rozkladu (roz-
kladem) B (A4). Piseme pak 4 > B nebo B < 4. Na piiklad jest nej-
v&t&f rozklad na I" zdkryt rozkladu 4 a nejmensi rozklad na s A4 jest
zjemnéni rozkladu A. KdyZ plati 4> B aniz by bylo 4= DB, pak
pravime, %e A (B) jest vlastni zdkryt (zjemnéni) rozkladu B (4) a
tento vztah zdirazliujeme symbolem 4 > B nebo B < 4. Z téchto de-
finic vidime, Ze kdyZ A (B) jest zikryt (zjemnéni) rozkladu B (4),
pak B (4) jest zjemnéni (zékryt) rozkladu A (B).

Kdy# plati 4 > B, pak sice kazdy prvek rozkladu B jest &4stf
nekterého prvku rozkladu A4, ale rozklad 4 mtZe obsahovati prvky,
v nichZ nelezi Z4dny prvek rozkladu B. KdyZ takovych prvkié neni,
kdyZ tedy kazdy prvek rozkladu A4 obsahuje jako ¢&dst néktery prvek
rozkladu B, pravime, Ze rozklad A (B) jest normdini zikryt (zjemnéni)
rozkladu B (4); kdyZz dokonce kaidy prvek rozkladu A4 jest soudtem .
nékterych prvkd rozkladu B, nazyvdme rozklad 4 (B) ryz zdkryt
(zjemnénf) rozkladu B (A4). Snadno zjistime, Ze kdyz A, B jsou roz-
klady na I' a A > B, pak nutnd rozklad A (B) jest ryzi zikryt (zjem-
néni) rozkladu B (4).

Z definice vyznamu znaménka > vidime, Ze plati tyto vztahy:

1. A > A (reflexivnost),
2. kdyz A > B, B> C; pak A > C (transitivnost),
3. kdyz A > B, B > 4, pak A=DB (antisymetrie).

Odtud vidime, Ze vztah > definuje v ka?dém neprizdném systému
rozkladd v mnoziné I', 4, &istedné uspoiddini a tedy na ném uréuje
jistou antisymetrickou kongruenci. Tato kongruence, kterou nazyeme
prirozend, sklidd se z prvkid (B, A), kde 4 znaéi jednotlivé prvky
v.A a B zjemnéni prvku 4, kters jsou v systému .4 obsaZena, Symbol
A > B vyjadifuje tedy jednak, Ze rozklad A4 jest zdkrytem rozkladu B
a: soudasné, Ze rozklad A jest kongruentni s rozkladem B v piirozené
kongruenci. S ohledem na tento druby vyznam znaménka > zvolili
jsme vySe totéZ znaménko k oznadeni zikrytu a zjemnéni.

12. Zikryt a zjemnéni systému rozkladi. Necht 4 znaéi libo-
volny neprizdny systém rozkladd v mnozZin& I.

Zdkrytem (zjemnénim) systému A4 rozumime kaidy rozklad v I',
ktery jest zdkrytem (zjemnénim) kazdého prvku v 4. Mime-li prvky
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systému 4 oznadeny 4, B, C, ..., nazyvidme zdkryt (zjemnéni) systému

A také spoleénym zdkrytem (zjemnénim) rockladi A, B, C, ... Na pf.
jest nejvetsi rozklad na I' zdkrytem systému 4 a leZi-li n&ktery prvek
aeI v ngkterém prvku kaZdého rozkladu patiiciho do systému 4, jest
jednobodovy rozklad {e} zjemnénim systému 4.

Dalezity pokrok v theorii rozkladd v mnoZind jest din pojmy
nejmensiho zdkrytn a nejvétSiho zjemnéni systému 4,

13. Nejmen3i zdkryt svstému 4 jest rozklad v I, ktery jest
definovin n4sledujici konstrukei.

Necht a,b e s4 gnadi libovolné prvky. Podle naSeho oznadeni
znadf symbol sA4 soulet rozkladd v I', které jsou prvky systému A,
takZe 84 jest systém podmnoZin v I', které jsou prvky jednotlivych
rozkladd v I’, z nichZ se skldd4 systém 4. Kone&nou posloupnost pod-
mnozin v I':

- Qiy ++ 5y Qg

nazveme Fetézec v s4 od a do b, kdyZz vSechny jeji éleny jsou prvky
vsA a zejména a; = a, a,=> a kdyZ kazdé dva sousedni ¢leny jsou
incidentni. C4st kartézského étverce s A X sklddajici se ze viech uspo-
¥4danych dvojic (a, b) takovych, Ze existuje Ietézec v s 4 od ¢ do b,
jest zfejmé symetrickd kongruence. Tedy existuje rozklad na s, R,
takovy, Ze pro kazdé dva prvky v s4, které jsou v témze prvku roz-
kladu B, existuje fetézec v 84 od jednoho k druhému, kdeito pro
74dné dva prvky v s, které nejsou v témzZe prvku rozkladu R, ne-
existuje. Systém vSech podmnoZin v I, které jsou soudty vSech prvkiu -
systému sA4 lezicich vidy v témZe prvku rozkladu R, jest rozklad v I"
a prévé tento rozklad jest nejmensi zdkryt systému 4.

Nejmen&f zikryt systému 4 oznadujeme symbolem [4], nebo, m4-
me-li prvky systému 4 oznaleny 4, B, C, ..., symbolem [4BC...].

V&imnéme si zejména jednoduchého piipadu, Ze systém 4 se
sklddd ze dvou rozkladd 4, C, které se vyznaluji tim, %e kaidy prvek
v A jest incidenint prdvé s jednim prvkem v C. Pak proky v [AC] ob-
dréime, kdyZ wtvorime soucdet vidy jednoho prvku v C a vSech prvku
v A s nim incidentnich. Ukdzeme, Ze kaZdy prvek v [AC] jest soudtem
jistého prvku v C a vSech prvki v A, které jsou s nim incidentni.
Tim bude naSe tvrzeni dokidzdno, protoZe také naopak, kaizdy prvek
ce(C jest &4sti jistého prvku rozkladu [AC] a tento prvek roz-
kladu [AC] jest pak souétem prvku ¢ a vSech prvkd v 4 s nim inci-
dentnich. Nuze, neeht ue[AC] znad libovolny prvek. Podle definice
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rozkladu [AC] existuje jisty prvek ae AV C takovy, Ze prvek w jest
soudtem viech prvki v AV C, které se daji spojiti Fetézcem v AV C
s prvkem a. Je-li ae 4, pak podle p¥edpokladu jest prvek a incidentni
prévé s jednim prvkem ce C a tedy prvek u jest soudtem vSech prvki
v AV C, které se daji spojiti Fetézcem v AV C s prvkem ¢, MiZeme
tedy predpoklidati, Ze ae C (nebot v pfipads ae A vezmeme misto a
prvek ¢, o némZ privé byla ¥ed). Nyni stadi zjistiti, Ze kazdy prvek
be AV C se d4 spojiti ¥etézcem v AV C s prvkem g tehdy a jen tehdy,
kdyZ je incidentni s a, t. j. kdyZ b jest v 4 a jest incidentni s a
nebo b= q. Nechi tedy be AV C znaéi libovolny prvek. KdyZ b jest
incidentni s @, pak se d4 spojiti Fetézcem v AV C s prvkem a, totiZ
fetézcem a, b. Necht tedy naopak existuje ¥etézec v ANV C od a do b:
gy « oy Aoy

takZe a;, ...,a, jsou prvky v AVC, a;=a, an=2>, a kazdéd dva
sousedni prvky jsou incidentni. Prvek @, jest oviem incidentni s prvkem
a, protoze je mu roven. JestliZe pro nékteré (1<) g (< a—1) jsou
prvky aj, ..., ag incidentni s prvkem a, pak totéZ plati o prvku ag,,.
Nebot je-li agy,e 4, pak prvek agy; jest roven prvku ag, a tedy jest
incidentni s a, jestlize age 4; jestlize v8ak ag e U, pak prvek ag jest
roven prvku g, protoZe jest s nim incidentni a tedy prvek agy, jest
incidentni & @, jakoZto soused prvku a v horej’im Fetézci! Je-li viak
ag+1eC, pak agy,=a, takie oviem prvek ag,, jest incidentni s a;
to jest ziejmé, jestliZe age C, takie ag—=a, a v piipadé age 4 jest to
spravné proto, Ze prvek ag, ktery podle predpokladu jest incidentni
8 prvkem a, jest incidentni privé s jednim prvkem v C, Tim jest
zjisténo, %e prvek b jest incidentni s prvkem a a dikaz jest proveden.
Viimnéme si, Ze plati-li kromé horejsich pFedpokladi wetah sC o 8A,
pak proky v [AC)] obdréime, kdyé utvorime soucty vsech prvka v A inci-
dentwich vidy s jednim prokem v C, protoze pak kady prvek v C jest
dasti soudtu vSech prvki v A4, kteréd jsou s nim incidentni. MMimo to
pak plati rovnost 8 C n [AC] = C. Nebof kazdy prvek ceC jest &isti
jistého prvku a e [4AC]|, ktery neni incidentni se Zidnym jinym prvkem
v C, takie mdme c=cna=s8Cna a tedy CcsCn [4C]; dile jest
kazdy prvek mnoZiny sCn [AC] tvaru sCna, kde ae[AC] znadi
vhodny prvek, ktery obsahuje jisty prvek ¢ e C, aviak neni incidentnf
se Z4dnym jinym prvkem v C, takZie mime sCna—=cna=rc a tedy
sCn[AC]cC. — Viimndme si, Ze smysl hoFejii rovnosti jest ten,
Ze prinik ka¥dého prvku rozkladu |4 C] & mnozinou s C jest jisty prvek
v C a kazdy prvek v C jest takovym prinikem.
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Nyni ukdZeme, Ze nejmensi zdkryt systému A jest horni hranict
systému A vzhledem k prirozené kongruemci, &ili jinymi slovy, Ze jest
zgkrytem kaZdého rozkladu, ktery jest prvkem systému 4 a zjemnénim
kazdého zahrytu tohoto systému. Privé pro tuto vlastnost nazvali jsme
rozklad [4] nejmenSim zdkrytem systému .4, NuZe, kazdy prvek libo-
volného rozkladu 4 e.4 jest prvkem nékterého prvku re R a tedy jest
&asti onoho prvku rozkladu [4], ktery jest soudtem prvki systému s.4
lezicich v 7. Tim jest zjiiténo, Ze [4] jest zdkryt kaZdého rozkladu
A e A. Necht nyni B znadf libovolny zédkryt systému.4. Cheeme ukdzati,
%e B jest zdkrytem rozkladu |A]. Za tim tdelem uvaZujme o libo-
volném prvku u e[A]. Podle definice rozkladu [4] existuje prvek ae 4
jistého rozkladu AeA takovy, Ze w jest soudtem vSech prvki v s,
které se daji spojiti Fetézcem v sS4 s prvkem a. Pfitom jest oviem
a cu. Nechf zesA4 znadi libovolny prvek leZici v u, tedy z cu, takZe
existuje fetézec v 8.4 od a do x:

Ay - ooy Gg (@ =a, as=2).

Protoze B jest zdkryt systému 4, existuje prvek b e B obsahujict
prvek a, takZe a c b. Jsou-li pro nékteré 1< f<ae—1 prvkya,, ..., ag
¢4stmi prvku b, pak totéZ plati o prvku agy,, protoZe pak prvek agy,
jest incidentni s prvkem b, nebof jest incidentni s prvkem ag, a tedy
jest &4sti prvku b, protoZe rozklad B jest zdkrytem systému 4. Odtud
plyne zcbd a tedy ucbd a dikaz jest ukonden.

14. Nejvétsi zjemnéni systému 4. P¥edeviim zavedeme nékolik
pomocnych pojmi,

Libovolny vybér v systému .4, t. j. tedy podmnozina v 8.4 obsahujici
z kaZzdého rozkladu, ktery jest prvkem systému .4, privé jeden prvek,
nazveme irs v.4, struéndji #rs, kdyZ jeho prinik neni prézdny. Prinik
viech prvkid trsu jest stied frsu. Znadi-li tedy V trs, jest pV jeho
stfed (viz pozn.*). Soudet stfeddt vSech trsti v systému .4 jest stied
systému 4. Podle téchto definic se tedy milZe stiti, Ze v systému .4
Z4dny trs neexistuje a pak ovSem stied systému .4 jest prézdny. V tom
pfipadé pravime, Ze systém .4 nemd stfedu. Na pf, kdyZ se systém 4
skl4d4 ze dvou rozkladd {a,d}, {c, d}, p¥i ¢emz podmnoziny b,ccI”
jsou incidentni, kdeZto podmnoZiny a,c¢; a,d; b,dcI’ kazdé z téchto
dvojie disjunktni, existuje v systému 4 jediny trs {b,¢} a v piipadsd
¢=1" trs {b}, jehoZ stfedem a souc¢asnd stfedemr systému 4 jest mno-
%ina b O ¢ nebo . KdyZ naproti tomu systém 4 se sklidd ze dvou
rozkladd, sklidajicich se vidy z jednoho prvkum a a b, pfi demZ pod-



19

mnozZiny @, bcI’ jsou disjunktni, pak v systému 4 Zidny trs neexistuje
a systém .4 nems stiedu. Viimnéme si, Ze stied systému 4, s, jest
vidycky d&dsti souétu vSech prvki kazdého rozkladu 4 e 4, tedy scs 4,
protoze kaZdy prvek v s jest ve stiedu jistého frsu a tedy v jistém
prvku rozkladu 4.

Nejvétsim zjemnénim systému A’ rozumime systém stfedii viech
trsit v systému 4, za p¥edpokladu, Ze teuto systém nenf prazdny. V pii-
padé, Ze prizdny jest, pravime, Ze systém .4 nem4 nejvétiitho zjemnéni,
nebo Ze nejvétsi zjemnéni systému A neexistuje. Kdezto tedy néjmensi
zikryt existuje, af systém 4 jest (neprdzdny) jakykoli, jest situace
jin pro nejvétdi zjemndni, které existuje jenom ve zvldstnich piipadech,
Zejména mé systém 4 nejvétsi zjemnénf, kdyZ se sklddd z rozkladd
na I, protoze pak kaZzdy prvek ael’ lezi privé v jednom prvku -
kazdého rozkladu 4 e .4 a mnoZina tdchto prvkd jest trs, jehoZ stfed
obsahuje prvek ¢. Zfejmé& jest nejvétsi zjemnéni kaZdého systému 4
rozklad v I' a oviem lezi na stfedu systémm .4, protoze dva trsy v .4
jsou identické, kdyZ jejich stfedy jsou incidentni.

Nejvétsi zjemnéni.systému 4 oznadujeme symbolem (4) nebo,
mame-li prvky systému 4 oznadeny 4, B, C, ..., symbolem (4BC...).

Nyni ukdzeme, Ze nejvétsi zjemnéni systému A jest dolni hranici
systému A vzhledem k prirozené kongruenci, &ili, jinak Fedeno, Ze jest
zjemnénim kaZdého rozkladu, ktery jest prvkem systému 4, a zikrytem
kazdého zjemnéni tohoto systému. Privé pro tuto vlastnost jsme nazvali
rozklad (A4) nejvétsim zjemnénim systému 4. NuZe, protoze kazdy
prvek rozkladu (A) jest stiedem jistého trsu v .4, jest &dsti nZkterého
prvku kazdého rozkladu 4 e 4, a tedy (A) jest zjemnénim kazdého
rozkladu A4 e 4. Necht nyni B znaéi libovolné zjemnéni systému 4.
Cheeme ukézati, Ze B jest zjemnénim rozkladu (4). Podle definice jest
kazdy prvek beB d&asti nekterého prvku a kaZdého rozkladu 4c.4
a oviem vZdy jenom jednoho prvku téhoZ rozkladu, nebot dva rtzné
prvky kaZdého rozkladu jsou disjunktni. MnoZina viech téchto prvki
a jest tedy vybér v 4 a dokonce trs v .4, nebof prinik jejich prvkd,
v, neni prizdny, pondvadZ bcwv. Aviak ve(d) a tim jest dikaz
proveden.

15. Majorantni a minorantni systémy rozkladi. Necht 4, B

jsou neprézdné systémy rozkladt v I
Systém 4 (B) se nazyvd majoranini (minoranini) vzhledem k B (A),
kdyZ m4 tuto vlastnost-v piirozené kongruenci, t. j. tedy, kdyz kazdy
9%
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prvek v A4 jest zdkrytem n&kterého prvku v B a kaidy prvek v B
jest zjemnénim nékterého prvku v 4. PiSeme pak 4> B nebo B< 4.
Symbol 4> B mi tedy tento smysl: Ke kaidému rozkladu 4 e 4
existuje alespoli jeden rozklad Be B, pro n&Z plati 4> B, a ke
ka¥dému rozkladu Be B alespoii jeden rozklad A4 e 4, pro ndjz také
plati B< 4. Kdy% dokonce kazdy prvek v .4 jest normdlnim (ryzim)
zdkrytem nékterého prvku v B a rovnéi kazdy prvek v B normilnim
(ryzim) zjemnénim nékterého prvku v .4, nazyvime systém 4 normdini
(ryz%) majorantni vzhledem k B a systém B normilni (ryzi) minorantni
vzhledem k 4. Jest ziejmé, Ze ryzi systémy jsou zvl4Stnimi p¥ipady
systémd normdlnich. Na p¥. jest systém sklddajici se z jediného nej-
vétsiho rozkladu na I', Gpas, normélni majorantni vzhledem ke kazdému
neprindnému systému rozkladd v I’ a jest ryzi vzhledem ke ka¥dému
neprézdnému systému rozkladt za I'.

Necht systém .4 jest majorantni vzhledem k B.

Piedeviim ukdZeme, Ze stFed kaidého trsu v B jest cdstt stredu
jistého trsu v A. Vskutku, uvaZujme o libovolném trsu v B a oznadme
jeho st¥ed s. V kaZdém rozkladu Ae 4 existuje prdvé jeden prvek
ae A, ktery obsahuje stfed s. Nebof z pfedpokladu 4> B plyne, Ze
v systému B existuje alespoli jedno zjemnéni rozkladu 4, B; jeden
prvek be B jest v nafem trsu o stfedu s, takZe plati 6o s, a jest ddsti
jistého (a oviem jediného) prvku ae 4, t. j. a> b, nebot 4 > B. Odtud
pak plyne a>s. MnoZina prvkid v s4 obsahujicich stied s jest tedy
trs v 4, jehoZ stfed obsahuje s.

Tim jest zjisténo, ze kdyZ existuje mejvétsi gjemnéni systému B,
pak totés plati o systému A a jest (A)> (B). Drub4 &4st tohoto vysledkn
jest oviem disledkem obecn&jsi véty (odst. 6). Ostatné podotkn&me, Ze
podle téZe véty vidycky plati vztah [A]>[B], protoZze oba rozklady
vidyeky existuji. ‘

I kdyZ systém 4 jest normilni, pak mohou v ném existovati trsy,
jejichZ stfedy nejsou incidentni se stfedem Z4ddného trsu v B.

Piiklad. Necht I'={e, 8, y} a nechf 4 znali systém rozkladd
v I' gklddajicich se z rozkladd A4;, A; a B systém sklddajici se z roz-
kladd B,, B,, pFi &emz

4; mé jediny prvek {e, 8}, B, m4 jediny prvek {8},

As » » n 1% 7h By » » S V42
Ziejmé jest systém .4 normilni majorantni vzhledem k B, v systému
A jest trs o stiedu {a}, kdezto v systému B neni trsd.
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Z tohoto vysledku vidime, Ze je-li systém A normdlnt, nemust
byti rozklad (A) normdinim zdkrytem rozkladu (B).

Naproti tomu viak plati, Ze je-li systém A ryzi, pak rozklad (A)
jest ryzim zdkrytem roskladu (B). Vskutku, pfedpoklidejme, Ze systém
A jest ryzi a vSimnéme si libovolného prvku u e (4). Mdme uk4dzati,
Ze kazdy prvek aew jest ve stfedu nékterého trsu v B. Prvek u jest
stfedem jistého trsu v 4, jehoZ libovolny prvek oznalime g, take a
jest prvkem jistého rozkladu 4 e 4. ProtoZe systém .4 jest ryzi, existuje
alespoli jeden rozklad B e B, takovy, Ze prvek a jest soudtem n&kterych
prvké rozkladu B, takZe jeden z téchto prvkd, b, obsahuje prvek a.
Nyni sta¢i ukédzati, Ze mnoZina v8ech prvki b, timto zpsobem p¥i-
fazenych k jednotlivym prvkim naSeho trsu se stfedem wu, jest vybér
a tedy, protoZe plati ¢ e b, trs v B. V opadném piipad$ existuje rozklad
B e B, jehoz Z4dny prvek neobsahuje a. ProtoZe systém .4 jest ryzi,
existuje zdkryt A e 4 rozkladu B, jehoz kaZdy prvek jest soudtem né-
kterych prvkid v B. AvSak jeden prvek a’e A obsahuje ¢ a tudiZ to
plati také o jistém prvku rozkladu B lezicim v o/, a mime spor.

16. Trsové systémy rozkladii. Necht opét 4 znaéi neprdzdny
systém rozkladd v I _

Systém 4 nazyvdme #rsovy, kdyz kazdy prvek kazdého rozkladu
Ade A, t. j. kazdy prvek v s.4, jest prvkem alespoii jednoho trsu v 4.
KdyZ tedy systém A jest trsovy, pak kazdy prvek kazdého rozkladu
A e A obsahuje stfed alespoii jednoho trsu v .4 a jest tedy incidentni
se stfedem systému 4. Diéle vidime, Ze kaZdy trsovy systém m4 nej-
véts zjemnéni, které jest oviem rozkladem jeho stfedu. Piikladem trso-
vého systému jest kazdy neprizdny systém rozkladi na I'; st¥edem
takového systému jest ov8em celd mnoZina I KdyZ zejména kaZdy
prvek kaZdého rozkladu 4 e 4 jest privé jenom v jednom trsu v A,
pak systém A nazyvime sprafemy. SpFaZené systémy jsou tedy zvldst-
nimi piipady systémi trsovych. Jednoduchym pi¥ikladem sp¥aZeného
systému jest systém sklddajici se ze dvou spfaZenych rozkladd v I,
t. j. takovych, Ze kady prvek jednoho jest incidentni privé s jednim
prvkem druhého.

Kdyz systém A jest trsovy, pak prisek kaidého rozkladu Ae A

se stredem s systému A, Ans, jest rozkladem na s, nebot kazdy prvek

° v A jest incidentn{ se stfedem s a tedy m4 s nim neprizdny priinik,
ktery jest prvkem priseku A s, a kaidy prvek v s jest ve stfedu
jistého trsu a tedy v priniku eansedns, kde aed znadf prvek
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onoho trsu. Ostatné jest A ns ryzi zdkryt roskladu (A), nebot kazdy
jeho prvek jest prinikem ans, kde a znadi jisty prvek v A4 a tedy
jest soudtem stfedit vSech trséi, které obsahuji prvek a.

Jednoduchd vlastnost systémi spfaZenych jest ta, Ze kaédé dva
rozklady A, Be A libovolného spraieného systému A jsou ekvivalemini
mnodiny, p¥i em% prosté zobrazeni jednoha rozkladu na druhy jest
d4no incidenei prvki. Vskutku, necht .4 znadi libovolny spfazeny systém
rozkladdi v I" a 4, Be 4 libovolné prvky. Pak kazdy prvek ae A
jest prvkem privé jednoho trsu a tento obsahuje jediny prvek be B.
Prvky a, b jsou ovSem incidentni, protoZe obsahuji stfed onoho trsu.
KdyZ ke kaidému prvku ae A piifadime piislusny prvek be B, ob-
drzime prosté zobrazeni rozkladu A na rozklad B a tim jest dikaz
proveden.

Necht nyni systém .4 jest trsovy.

Na piikladé ukdZeme, Ze majorantni systémy rozkladi vzhledem
k A nemust byti trsove.

Piiklad. Necht I'={«, 8, 7} a necht P znadi systém rozkladfi
v I sklddajici se z rozkladd R,, R, a 4 systém sklédaJici 8¢ z roz-
kladi A4,, A4,, p¥i demz

R, mi prvky {e, 8}, {y}; 4; mé jediny prvek {e, 8};

R; mé jediny prvek {f}; 4; » » {6}

Ziejmé jest systém 4 trsovy a P jest majorantni vzhledem k 4; aviak
systém P neni trsovy, nebof prvek {y}eR, neni v Z4dném trsu v P.

Naproti tomu viak platl, Ze kasdy majorantni systém normdini
vehledem k A jest opét trsovy. Vskutku, nechf P znadi libovolny nor-
mélni majorantni systém vzhledem k 4. Zvolme libovolny prvek resP.
Protoze systém P jest normilni, existuje alespoli jeden prvek aes 4,
pro n&j% plati r>a. Protofe systém 4 jest trsovy, jest a alespoi
v jednom trsu v 4 a podle vysledku v odst. 15, jest stfed tohoto trsu
ve stfedu jistého trsu v P, Tento trs obsahuje oviem prvek #, protoZe
r>a, a tvrzeni jest dokdzéno.

Nyni ukdZeme, Ze ewzstu_yz ryai majoranini systémy vzhledem k A,
které jsou spraZené.

_ Nuze, priisek kaZdého rozkladu A4 e 4 se stfedem s systému 4,
A ns, jest rozkladem na s. Necht IT znadf systém priisekdt A n s jednot-
livych prvkid A e.4 se stfedem s, takZe IT jest neprizdny systém roz-
kladd na s, a necht U znadi libovolny rozklad na s, ktery jest zdkrytem
systému I7, tedy na p¥. rozklad [/I]. Pak systém P, sklidajici se ze
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viech rozkladt [UA], kde 4 e 4, jest ryzi majorantnf systém vzhledem
k 4 a jest spiaZeny.

Vskutku, kazdy prvek v libovolném rozkladu 4 e A jest incidentni
privé 8 jednim prvkem v U, totiZ s onim, ktery obsahuje jeho prinik
se stftedem s, a krom& toho plati (s=)sU csA4. Rozklad [UA] se tedy
sklddd z prvkd, které jsou soudty vidy nékterych prvkda v 4, a to
viech prvkd incidentnich vidy s jednim prvkem v U (odst. 13). Odtud
plyne, Ze P jest ryzi majorantni systém vzhledem k .4 a protoZe systém
A jest trsovy, plati totéZz o systému P (viz vySe). Zbyvs tedy ukdzati,
¥e systém P jest spfaZeny. Za tim 6delem si pfedeviim vSimnéme, Ze
prinik kaZdého prvku v s P se stfedem s jest jisty prvek v U a kaidy
prvek v U jest takovym prinikem (odst. 13). NuZe, nechf » e § P znaéf
libovolny prvek; jeho prinik se stfedem s oznaéme u, takie we U.
Jeden trs, v ném# prvek r leZi, jest zfejmy, totiz trs sklddajici se ze
viech prvkd v sP, jejichZ prinik se stfedem s jest w. Stfed tohoto
trsu, v, obsahuje tedy mnoZinu u, t. j. vou. AvSak stied kazdého trsu
v P, obsahujiciho r jako prvek, jest soudtem stiedi n&kterych trst v 4
(odst. 15) a tedy jest &4sti mnoZiny w. Odtud zejména plyne rovnost
9 —=u a dile vidime, Ze kaZdy trs v P, v némzZ prvek s lezi, jest nds
trs se stfedem w, a tim jest v&ta dokdzdna. Souasné také vychdzi, Ze
rozklad U jest systémem stFedu vsech trsi v P a tedy U= (P).

17. Trsové systémy grup t¥id. Predchizejici Gvahy budeme nyni
aplikovati na grupy tiid. Pole kaZdé grupy tiid v libovolné grupé @,
t. j. systém podmnoZin v &, které jsou prvky grupy tiid, jest oviem
rozklad v &, Abychom se mohli struénéji vyjadfovati, pfendSime na
grupy tfid ndzvy, které plati pro jejich pole. Na pf. mluvime o vy-
béru nebo trsu v systému grup t¥id v tom smyslu, Ze jde o vybér nebo
trs v systému poli jednotlivych grup t¥id, a podobné o trsovém sy-
stému grup tfid, o majorantnim systému grup tfid vzhledem k jinému
systému, atd.

Nuze, necht & znaéi libovolnou grupu.

Necht jest v grupé & dédn libovolny neprizdny systém podgrup
% B, ..., a v nich invariantni podgrupy a, b, ..., takZe a jest invari-
antni podgrupa v U, b v B, atd., &ili struéngji: a €Y, HEB,.... Pak
méme v @ grupy t¥id U/a, B/b, ... a systém téchto grup t¥id neni
oviem nutnd trsovy.

Necht © znaéi podgrupu v &, kterd jest prﬁmkem vSech podgrup

A B, ..., takie
S=AnBn....
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Pak podgrupa a jest invariantni v Sa, podgrupa b v &5, atd., a tedy
mime v & grupy t¥id

Ga/a, ©b/b,.... (1)
Snadno ukdZeme, Ze tento systém jest trsovy. Vskutku, kazdy prvek
na pf. grupy t¥id Ga/a jest tvaru ocaa;, kde deS, aea, a tedy ob-
sahuje prvek ¢, MnoZiny (¢axa—=)ca, 0b,... jsou zfejm& vybérem
v systému (1) a tedy trsem, protoZe vSechny obsahuji prvek o. Tim
jest zjisténo, Ze systém (1) jest trsovy.

Co jest stfedem tohoto systému? Prednd si viimndme, Ze kaZdy
trs v systému (1) se skldd4 z mnoZin tvaru ga, 6b, ..., kde ¢ znadi
vhodny prvek v ©. Nebof ziejmé se kazdy takovy trs skldd4d z pod-
mnozin tvaru ¢’a, ¢”b, ..., kde ¢, ¢”, ... znali vhodné prvky v &.
Tyto mnoZiny, tvoiice trs, maji spole¥ny jisty prvek oce® a tedy jsou
tytéZz jako mmnoZiny oa, 0b,...; ze vztahlt dac¥, ¢"bcB, ... pak
plyne 6eSG(=%nBn...). Odtud vidime, Ze st¥ed kaZdého trsu
v systému (1) jest tvarm 6anebn...=cd(anbn...), kde ¢ znadi
jisty prvek v &, takie jest prvkem grupy t¥id &/(anbn...). Sou-
¢asnd jest zi'ejmé, Ze naopak, kazdy prvek této grupy t¥id jest stfedem
jistého trsu v systému (1). Vychizi tedy, Ze stfedem systému (1) jest
podgrupa G.

Aplikujice tvahy z pXedeslého odstavce, sestrojime nyni ryzi majo-
rantnf systém grup t¥id vzhledem k systému (1), ktery jest spfazZeny.

Priseky grup t¥id systému (1) s jeho stfedem © jsou
G/(Gna), S/(Gnb),...

a kaZdy jejich spoleény zdkryt jest G/u, kde u znadi né&jakou invari-
antni podgrupu v &, kterd lezi na podgrupd (Sna)(@©nb)..., tedy

Gdus>(@®ona)(€nb)....

Nejmensi spoleény zikryt grupy t¥id ©/u a na pf. grupy Sa/a jest
Ga/ua, nebof kazdy jeho prvek jest soudtem vSech prvkd v Sa/a,
které jsou incidentni vZdy s jednim prvkem v S/u, a tedy jest tvaru
cuae Gajua; pritom oviem o znadi néktery prvek v ©. Vychdzi tedy,
Ze systém grup t¥id

Sa/uta, &b/ub,... 2
jest ryzi majorantni systém vzhledem k systému grup t¥id (1) a jest
spiazeny. Kaidé dvé grupy trid systému (2) jsou tedy ekvivalenini (poz-
dé&ji ukdZeme, Ze isomorfni) mnosiny, pri cemé prosté zobrazent jedné na
druhou (isomorfismus) jest ddno incidenct proku.
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Ill. PridruZené rozklady.

18. Definice. Necht 4, B znadi libovolné neprizdné mnoziny a
necht A jest néjaky rozklad v 4 a B né&jaky rozklad v B.

Prvky kartézského soudinu 4 X} B jsou uspofddané dvojice (a, b),
kde ae 4, be B. Kdyz kazdou uspo¥ddanou dvojici (a, b)) nahradime
kartézskym soudinem a X b, obdriime neprizdny systém podmnoZin
v A X B. Jest to rosklad v 4 X B. Nebot maji-li dva prvky toboto
systému, a; X by, a3 X bg, spoledny prvek (o, f)ed X B, pak jest
ceaynag Bebndby a tedy ay=—ay b =0, takie prvky a; X b,
as X by splyvaji. Tento rozklad v 4 X B nazyvime pridruseny ke
kartézskému soudinu A X B, nebo struéngji: socius A X B a znaéime
jej soe 4 X B.

Pro nd8 udel jest dileZity zvldstni p¥ipad B=A4: Ke kaidému
rozkladu v 4, 4, jest jednoznadnd pfifazen jisty rozklad v 4 X, totiz
rozklad soc 4 X A, ktery obdrZime, kdyz utvoiime viechny uspofddané
dvojice prvki v 4 a pak z kazdé dvojice, (a, b), kartézsky soudin
a X b. Rozklad soc 4 X A4 nazyvdme kratéeji: p¥idruzeny k rozkladu 4,
nebo socius rozkladu 4 a oznadujeme jej soc A.

19. Kartézské zobrazeni. Necht opét I' znadi libovolnou pe-
pridzdnou mnozZinu a necht 4, B jsou libovolné rozklady v I.

Zobrazeni, které ke kazdému rozkladu v I" p¥ifazuje jeho socius,
nazveme kartézské zobrazemi. Je-li A libovolnd neprizdnd podmnoZina
v I, pak kartézské zobrazeni piifazuje k rozkladu {4} v I, sklddaji-
cimu se z jediného prvku A, rozklad soc {4} ={4 X} v I' X, ktery
se sklidi z jediného prvku 4. To vyjadiujeme tim, Ze kartézské
zobrazeni pfifazuje k podmnoZind 4 podmnoZinu 4 X. Symbolem
soc 4 znadime né&kdy kartézsky d&tveree 4X, takZe zejména méme
I'’X=soc I Viimnéme si, %e je-li rozklad 4 na mnozing I', pak roz-
klad soc 4 jest na socT'.

Kartézské zobrazent jest prosté. Vskutku, predpoklidejme, Ze
soc A=soc B. Pak ke kazdému prvku p e soc 4 existuji prvky a,,ay¢ A4,
by, bye B takové, Ze p=a; X ay=b; Xb,. Kazdy prvek (o, 8) e a;Xag
jest tedy v b, XX b a odtud plyne @, cb;, azcby; podobné odvodime
b,cay, byca, takie méme a, = b, ag="b; Zvolimeli zejména libo-
volny prvek aed, jest a X aesoc 4 a existuji prvky b,, bye B, pro
néZ plati a )X a = b, X b,; z predchézejici ivahy pak plyne a="5; = b,,
takZe mdme ae B. Tim jest zjisténo, Ze plati A c.B a oviem soulasné
také Bc A a vychdzi 4= B.
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Déle ukdZeme, Ze kartézské zobrazeni zachovdvd zdkryt, normdlni
zdkryt a ryzi. Podrobnéji fedeno, rozklad A4 jest zjemnénim (norm4lnim,
ryzim) rozkladu B tehdy a jen tehdy, kdyZ rozklad soc A4 jest zjemn&nim
(normélnim, ryzim) rozkladu soc B. Vskutku, nejprve pfedpoklidejme,
%e rozklad A4 jest zjemnénim rozkladu B, tedy 4 < B. KaZdy prvek
rozkladu soc 4 jest tvaru a, X as, kde ay, age 4; z piedpokladu plyne,
%e existuji prvky b, bye B takové, Ze a,cb,, a,cby takZie mdme
a, X agc by X byesoc B. Tim jest zjisténo, Ze plati soc 4 < soc B. Kdyz
A jest normélnim zjemnénim rozkladu B, pak ke kazdému prvku
b, X by esoc B existuji prvky a,, age A, pro néZ plati a;cb,, a3cby;
mime tedy a; X aycb; Xb; a vidime, Ze prvek a; X agesoc A jest
d4sti prvku b, X byesoc B a tedy rozklad soec A4 jest normilnim zjem-
n&nim rozkladu soc B. KdyZ 4 jest dokonce ryzim zjemnénim rozkladu B,
jsou prvky b, b, soudty jistych prvkdé rozkladu A4, tedy b, X by _jest
souétem jistych prvki rozkladu soc 4 a vychdzi, Ze rozklad soc 4 jest
ryzim zjemnénim rozkladu soc B. Za druhé pfedpoklidejme, Ze rozklad
soc A jest zjemnénim rozkladu soc B, tedy soc 4 < soc B. Pak pro
aed jest aX aesoc A a z predpokladu plyne, Ze existuji prvky
by, by e B takové, Ze a X acb; X by; odtud vidime, Ze jest a < by — b,.
Tim jest zjisténo, Ze plati 4 < B. KdyZ rozklad soc 4 jest normélnim
zjemnénim rozkladu soc B, pak ke kazdému prvku b e B existuji prvky
a;, age A takové, %e a; X ayc b X b, takZe a;, a3c b; odtud vidime, Ze
rozklad A jest normdlnim zjemnénim rozkladu B. KdyZ rozklad soc 4
jest dokonce ryzim zjemnénim rozkladu soc B, pak b X b jest soudtem
nékterych prvka rozkladu soec A4, na p¥. a; X a5, a’y X @3, ..., tedy
b jest soudtem prvkd ay, @'y, ... e A a vidime, Ze rozklad 4 jest ryzim
zjemnénim rozkladu B.

20. PridruZené systémy rozkladi. Necht 4 znadi hbovolny
neprizdny systém rozkladd v I

Mnozinu obrazd v kartézském zobrazeni Jednothvyeh prvki . sy-
stému A, t, j. tedy mnoZinu pfidruzenych rozkladi k prvkim v 4,
nazveme systém pridruieny k A, nebo struénéji: socius 4 a oznadime
soc A. soc 4 jest tedy neprdzdny systém rozkladd v soe I.

21. Systém soc 4 mé nejmensi zdkryt, [soc 4], ktery jest oviem
rozkladem v I' . UkdZeme, Ze tenfo mejmensi zdkryt jest zjemménim
roekladu pridrusencého k nejmensimu zdkrytu systému A, tedy

[soec 4] < soc[A]. ¢))

Za tim Gdelem uvazujme o libovolném prvku p e [soc 4], takZe
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p jest soudtem nékterych prvkd v ssoc 4. Necht ¢, es soc A jest
libovolny prvek obsaZeny v p, tedy ¢,cp. Podle definice rozkladu
[soc 4] jest p soudtem vSech prvkit gessoc4, pro néZ existuje Fe-
tézec v s soc 4 od ¢, do g. Necht

Qis +- oy q
znaéi takovy fetézec, takZze g—=g, a ka);dé dva sousedni prvky g¢s, ¢5+1
jsou incidentni. Podle definice rozkladu soc .4 jest kazdy prvek g3
kartézsky soudin a3 X b3, kde a3, by jsou prvky nékterého rozkladu
Ase A. Z toho, Ze jsou incidentni prvky g3, 9541, plyne, Ze jsou inei-
dentni prvky a3, a3y a také prvky bds, b34;. Odtud vidime, Ze a,,
ceey Gp 3 by, ..., by jsou Fetézce v 84, prvni od a; do a, a druhy
od b; do b,. Oznatme w onen prvek rozkladu [A], ktery obsahuje a,,
a v onen, ktery obsahuje b,; pak jest aycu, b ,co. Odtud plyne
(9=) ay X bycuXvesoc[A] a tedy také pcu X v, ¢im% jest dikaz
proveden.

Ve vztahu (1) obecnd neplati znaménko —, jak ukazuje tento
jednoduchy pi¥iklad:

Necht se systém .4 skldd4d ze dvou rozkladt A, B, a rozklad A
mé jediny prvek a, rozklad B jediny prvek b, pii demzZ prvky a, b
jsou disjunktni. Pak se systém soc A4 skldd4 ze dvou rozkladd, z nichz
soc A mé jediny prvek « X a a soc B jediny prvek & b. Protoze
prvky a, b jsou disjunktni, jsou a X a, b X b disjunktni a tedy rozklad
|soe 4] se sklid4 ze-dvou prvkd a X @, b X b. Naproti tomu - rozklad
soc [A] se sklidd ze &tyf prvkd a X a, a X b, bX a, b X b, nebot
rozklad [A4] jest {a, b). Vidime tedy, Ze kartézské zobraseni vidycky
nezachovdvd nejmensi zdakryt systému A.

Jakym podminkdm musj vyhovovati systém 4, aby kartézské
zobrazeni zachovalo jeho nejmensi zdkryt, t. j. aby ve vztahu (1) pla-
tila rovnost? Jinymi slovy: Jakym podminkim musi vyhovovati systém
A, aby platil vztah

[soc 4] > soc [A4]? 2)

Piedeviim poznamenejme, Ze kazdy prvek rozkladu [soc 4] jest
soudtem n&kterych prvkéi v ssoc 4 a kazdy prvek této mnoZiny jest
tvaru a X b, kde a, b jsou prvky jistého rozkladm v 4 (kvili strug-
nosti ¥{kdme nékdy ,rozklad v 4% misto ,rozklad, ktery jest prvkem
systému 4“). Ke kazdému prvku (a, 8) e I' X, ktery lezi v nékterém
prvku rozkladu [soc 4], existuji tedy prvky a, & jistého rozkladu v 4,
takové, Ze aea, feb.
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Nuze, pfedpoklddejme, Ze plati vztah (2). Zvolme libovolné prvky
a, Bel, lezici v n&kterych prveich u, ve[d], tedy aeu, §ev. Pak
jest oviem (w, @) ew X vesoc[4| a protoze platl vztah (2), existuji,
podle predchézejici pozndmky prvky a, b jistého rozkladu v 4, takové,
e aea, Beb. Kazdé dva prvky «, BelI’, lezici v n&kteryeh prvcich
u, ve[A] lezi tedy v jistych prveich @, b ¢¢hoé rozkladu v A4.

Necht nyni §ewu, nev. Pak tedy existuji prvky z, y jistého
rozkladu v A takové, Ze £ex, ney. Déle jest £ X y prvkem v ssoc.4
a oviem jest z X ycu X vc[soc.d] (=soc[A]). Protoze také a X b
jest prvkem v § soc .4 a jest é4sti prvku u X v, existuje fetézec v § soc 4
od a X b do z X y a tedy existaji Fetézce v §.4

(@=)ay, ..., a(=2); 0=)by ..., by(= 1),

pfi demZ stejnolehlé éleny obou Fetézeidr, t. j. ¢leny se stejnymi indexy,
jsou prvky vidy téhoZ rozkladu v 4. Vidime tedy, Ze platt-li vatah (2),
pak ke kasdym prokim e, § e I leZicim v nékterém prvku ve[A4] a k dal-
§im prokam B, nel’ ledicim v nékterém prvku ve [A] existuji Fetézce
v 8 A spojujict proky e, § a B, n, kieré se vyznacuji tim, Ze maji stejnow
déllu a jejich stejnolehlé cleny jsou proky vidy téhoé rozkladu v A. Pii-
tom oviem tim, Ze ¥etézec spojuje dva prvky v I', rozumime, Ze jeden
z téch prvkil jest v prvnim a druhy v poslednim d&lenu Fetézce.

Nyni ukéZeme, Ze tato podminka k platnosti vatahu (2) také staci.
Predpoklidejme, Ze jest splnéna. Necht % v jest libovolny prvek
v soc [4], takZe u, v e [A]. Zvolme libovolné prvky aew, 8 ev. Z pred-
pokladu plyne, Ze existuji pryky a, b jistého rozkladu A4 e .4 takovs,
%e aea, Beb Pak a X besoc 4 a tedy existuje jisty prvek p e[soc 4],
jehoZ &4sti @ XX b jest. Ditkaz bude proveden, zjistime-li, Ze plati » X v c p.
Za tim tdelem uvazujme o libovolném prvku (§, 7) eu X v, takie §ew,
nev. ProtoZe a, § lezi v témzZe prvku we[A4] a podobné 8, n v témze
prvku ve[4], plyne z pfedpokladu, Ze existuji fetézce v 84 spojujici
prvky o, § a 8, 7, které jsou tvaru

(a=) Ary oo 0y a.r, ‘ (b——‘) b17 ceey bT’

pfi demz stejnolehlé ¢&leny jsou prvky vidy téhoz rozkladu v 4. Aviak
(@aXb=)a; Xby, ..., ay X by
jest Tetézec v ssoc 4 od aX b do ay X by, takze ay X bycp. Platt
tedy (§, n)ea, X b,cp a tedy také u X vcp.
Dilezity pripad, ‘kdy jest splnéna pFedchézejici podminka a kdy
tedy plati vztah (2) jest ten, Ze .4 jest systém rozkladd na I'. Vskutku,
pfedpoklddejme, Ze A jest systém rozkladd na I'. Necht prvky o, §eI”
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lezi v témZe prvku rozkladu [4] a podobnd prvky @, n eI. Pak tedy
existuji Fetézce v § A4:

Aiy + ey Ay

byy .., by,
z nich? prvni spojuje prvky a, § a druby prvky B, 5. Protoze prvky
@, & B, n lezl v jistyeh prveich kazdého rozkladu v 4 (nebot jde o roz-
klady na I'), mizeme predpoklidati, Ze ay, b, a ay, b, jsou prvky vidy
téhoZ rozkladu v 4. Déle miZeme piedpoklddati, Ze oba Fetdzce maji
stejnou délku, tedy d =y, nebot je-li na pf. d <y, prodlouzime druhy
Fetézec tim, ze na jeho konci piidime y —d ¢lendt vesmés rovnjch
prvku b3. Prvni pir stejnolehlych é&lentt v nafich Fetézeich se jiz tedy
sklddd z prvkd téhoz r-(gzkladu v A. Jeli by prvkem téhoZ rozkladu
jako a3, poloZime 'y — by; jinak rozumime symbolem 4’5 n&ktery prvek
onoho rozkladu, jehoZ prvkem jest as, ktery jest incidentni s b; n b,;. Pak

A1y Ay Qgy »«+y Uy
biy Y'ay bgy ooy by
jsou Fetézece v 8.4 od @, do a; a od b, do b, p¥i dem# prvni dva piry
stejnolehlych élentt se sklddaji z prvkd vidy téhoZ rozkladu v 4. Je-li
as prvkem téhoz rozkladu jako b5, poloZime a3 =as; Jjinak rozumime
symbolem o'y n&ktery prvek onoho rozkladu, jehoZ prvkem jest by, ktery
jest incidentni s ag n ag. Pak v Fetézcich
Giy Gzy G’y Agy -« oy Gy
bl; b'87 b2} b37 e bT
prvoi t¥i pdry stejnolehlych ¢lentt se sklddaji z prvké vidy téhoZ roz-
kladu v 4. Pokradujice timto zplisobem, definujeme Fetézce
Gy Gy Q'3y Ay o« oy Ar—1, a"{—b Oy
by, Vs by Vs, v vy by, by, by

od a, do a, a od b, do by, tedy spojujici prvky o, § a 8, 0, p¥i demz
oba prvky kaZdého piru stejnolehlych élenti pat¥i vZdy do téhoZ roz-
kladu v 4. Tim jest zjisténo, Ze pro kaidy neprdzdny systém rozkladi
na I’y A, plati rovnost [soc A] = soc[A], &ili Ze kartéaské zobrazeni za-
chovdvd nejmenst sdkryt kaidého meprdzdného systému rozkladi na I,

Dalsi p¥ipad, kdy ve vztahu (1) plati rovnost jest tento: Mime
systém sklddajici se ze dvou rozkladit 4, C takovych, Ze kazdy prvek
v A jest incidentni pravé s jednim prvkem v C a mimo to plati s Ccs 4.
Vskutku, podle vysledku v odst. 13, jest pak kazdy prvek v [A4] soudtem
viech prvkl v A4, které jsou incidentni s jistym prvkem v C. Jsou-li
tedy o,5el’ (8, neI') libovolné prvky lezici v né&kterém prvku
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uel[d] (ve[d]), existuji prvky a, ze A (b, ye 4) takové, e cea,
Eex; Bebd, ney a vyznaduji se tim, Ze jsou incidentni s jistym prvkem
ceC (de C). Ziejmé jsou a, ¢, z; b, d, y Tetézce v s A spojujici prvky
o, & a B, n a tyto Fetézce maji stejnou délku a jejich stejnolehlé é&leny
jsou prvky vzdy téhoz rozkladu v 4. Skute¢nd tedy plati rovnost
[soc A] = soc [A].

22. Podobné avahy se p¥ipinaji k pojmu nejvétsiho zjemnéni sy-
stému soc 4. Jaky jest vztah mezi nejvétsim zjemnénim systému soc A4,
(soe 4), a rozkladem pridruzenym k nejvétSimu zjemnéni systému 4,
soc (A4), v p¥ipads Ze tyto rozklady existuji?

Uvazujme pfedeviim o libovolném vybéru v systému soc 4, V!
Necht v; (v;) jest systém viech podmnoZin v I, které jsou prvnimi
(drubymi) é&initeli né&kterého prvku vybéru V. Pak v,, vy jsou vybéry
v systému A. Ukazme to na pi. o systému »;! Necht 4 e.4 jest libo-
volny prvek. Pak soc 4 esoc A4 a tedy ve vybéru V jest privé jeden
prvek a; X ay esoc A. Podle definice systému v, jest v ném obsaZena
jako prvek mnoZina @, e A. Tedy v, obsahuje z kazdého rozkladu sy-
stému 4 alespoil jeden prvek. Obsahuje-li z nékterého rozkladu A e 4
dva rtzné prvky a,, a';, pak jsou ve vybéru V dva riizné prvky a, X as,
@'y X @'y, které patii do téhoZ rozkladu soc 4 e soc 4, ale to odporuje
tomu, %e ¥V jest vybér v systému soc A.

Kvili strudnosti fikdme, Z%e vybér V jest kartézsky sloien z vy-
béri v;, v, (v tomto poF¥ddku), nebo kratdeji, Ze jest sloden z vyb&rd
vy, Ug; VYbEr v, (v;) nazyvdme proni (druhd) kartéeskd slozka vybéru V,
kratéeji: promi (druhd) sloska vybéru V. Tyto slozky jsou oviem vy-
bérem V jednoznaén& uréeny.

Necht naopak v;, v; znaéi libovolné vybéry v systému 4. Pak
existuje prdvé jeden vybér v systému soc A, V, takovy, Ze vy (vs) jest
Jeho promi (druhou) sloskouw. Vskutku, necht a, ev; znadi libovolny
prvek. Necht 4, 4', ... jsou viechny rozklady v systému 4, které obsa-
huji @, jako prvek, a necht ay, s, ... jsou prvky ve vybéru v, které
jsou v n&kterém z t&chto rozkladd, takze{as, a5, ...} =v30(4AVA'V...).
Pak a; X a3, a; X a’y, ... jsou prvky v s soc_4. Soudet véech mnoZin
{a1 X ag a; X d&y .. } patiieich k jednotlivym prvkim a, e, jest pod-
mnozZinou v § soc.4; oznadime ji V. NuzZe, V jest vybér v systému
soc A a v, (v;) jest jeho prvni (druhd) kartézskd slozka. Vskutku, necht
soc A e soc 4 znadéi libovolny prvek. Pak jest 4 e .4 a ve vybéru v, (vs)
jest pravé jeden prvek a, (@) patfici do A, takie a, X aseV. ¥V obsa-
huje tedy z kazdého rozkladu v soc.4 alespoii jeden prvek. Obsahuje-li
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z n&kterdho rozkladu soec 4 esoc .4 dva rizné prvky a; X az, b; X b,
pak jsou bud mnoZiny ay, b; nebo ay, by riizné; to neni mozné, nebot
na p¥. mnoZiny a,, b; jsou prvky vybéru v, a téhoZ rozkladu 4 e A.
V jest tedy vybérem v systému soc 4. Kaidy prvek ve vybéru v, (vs)
jest prvnim (druhym) dinitelem jistého prvku vybéru ¥ a prvni (druhy)
Sinitel kaZzdého prvku ve V jest prvkem ve v, (vy). Vybér ¥ md tedy
prvoi kartézskou slozku v, a drubou wv,. .

Necht nyni ¥V znadi libovolny vybér v systému soc .4 a v; (vy)
jeho prvni (druhou) kartézskou slozku.

Ukézeme, %e V jest trsem tehdy a jen tehdy, kdyi v, i v, jsow
trsy a je-li trsem, pak jeho stred jest kartézskym soucinem stredu trsu v,
se stfedem trsu v,, t. j.
pV = pv: X pos. (1)
Vskutku, nejprve predpoklidejme, %e V jest trs a necht (a, §)
znadf libovolny prvek v jeho stfedu, takZe e, 8 jsou jisté prvky v I
Kazdy prvek ve vybérn v; (va), a, (@,), jest prvnim (druhym) éinitelem
jistého prvku vybéru ¥V a tento prvek obsahuje (e, 8), takZie mdme
acea;, (§eay). Odtud plyne eepv; (Bepv,) a dile (e, f)epvy X pos.
Vidime tedy, Ze v; i v3 jsoum trsy a Ze plati vztah p Vcpo, X pvs.
Za drubé predpoklidejme, Ze vy i vy jsou trsy a mnecht @, # znaéi libo-
volné prvky v jejich st¥edech, tedy acepwv, fepuvs,. Kaidy prvek ve
vybéru V jest tvaru a, X as, kde a; (a3) znadi jisty prvek vybéru v, (vs),
ktery obsahuje a (8), takZe médme (e, 8)ea, X as. Odtud plyne (e, ) epV.
Soudasné oviem plati (@, §) e pv; X pve. Vidime tedy, Ze ¥ jest trs a Ze
plati vztah pv; X pvycpV, ¢imz jest dikaz ukonden.

Nyni mtiZzeme pFistoupiti k vySetfeni vztah®t mezi nejvétiim zjem-
nénim systému soc 4, (soc.4), a rozkladem p¥idruenym k nejvétsiimu
zjemnéni systému .4, soc (A), v piipadé, Ze tyto rozklady existuji. Uk4-
Zeme, Ze 0bé zjiemnéni (A), (soc.A) existuyi soucasné, t. j. existuje-lé
Jedno, existuje ¢ druhé, a pak plati rovnost

(soc A) =soc (A). 2)
Struéné&ji fedeno, nejvétsi zjemnént systému rockladi se kartézskym: zobra-
zenim zachovdvd, &ili jest viéi nému invariantni.

Vskutku, nejprve p¥edpoklidejme, Ze existuje rozklad (A4). Zvoli-
me-li dva libovolné prvky v systému (4), jsou to st¥edy jistych trsit
v A, které oznadime v,, v5, takZe ony prvky jsou pv;, pvs. Podle ho-
Yejii tvahy existuje trs v systému soc 4, V, jehoZ prvni kartézskoum
slozkou jest »; a drubou v, a pV jest prvkem v (soc A4). Tim jest zjis
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&téno, Ze existuje nejvétsi zjemnéni systému soc 4, (soc 4). Ze vztahu
(1) pak plyne soc (A) c(soc 4). Za druhé pFedpoklidejme, Ze existuje
rozklad (soc A). Zvolime-li v ném libovolny prvek, jest stfedem jistého
trsu v soc 4, ktery oznafime ¥, takie zvoleny prvek jest p¥V. Podle
hofej8f tvahy existuji trsy v systému 4, v;, v, takové, Ze v, jest prvni
a vy drubou kartézskou slozkou trsu ¥ a oviem jsou pv;,, pvs prvky
v (4). Tim jest zjisténo, Ze existuje nejvétsi zjemnéni systému A, (A).
Ze vztahu (1) pak plyne (soc 4)csoc(A4) a ditkaz jest ukonden.

Z této véty plynou nékteré disledky. Predeviim kartézské zobra-
zeni zachovdvd stred kasdého systému A, t. j. stfed systému soc 4 jest
kartézskym dtvercem stfedu systému 4, kdyZ oviem existuje. Strudnéji
fedeno, plati rovnost

8 (soc 4) = soc 8 (A4).
Nebot kazdy prvek rozkladu (soc 4) jest kartézskym soudinem vhodnych
prvkii rozkladu (4), jak plyne ze vzorce (2), takZe mezi levou & pravou
stranou této rovnosti plati vztah c; naopak jest kartézsky soudin kazdych
dvou prvki rozkladu (4) prvkem rozkladu (soc 4), jak rovnéz plyne
ze vzorce (2) a tedy mezi levou a pravou stranou oné rovnosti plati
soudasné vztaho.

Dile plyne z naSi véty, Ze kartézské zobrazemi zachovdvd prusek
kasdé podmnosiny v I' s libovolngm rozkladem v I, pokud neni prézdny ;
jinak Fedeno, plati rovnost

soc(B M 4)=soc BnsocAd,
a to pro kazdou podmnoZinu BcI' a libovolny rozklad A4, kdyz
BasA0. To plyne z toho, Ze neprézdny priisek B n A jest nej-
vétSim zjemnénim systému dvou rozkladd, z nichZ jednim jest rozklad
{B}, sklddajici se z jediného prvku B, a druhym A.

Koneéné si viimnéme, Ze v pripadé roskladi na mnofiné I' jest
kartézské zobrazent svazovym isomorfismem.

23. Nyni ukdZeme, Ze i ostatni pojmy studované v kap. II. jsou
viiéi kartézskému zobrazeni invariantni.

Predeviim kartézské zobrazeni zachovdvd majorantni event. normdint
nebo ryzt systémy rozkladi v Iy takZe pro kazdé dva neprizdné systémy
rozkladd v I', 4, B, vztahy 4> B a soc.A4 > socB plati soucasné.

Vskutku, necht 4, B znaéi libovolné neprdzdné systémy roz-
kladd v T y

Nejprve pfedpoklédejme, Ze systdém 4 jest majorantni (normélni,
ryzi) vzhledem k B, tedy 4 > B. Nechf soc A jest libovolny rozklad
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v soc 4, tak¥e Ae 4. Z predpokladu plyne, Ze existuje alespoli jeden
rozklad B e B, ktery jest zjemnénim (normélnim, ryzim) rozkladu A.
ProtoZe kartézské zobrazeni zachovivd zdkryt (normdlni, ryzf), jest
rozklad soc B zjemnénim (normélnim, ryzim) rozkladau soc 4. Podobng
ge presvédéime, Ze ke kaZdému rozkladu soc B esoc B existuje alespoii
jeden rozklad soc 4 esoc 4, ktery jest zdkrytem (normélnim, ryzim)
rozkladu soc B. Tim jest zjisténo, Ze systém soc 4 jest majorantni
(normélni, ryzi) vzhledem k soc B. Za druhé p¥edpoklddejme, Ze systém
soc A jest majorantni (normilni, ryzf) vzhledem k soc B. KdyZ v pied-
chézejici Gvaze vyménime roli rozkladi soc 4, soe B s rozklady 4, B,
obdrzime, Ze systém .4 jest majorantni (normélni, ryzi) vzhledem k B.
Déle zachovdvd kartézské zobrazeni trsové a spraiené systémy roz-
kladu, takZe systémy 4 a soc .4 jsou trsové nebo spFaZzené soudasnd.
Vskutku, nejprve predpoklidejme, Ze systém A4 jest trsovy. Nech

p znadéi libovolny prvek v systému ssoc 4 a a,(a;) jeho prvniho
(drubého) d&initele, takZe a,,~ay jsou prvky téhoz rozkladu v 4 a
p=ay X ag. Z predpokladu plyne, Ze existuje trs v, (vs) v systému 4,
ktery obsahuje a; (@) jako prvek, takie a;ev, (ayev;). Podle v&t
v odst. 22 existuje trs v systému soc 4, V¥, jehoZ prvni kartézskou
slozkou jest »; a druhou v, ProtoZe prvky a,, a, lezi v témze rozkladu
vAda aev, aevy, mdme peV a tim je zjisténo, Ze systém soc A
jest trsovy. KdyZ systém A4 jest dokonce spfaZeny, jsou prvkem p trsy
vy, vy & tedy i trs ¥V jednoznadnd urdeny a odtud plyne, Ze i systém
soc.A jest spfaZeny. Za druhé pfedpoklidejme, Ze systém soc 4 jest
trsovy. Nech! @es.4 znaéi libovolny prvek. Z piedpokladu plyne,
Ze existuje trs v soc A4, V, ktery obsahuje prvek a X a. Prvni kar-
tézsk4 slozka trsu V, vy, jest, podle vét v odst. 22, trsem v systému .4
a oviem prochdzi prvkem a. Systém A jest tedy trsovy. Predpoklédejme
déle, Ze systém soc A4 jest spiazeny. Pripustme, %e nékterym prvkem
a e s.A prochizeji dva riizné trsy v, ¢/, které jsou v systému A. Z toho,
%e tyto trsy jsou rizné, plyne, Ze na p¥. v trsu » jest alespoli jeden
prvek b e s.4, ktery neni v trsu v/. b jest prvkem jistého rozkladu B e 4
a trs v/ obsahuje pré,vé Jeden‘\prvek b, ktery jest prvkem rozkladu B.
Jest b’ == b, nebot jinak by prvek b byl prvkem trsu ¢/, coZ jest vy-
loudeno. Tedy plati také &' X b" 4 b X b. Necht ¥ (V’) jest onen trs
v systému soc 4, jehoZ prvni i druhou kartézskou slozkou jest v (v').
Trs ¥V obsahuje oviem prvky a X @, b X b atrs V' prvky a X a, b’ X ¥,
takZe prvkem a X a e soc 4 prochézeji trsy ¥, V'. Tyto trsy jsou rtizné,
nebot oba prvky b X b, 8" X b’ téhoZ rozkladu soc B e socA jsou riizné
3
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a tedy nemohou byti v témZe trsu v systému soc 4, Vychdzi tedy, Ze
systém soc 4 neni spfaZeny, coz jest proti pfedpokladu a dikaz jest
ukonden,

V odst. 16 jsme ukézali, Ze ke kazdému trsovému systému roz-
kladii existuji_ryzi majorantni spiaZené systémy a uvedli jsme konstrukei
téchto majorantnich systémd. Nyni miZeme tento vysledek doplniti tim,
Ze tato komstrukce jest imvarianini vzhledem ke kartézskému zobrazent.

Vskutku, necht 4 znadi libovolny trsovy systém rozkladd v I'.
Jeho obraz v kartézském zobrazeni (struéné&ji: obraz), soc 4, jest trsovy
(viz vySe), V dalsim uZivime v konstrukei spfaZenych ryzich majo-
rantnich systémi vzhledem k systému .4 téhoZ oznadeni jako v odst, 16,
tedy 4, s, II, U, P, a v konstrukei spfaZenych ryzich majorantnich
systémt@ vzhledem k systému soc 4 (= .4’) téhoZ oznadeni &irkovaného,
tedy A, &, II', U, P’. Mdme ukézati, Ze obrazy rozkladi nebo sy-
stémll rozkladd neédrkovanyeh jsou rozklady nebo systémy rozkladd
oznadené stejnymi pismenami &drkovanymi. NuZe, mime:

soc 4 = A" podle definice;
soc s = § (odst. 22);

soc IT = II'" (odst. 22);

soc U = U" (odst. 19);

soc [IT]=[II'] (odst. 21);

soc P = P’ (konec odst. 21)

a tim jest dikaz proveden.
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THEORIE DES DECOMPOSITIONS DANS UN ENSEMBLE.
PREMIERE PARTIE,

RESUME.

1. Une décomposition dans un ensemble I' est, par définition, un
systtme non vide et disjoint de sousensembles non vides de I Une
décomposition dans I’ qui recouvre l’ensemble I' tout entier s’appelle
décomposition sur I' ou bien décomposition de I'. L’idée fondamentale
de-la théorie ici développée est de subordonner la théorie des décom-
positions & la théorie générale des lattices. Cela s'effectue de maniére
qu'on définit, pour chaque systéme non vide de décompositions dans I,
A, un ordre partiel ainsi que deux décompositions dans I', [ 4] et (A),
représentant la borne supérieure et inférieure du systéme .4 par rapport
4 lordre partiel en question. J’appelle ces deux décomposition le plus
petit recouvrement et le plus grand raffinement du systdéme 4. Quoique
cette subordination de la théorie des décompositions & la théorie des
lattices détermine en grandes lignes le caractére de notre théorie, elle
ne la peut nullement épuiser; en effet, la théorie générale des lattices
réalisée par des décompositions dans un ensemble, fait intervenir les
décompositions comme des éléments de lattices, laissant entiérement
4 coté les relations existant entre ;es éléments’ des différentes décom-
positions.

2. Soient 4, B décompositions dans I Si tout élément de B est
un sousensemble d’un élément de 4, la décomposition 4 (B) est appelée
recouvrement (raffinement) de DB (A4), c’est ce qu’on exprime par le
symbole 4 > B. A cette notion de base se rattachent d’autres notions
qui concernent le cas ou tout élément de A contient au moins un élément
de B ou bien, plus particuliérement, ou il est la somme d’éléments de B;
on dit alors que, 4 (B) est un recouvrement (raffinement) normal ou
bien pur de A (B). Le symbole > définit un ordre partiel dans tout
systtme non vide de décompositions dans I'.

3. Soit 4 un systdme non vide de décompositions dans I". Nous
définissons une décomposition dite le plus petit recouvrement du systéme
A, [4], de la maniére suivante: Pour deux éléments quelconques
a, b es.A') nous appelons chaine de @ 4 b dans sA4 une suite finie

1) Si E désigne un systdme d’ensembles, les symboles sL' et pE désignent la
somme et l'intersection des ensembles qui sont les éléments de E.

3%
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d’éléments de s.4 dont le premier élément est a et le dernier b et qui
jouit de la propriété que, deux éléments voisins quelconques de la suite
sont incidents, ¢’est & dire qu’ils ont des éléments de 1'ensemble I' en
commun. L’ensemble s.4 se divise alors en classes telles que, pour deux
éléments quelconques de s.A situés dans la méme classe il existe une
chaine dans s 4 d'un élément & l'autre tandis que pour deux éléments
situés dans des classes différentes il n’en existe pas. On obtient la dé-
composition [4] &én réunissant par sommation tous les éléments de s.4
qui sont dans la méme classe.

Pour definir le plus grand raffinement du systtme 4, (A), on
procéde de la maniére suivante: Un systéme d’éléments de s 4, Y, qui
contient précisément un élément de chaque décomposition-élément de 4
g'appelle faisccau dans 8.4, si 'ensemble pY n’est pas vide; pY
g'appelle alors le centre du faisceau Y. Il est clair qu’'il y a de systémes
A pour lesquels aucun faisceau dans s 4 n’existe. Le plus grand raffi-
nement du systéme 4, (4), est, par définition, 1’ensemble de centres de
tous les faisceaux dans s.4, pourvu que cet ensemble n’est pas vide.
Dans le cas contraire on dit que le systdme 4 n’a pas de plus grand
raffinement. On démontre facilement que, le plus grand raffinement (.4)
existe toujours s’'il s’'agit de décompositions sur I

4. Soient .4, B des systémes non vides de décompositions dans I'.
Le systéme A4 (B) est dit majeur (mineur) par rapport & B (A) si &
tout élément de 4 il existe un raffinement élément de B et & tout
élément de B un recouvrement élément de 4. S’il s’agit toujours d’un
raffinement ou recouvrement normal (pur), le systéme 4 s’appelle majeur
normal (pur) par rapport & B et de méme le systdtme B est mineur
normal (pur) par rapport & 4.

5. Soit 4 un systéme non vide de décompositions dans I'. Si par
tout élément de 8 4 il passe au moins un faisceau dans s.4 on dit que
le systéme A4 est & faisceaux; 8'il en passe précisément un, le systéme
A est dit couplé. Dans ce dernier cas tous les décompositions-éléments
de 4 sont des ensembles équivalents.

Au sujet de systémes b faisceaux on démontre le théoréme suivant:

Etant donné un systéme & faisceaux, A, on peut construire des
systémes magjewurs purs par rapport & A qui sont couplés.

En appliquant la construction aux décompositions de groupes en-
gendrées par des sousgroupes invariants on trouve le théoréme suivant:

Soit & un groupe. Considérons un systéme non vide de sousgroupes
dans &: U, B, ... et un autre systéme a, b, ... tel que,a est invariant

—~
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dans A, b dans B, etc. Soit S=UAnBn ... le groupe-intersection de
tous les groupes A, B, ... et u un sousgroupe invariant dans S qui
contient le groupe (Sna)(@nb) ... . Dans ces conditions les groupes
du systéme
Sa/ua, &b/ub, ... .

sont mutuellement équivalents (nous montrerons plus tard qu’il s’agit du
isomorphisme), la correspondance biunivogue entre les éléments de deux
groupes étant donnée de maniére que, deux éléments correspondants quel-
conques sont incidents.

6. 4, B étant des ensembles non vides quelconques, nous désignons
par A X B le produit cartésien de l'ensemble 4 avec B, c’est & dire
’ensemble de tous les couples ordonnées (e, 3) telles que ae 4, Ge B.

Considérons le carré cartésien I' X I'. Soit 4 une décomposition
dans I'. Nous définissons une décomposition dans I" X I', nommée associde
@ A de la maniére suivante: Les éléments de la nouvelle décomposition
sont les produits cartésiens a X b formés des différents éléments (a, b)
du carré cartésien 4 X 4. Nous désignons la décomposition associée
- & A par le symbole soc 4.

La correspondance appellée cartésienne, qui fait correspondre & toute
décomposition dans I', A4, la décomposition soc 4 est biunivoque. Par
rapport & cette correspondance les notions de recouvrement, raffinement,
de recouvrement ou raffinement normal ou pur sont invariantes. De
méme la correspondance cartésienne conserve tous les autres notions
considérées plus haut 4 l'exception du plus petit recouvrement d'un
systtme de décompositions qui n’est invariant que dans de cas particuliers
p. ex. #'il gagit de décompositions sur I'. En particulier la construction
déjh mentionnée qui conduit d’un systéme de décompositions & faisceaux
b un systtme majeur pur et couplé est invariante par rapport i la
correspondance cartésienne.
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