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Sur la transformation
dex intégrales des équations différentielles linéaires ovdinaires
du second ordve.

Mdémoire par O Bom.vxa (A Brno).

Resumé, - Le present Memoire contient la partie analytique d’'une théorie des transformatsons
des integrales des équations differentielles lineaires ordinaires dw second ordre. Il sagil
des équations réelles (.1), (1) (p. 327) et des questions de caractere global. La théoree
developpée gravite autour des propriétés des équations lifferentielles non-linéatres du
troisteme ordre b), B) (p. 327). Sont donnés. en particulier, les théorémes sur U'existonce
el U'unicité ainsi que les expressions expliciles pour les intégrales des dquations (b), (B).

1. Introduction.

L’origine de la théorie des transformations des intégrales concernant les
équations différentielles linéaires ordinaires du second ordre remonte &
I’ illustre géomotre allemand E. E. KuMMER. D ns son Mémoire latin « De
generali quadam equatione differentiali tertii ordinis », inséré en 1834 dans le
programme de lycée A Liegnitz et republié en 1887 dans le Journal de Crelle
(Vol. 100, KuMMER &' occupe de I’équation différentielle du troisiéme ordre

"

" e
) 2% 3(5,)-2-:’*+x=0,

Z étant une fonction de ¢ et X fonction de la variable indépendante x.
Le point de départ du Mémoire de KUMMER constitue un probléme con-
cernant deux équations différentielles du second ordre

@ PY p- %Y

dxz+P'dx+Q'y=0$
dv dv
3) (_i?_'-P'dﬂ—'-Q.v—O’

dans lesquelles, naturellement, les coefficients p, ¢ et P. @ sont fonctions
de x et z.

Le probléme en question est le suivant. Soit vz une intégrale de 'équa.
tion (3. Il &agit de trouver des fonctions m(x), za) de maniére que, la
fonction, y, composée suivant la formule

(4 yx)=wx)- vz},

soit une intégrale de I’équation 2. En d’autres termes, il s’agit de transformer,
les unes aux autres, de la facon indiquée par la formule (4, les intégrales
des deux équations différentielles 2) et (3.
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Le résultat principal de KuUMMER counsiste en ceci que, I’existonce des
fonctions w, 2z étant supposée, la fonction z vérific 1'’équation du troisidme
ordre (1 aux coefficients 7, X suivants

_ dP . .di”v . .
z=2 +P—40, X=20Tip _4q

en moéme temps, la fonction w, appelée nulliplicalenr, se trouve cxprimée
par la formulo
dez —/pdr dx
LN . y
dz
¢ 6tant une constanto. De plus, ¢x), ¢,(x) et ¢z, §, z) étant des couples

d’intégrales lindairement indépendantes des équations (2) et (3), la fonction
z(x remplit identiquement une relation bilinéaire A coefficients constants

2
Ww=—c-e

(5 Ay 2)Y(2) + Byp(x),(2) + Co, (@)P(e) + Dy (2)¢,(2) =0.

Si I'on connait les fonctions o, 9,: ¢, ¢,, alors la relation (), formée avec
d’ arbitraires constantes A4, B, C, D, réalise, d’aprés KUMMER, |’intégrale
compléte de I’équation du troisidme ordre (1)

La théorie de KUMMER a trouvé d’extensions, au cours du XIXe sidcle,
surtout dans le domaine des équations différentielles linéaires ordinaires
d’ordres supéricurs ('). Cependant, les raisonnements originaux de KUMMER
o’ ont pas été approfondis jusqu’ici, d’aprés ma connaissance, de maniére
a former une théorie satisfaisante du point de vune de théories modernes;
c’est la. probablement, la raison que, la théorie des transformations des
intégrales concernant les équations différentielles linéaires ordinaires du
second ordre ne se trouve pas contenue dans les livres récents s’occupant
de ces équations. Pourtant, la nature de nombreux problémes classiques et
modernes dont on s’occupe dans la théorie des équations différentielles
linéaires ordinaires du second ordre, p. ex. les questions antour de la théorie
classique de FLOQUET, les critdres concernant le caractére oscillatoire des
solutions, I’allure asymptotique des intégrales, problémes aux limites, etc.,
laisse prévoir que, la méthode de transformer les integrales d’une équation
donnée aux cas beaucoup plus simples, méme aux intégrales des équations
telles que y” = 0 ou bien ¥y’ = —k'y, peut fournir de grands avantages. Les
raisonnements de KUMMER se trouvent basés sur les seuls procédés de diffé-
rentiation et sur certaines opérations algébriques tandis que les questions
plus profondes d’intégration, surtout les théorémes précis concernant}l’ exi-
stence et I’unicité dos intégrales de I’ ¢quation du troisidme ordre 1), y sont

(4 L. ScuLESINGER, Handbuch der Theorse der linearen Differentiaigleichungen, Leipzig
A897), T I, t; p. 185.
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entidroment négligées. Voila les problomes de départ dont doit s’occuper toute
revision moderne de la théorie de KUMMER pourqu’on en puisse espérer un
progres essentiel de la théorie des équations différentielles lineaires du second
ordre et celles d’ ordres supérieurs.

Nous allons donner, dans ce Mdémoire, les fondements de la théorie en
question. Il &'agit, bien entendu, de matitres concernant le domaine réel et
de caractdére global. La théorie prdsentée généralise, en grands traits, la
partie analytique de ma théorie des dispersions qui s occupe des transfor-
mations des intégraies d’une équation différentielle linéaire ordinaire du
second ordre aux intégrales de la méme équation différentiolle, sous condi-
tions particuliéres (°).

2. Description de la situation de départ.
Nous partons des deux équations différentielles linéaires du second ordre
du type de JAcoBI

a) y'=qby; Y'=QITNY, (4

les fonctions ¢, Q étant supposdes continues dans les intervalles ouverts j, oJ.
A ¢0té de ces équations nous considérons les deux équations différen-
tielles non-linéaires du troisidme ordre

b) ] + QUOX" = qt); \/m[v—] ot =QT. (B

x| [vn =

dans lesquelles les X, x désignent les fonctions inconnues.
Nous aurons aussi & considérer les cas particuliers de ces équations

b) ] + ¢ X)X"*=q); V|a:|l +Q(m).i’=Q(T). (B)

Viz

En désignant par X, ¢!, x, T} les dérivées schwarziennes des fonc-
tions X, =,

¥ |y

1 X"t 3 X"t I oT) 3 x(T)

X ti=_. — .
P = e Ta xBTS 2 ar) 4 &T)

les équations (b, (B) et b), B peuvent 8’ écrire
b) —iX ¢t +QXX*=qt; —ixTi+qzx'=QT: (B
(b —iX,t +¢X)X"=qt); —izxTI+Quer=QT. (B

°
(*) O Bouuvka, Sur les intéyrales oscillatoires des équations différentielles limeaures
du second ordre, Czech. Math. Journ,, 8 (:8), 1953, p. 199255. (En russe. Résumé francais).
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Ler équations (b), (B) sont évidemment de la forme considérée par
KuMMER dans son Mémoire mentionné dans le n° 1.

3. La transformation birationnelle T.

Nous commencons par considérer la transformation ponctuelle biration-
nelle, G, opérant dans I’espace A trois dimensions, qui fait associer 'un 2
I’autre, deux points arbitraires X' (+0), X", X" et « (+0),x, z, d aprés
les formules

D | 1
X —a-;, x_X”
e w i x
(%) X _—é” = X""
wog® _Z.  s_gXr_ X"
X _3; ok x_3X”—X"'

Dans coette transformation, G, la fonction K(X) définie par la formule

Xl/g
KiX) = X'
résulte invariante:
re "1
(6 Z(— =x .
X’J zl
La fonection schwarzienne
1 an 3 Xng
K=y —1x7

A son tour, se transforme suivant la formule

SX) Sx)

On arrive 4 la notion de la transformation G en considérant les rela-
tions existant entre les valeurs de deux fonctions d’un argument, mutuel-
lement inverses, et celles de leurs dérivées.

Soient X{({), o(T) deux fonctions inverses I’une & I’autre, définies dans
les intervalles 4, I. On suppose, par conséquent, que les fonctions X, x sont
proprement monotones dans les intervalles i =x(I), I =X i).

Nous appelons associés par rapport aux fonctions X, x) deux nombres
arbitraires, (€4, T€ I, liés par les formules T = X(¢), ¢ = «(T); nous disons
aussi que le nombre ¢ (T) est associé au nombre I' ({).
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Supposons que les fonctions X, x possédent partout (dans les intervalles
i, I) los dérivées du troisidme ordre. Alors, en vertu de thoéorémes élémen-
taires, len valeurs des dérivées X', X”, X de la fonction X et celles des
dérivées z, x, x, de la fonction .r, priscs en deux nombres f€i, T€]
associés quelconques, sont liés par les relations

X'e = 1,
X'z + X"'r=0; zX' +x'X"=0;
X"z + 3X"% + X" =0.

On en dédnit facilement que, les valeurs des dérivées des fonctions X, x,
prises en deux mnombres associés arbilraires. se transforment, les unes aux
aulres, par la lransformation G.

Ce résultat met en évidence la possibilité d’élargir la notion de la
transformation G aux espaces possédant un nombre arbitraire de dimensions.

4. Remarques sur la dérivée schwarzienne.

Nous allone indiquer rapidement quelques propriétés de la dérivée
schwarzienne dont nous aurons besoin dans la suite.

Considérons deux fonctions X(¢). «(T) mutuellement inverses, définies
dans les intervalles ¢, /; nous supposons, que ces fonctions possédent
partout les dérivées du troisidme ordre.

a On démontre facilement qu’on a, en deux nombres quelconques,
€i, T€ I, les formules
1 X, e _1X'* 111Y)
X T 4axt 2 x|

2, Tt _1 a8 1]1]
2 4w 2zl
En prenant, en particulier, deux nombres associés et cn appliquant les

formules (6. (7), valables pour les fonctions K, S, on voit qu'on a en deur
nombres associecs quelconques, L €1, T€ I, la relalion symélrique

| X, ¢ 1] _j«, Ty, 11~
8 —_— =1 .
‘ x+al x| =1l
b Soit Z(t) une fonction proprement monotone, définie dans Iinter-
valle i. Nous snpposons que les valeurs de la fonction Z appartiennent a
I'intervalle & ¢t que cette fonction posséde partout la dérivée du troisicme
ordre.

Désignons par XZ la fonction composée X[Z t], définie, manifestement,
dans intervalle h.
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Dans ces suppositions la fonclion XZ admet en chaque nombre (€ h la
dérivée schwarzienne qui 8 exprime par la formule (%)

® 1 XZ, 8y =X, LV Z* ) + 1 Z, L1

5. Propriétés des intdgrales des équations (b), (13).
1. Soit X une inlégrale de l' équation (b). définie dans U’intervalle i C j.
Alors la foncltion inverse, x, définie dans Uinlervalle I = X(i), salisfait a
U égquation (B .
En effet, soit T€ I un nombre arbitraire et ¢ =a(T)€i le nombre
associé. X étant une intégrale de I’équatien (b), nous avons. au nomhre {,

_ixu _a®

X + X)X’ = X

(10

En vertu de (7) et de la premiére formule (T), I'équation cn question
' écrit
* Z;T‘ + Q(T)——q ).

On en tire la formule
—ja, Tt + gler® = QT
conformément & la proposition.
2. Soient X, x deux intégrales des équations (b, (B). mutuellement inver-
ses, définies dans les intervalles i Cj, IC.J. Alors on a, en deux nombres
associés quelconques, L€ i, T€ I, les relations

’ 1 ’X:‘§___ * 1 |Q',T}
(1 (1.9.4).4 —2-—X,—_q(m)w_§._;t__,

R IR i Y
(12) QX)X +4[X’ —Q(x)m+4[a';] .
En effet, on a d’abord une relation telle que (10). On en tire la formule

axx —3. X =g 45 150
qui entratne, d’ aprés (7), la relation (11).
La formule (12) est valable en vertu des équations (11) et (8.

3. Soient X; y; X;y d’arbilraires intégrales des équalions respe-
ctivement (b); (B); (b); (B). Alors les fonclions composées XX; yX;: yy; Xy,
yX; Xy, en tanl qu’elles exisient, vérifient les équations respectivement (b);
(b); (B); (B); (); (B)

(3) V. p. ex. A. R. ForayTH, Lehrbuch der Dhfferentialgleichungen. 2. Aufl.. Braunschweig
(1912), p. 282,
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Supposons, p. ex., que les valeurs de ia fonction X appartionnent a
I intorvalle de définition de la founction X, de »sorte que la fonction XX
oniste dans fe méme intorvallo que X,

Les fonctions X, X étaut intégrales des dGquations b), (b, nous avons,
pour chaque valeur, ¢, situce daus I'intervalle de définition de la fonction X,

— 1 X, 8+ X)X = q),
— X X +XX) X" X)=¢X.
et en méme temps, d’apros (9),
1 XX, = X, X'-X*+ X,t.

Ces formules entrainent les relations
— 1 XX, t =[— XXX)XHX)+ ¢ X)X"* —, X, =— QXXXXX)*+qb.

Il en résulte

— i XX, ti+ Q(XX)(XX)’ =qi),

de sorte que la fonction XX vérifie )’ équation (b.
Les autres propositions du théordme en question se démontrent d'une

manidre analogue,

6. Relation entre les intégrales des éqaations («), (A), (»), (B).

[l y a, naturellement, des relations existant entre les intégrales des
déquations en question qui gravitent autour de la relation telle que (4
laquelle se trouve au début de la théorie classique de KuMMER.

Dans la suite nous aurons & considérer des intégrales des équations a),
(4); il s'agit, bien entendu, des intégrales définies dans les intervalles j, .J
toutes enti¢res, 8’il n’y a pas d’avis contraire.

Soit X une intégrale de I’équation (b), définie dans un intervalle i C j.
D’aprés 5,1, la fonction inverse, z, définie dans I'intervalle I = X/,
satisfait a 1'équation (B).

Choisissons un nombre arbitraire ¢, €i et désignons par X,, X, (0),
X,” les valeurs des fonctions X, X'. X" au nombre ¢{,; de meme, posons
T,=X! (=X, €I et désignons par x,, r (0. r, les valeurs des
fonctious «, x, «, an nombre T,. Les nombres X,, X,” et £ , x, se rattachent
mutuellement suivant les formules %

Les relations existant entre les intograles des équations (a), (4), (b), (B)
peuvent se décrire par les théordmes suivants.
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1. Soit U une intégrale de U’ équation (4). Alors la fonction

(L3 wil) = UiXw)j ,
V X't

définie dans U intervalle i. représenle Uinlégrale de U fquation «), déterminde
par les conditions iniliales canchyennes

U(X,)
‘n = )
” M) =y %0
[/ l (] ”
w(t,) = UViXa  x, 1 VX X,

VX.,I (] 2VIX“' -X.,.

En effet, la fonction u posséde pour chaque Z€7# la diorivée premidre et
la seconde qui s’expriment par les formules

UXx) 1 7
u(t) = « X'+ UX)[—],
v XI' VIX'
U '(X) Xl’ — U(X) .

= X, L)
vV X| vV X'

(15

u"(t) —

Les fonctions U et X étant intégrales des équations (A4) et (b), nous
avons, pour chaque €/, les relations

U'X) = qX)UX),
=X = — AX)X" + ¢(0).

Il résulte de ces formules

. ) U(X) p Uux
u'i)y=_ “— T X)X*"+ ___[—QX)X*4qt)
VIX'| vixm ¢ 2t
et par conséquent
w"{l) = q(hut).

La fonction u résulte ainsi une intégrale de 1’équation (a. En vertu des
formules (13) et (15) cette intégrale vérifie les conditions (14).
2. L’intégrale U considérée au théoréme précédent ' exrprime, dans U in-
tervalle I, au moyen de U intégrale w, suivant la formule inverse

ulz T)]

(16) r= "
ViaD)|
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celle inlégrale U est celle délerminée par les comdilions iniliales cauchyennes

ulx,)
UTy) =_,""
’ VI Z,
(17 .
U(T,) = u'(x,) 1 u&) «x,

e Ea— o
Vie, " Vi) =
En offet, d’apros le théorome précédent, la fenction

u[e(T))

U(T)= . ’
Viam|

définie dans 1’intervalle [, représente Iintégrale de 1'oquation (4). doter-
minée par les conditions initiales cauchyennes

wz,)
U(To) = T

Viz,|
U(T)= wiz,) . _ 1 uE) =,

Viz,] = 2Vial =

En tenant compte de ces équations et des formules (14) et (G), nous avons

wlo _ 1 XD gy oy

Vie, Viz,] VIX]
©, [UX), 5. 1 UX) X,,"]_l. I« UX,)_
Vieg,  lVXT 7 2 v x| &) 2\ o oz VXS

UT,) =

U'( Tﬂ) =

=UX)—, U(X,,)I x + :] = U\X,) = U(T,.
ou bien, en définitive,
U(T,) = U(T,),
U(T,) =U(T,).

Il en résulte I’identité U(T)= U(T) valable dans I'intervalle I, c’est ce
qui achéve la démonstration.
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3. Les valeurs des intégrales en question, U, u, et e leurs diérwvies U,
u, priges en deux nombres assocics quelconques, T€ I. L€ i, remplissent les
équations suivanles

UX) __ wax)
—_— 4 4
VIXT Vix|
vod w1 UX) L X e.w(.n.l..b
e.U(X)\/XI—4 ) I.VIX'I.X,_u(m | x T4y
VX' Va

ot l'on a posé e =sgn X' —s8yn a&u.

On obticnt ces équations en se scrvant des formules (13), (16 et de leurs
dérivées et en tenant compte des formules ().

7. Théoréme sur ’existence et unicité des intégrales de I’équation ().

Nous allons démontrer le théordme fondamental suivant:

Soient t,€45; X, €J, X, (F0), X,” des nombres arbilrairves. Il erisle
précisément une intégrale X(¢) de Uéqualion (b), définie dans un inlervalle
ouvert, i. qui salisfait aux conditions iniliales cauchyennes

X)) = X,, X't = X/, X"tH)=X,",

el qui est en méme lemps la plus large en ce sens que, loule iniigrale de
I’ équation (b) vérifiant les mémes conditions iniliales, en fail partie.

Soient U, V des intégrales arbilraires de l'équation (A4), lincairement
indépendantes, définies dans U inlervalle .J; soient u, v les inlégrales de
U équalion (a), définies dans j el délerminées par les conditions iniliales

UX,) . U Xy . 1 UX) X'

u(t,) = ; w'(,) = X, — o <.
18) v Xoll v] Xo’l 2 V]X:” X'
V(X,) , V'(X,) 1 X) X/

to)‘: H v(t):—.x’- N LU ";
" =R YTVIXTT T2y x X

finalement. soient P, p les premiéres amplitudes de ces couples d’ intégrales.
P=VU'+ V!, p=Vu'+ o~

Alors Uintégrale X(t) en question coincide avec la plus large inlégiale
(unique) de Uéquation différentielle du premier ordre, @ variables sépardes.
— . PYX)

c) X =sgn X, - o) !

qui prend au nombre i, la valeur X,.
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DEMONSTRATION. - Désignons par W (w) la wronskienne du couple
ordonné d’intégrales U, V (u, v); nous avons, par conséquent.

W=0v—-UYV; w=uv — w'n.
En vertu des formules (18) on a la relation
(19 w=sgn X/ - W.

Il en résulte que les intégrales #, v sont lincairement indépendantes de
sorte que, la fonction p, définie dans I'intervalle j, est toujours positive.
Nous remarquons que les formules (18) entrainent les relations
PYX,) 1 X,
. ’, — ! . ‘ ’ —— ? __n__ .
F’(tg) . P(XO)P (Xo) sgn Xo p(t(l P\tl) 2P (Xo) Xr,!
L’ équation (c) posséde précisément une intégrale, X, dc¢finie dans un
intervalle i CjJ, qui prend au nombre £, 1a valeur X, et qui est la plus
large en ce sens que, toute intégrale de 1’équation (c), vérifiante la meme
condition initiale. en fait partie. Au sujet de 'intervalle i nous donnerons

une explication plus détaillée an n° 8. L’intégrale X appartient, ¢videmment,
a la classe C,.

(200 X' =sgn X, -

Nous allons donner la démonstration du théoréme ci-dessus en s’assuraut
successivement des trois propositions suivantes:
a) La fonction X satisfait, dans 1'intervalle 4, & 1" équation (b);
b) sont vérifices les relations X'(,) = X,; X"(¢,) = X,";
¢ toute solution de I’ équation (b), X, vérifiant les conditions initinles
Xit)=X,; X'¢)=X,'; X'(t,) = X", fait partie de I’intégrale X.
Nous passons & la démonstration de ces propositions,
a) Nous avons, évidemment, pour {€ i, la formule

PX)
)= ==
VX'
On en déduit facilement
oty =X gn_ P w g

VIX'| VIX'|
Les fonctions P, p satisfont, d’aprés leur définition, aux ¢quations

"y we
P"(X)= ¥X)P(X) —I—P—,(—i)

w
") = qlbp(t) + — .
p"d) = q(bo( o%h)
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On a donce, d’apréds les formules précédentes

_P'X) g _ P(X)

ol = 0 x,
ViX| VvV X|
P(X) , w? w  PX)
= . ) b T X"? — = X. 1
VX' PV X vix!

1] wt
=) [QX) X" — i X, ]+ o)’

et finalemont, en remplacant p"(f) par sa valeur indiqude ci-dessus,
pl)s [— 1 X, 114+ QX)X"” — qt]=0.

Or, la fonction p étant positive, cette formule montre bien que la fone-
tion X satisfait, dans I’intervalle ¢, & 1’équation (b).
b) On a, pour t€14, les formules

P . PYX)
X'(f) =sgn X, —p’(—t)- ,
2
X"(t) =2 PYX) [P(X)P'(X)—sgn X, - g(b)e' (D))

et
Il en résulte, d’ aprés (20,
Xity=2X,; X"(¢,) = X"

B ¢) Soit X une solution de 1'équation (b), définie dans 'nn intervalle
i C J, vérifiante les conditions initiales X(,) = X,, X'(t,) = X., X'(t,) = X,".
D’aprés le théoréme 6,1 les fonctions

(21) u(t) = ﬂ_x;l,
ViXx|

X
_———
Vix|
définies dans I'intervalle 4, satisfont & I’équation (a) ct vérifient les momes
conditions initiales que les intégrales w, v:

o)

u(t,) = u(t,); “'(to) = u'(to) ’
ut,) = v({l,); V(L) = v'(¢,)-

Il en résulte que, dans 'intervalle 4, la fonction u v fait partie de » (v)

et par conséquent la fonction p = Vu? 4 v* fair partie de ¢. Les formules (21)
entrafnent qu’on a, pour tout €/, les équations

PYX) _

?
(t) =sgn X, - PXX)
P

= » U

X'()=sgn X,
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On voit quo la fonction X représente, dans I’intervalle 7, une intégrale
de I'équation c¢). Comme cette intégrale X prend au nombre £, la valeur X ,
elle fait partie de I’intégrale X.

Le théordme se trouve ainsi démontré,

8. Les intervaller de définition de la plus large intégrale X et de son
inverse, x.

Reprenons les notations du n° 7 et posons, pour abréger, ¢ = sgn X,'.

Nous allons établir les propriétés des intervalles /, I, qui représentent
les domaines d’existence de Ja plus large intégrale de 1'équation (¢, X,
prenant au nombre £, €j la valeur X €./, et de son inverse, .r.

D’aprés le théoréme du n° 7 et les formules (18), (19), nous pouvons,
sans restreindre la généralité de nos comsidérations, particulariser les inté-
grales U, V; u. v des équations (a), (4) de maniére & satisfaire aux relations

(22) UX,)=0, W=—1; w((,) =0, W= —c¢.

Cela étant, soient a«: €l les premidres phases des couples ordonnds
d’intégrales u, v; U, V, &’ annulant en #,, X,. Nous rappelons que la fone-
tion a ({l) est définie dans I'intervalle j (J ; elle est, dans cel intervalle la
seule fonction continue qui s’annule en ¢, (X,) et dont les valeurs sont celles
de convenables branches de la fonction arctg(u(f): w¢ arctg(U T): V(T ).

On se rend compte facilement que les fonctions ex, & sont toujours
croissantes. Ces fonctions prennent les valeurs =, 2z, .. (— =, 2m, ...) préci-
sément aux nombres successifs conjugués avec {,, X, et situés & droit (a
gauche) de {,, X,, dés qu’il y a de tels nombres daus les intervalles j, oJ.
La fonction ex (1) posséde partout la dérivée ea’(t =1:¢*¢t) Q' T)=1:P%(T)
de sorte qu’on a, pour t€j, T€J,

T

¢
ds T dt
Ea(t) =‘. p’T)’ a(T) =jm .

Nous désignons par k, K les intervalles (ouverts formés par les valeurs -
des fonctions «, . Leur intersection & N K représente, manifestement, un
intervalle ouvert contenant le nombre 0.

a) Il est facile & montrer que, Vinfervalle £ (I) est U'image de Uinlervalle
N K effectuée par la fonction inverse a « (). ¢, (X ) élant en particulier
Uimage du nombre 0.

En effet, soient 4, I les images de V'intervalle k' N K effectuées par les
inverses aux fonctions «, . Envisageons I’ 6quation suivante

(23) a(l) = &YT).
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X étant intégrale de I’équation ¢), définie dans I’intervalle i ot pre-
nant au nombre {, la valeur X,, I’équation (23 admet, pour tout L€/, la
solution T — X(f). On en tire t€i, X()€ I ot a fortiori i Ci, 1C 1.

D’autre part, quelque soit 7€, 1 équation (23) admet précisément une
solution T€Z La foanction correspondante, T(f). définie dans 4, satisfait,
manifestement, & 1'équation différentielle (¢) et vérifie la condition initiale
T(¢) = X,; par conséquent la fonction T fait partic de 1'intégrale X. Il en
résulte 1 C#, IC1.

On a donc éi=i, I =1 conformément A la proposition. La remargue
finale de la proposition est évidente.

b) Nous allons montrer que les intervalles i, I contiennent le meme
nombre de valeurs conjuguées avec les valeurs ¢, X, et qu'ils & étendent,
dans un certain sens, jusqu’aux extrémités des intervalles j, J.

Il &’ agit, bien entendu, des valcurs de I'intervalle j (). qui sont conju-
guées avec la valeur {, (X,) par rapport & I'équation différentielle (a) ( 4)).

Pour préciser, désignons par n, (N,) le nombre de valeurs de 1’intervalle
J (J), qui sont conjuguées avec la valeur ¢, (X,) et se trouvent & droit de
i, (X,); de méme, désignons par =, (N,) le nombre de valcurs analogues A
gauche de /, (X,). Les nombres en question peuvent étre, naturellement. les
extrémes 0, oo. Finalement, posons v, = Min(n,, N). v = Min n,. N,),
¢, = Min(n,, N,), p, = Min (n,, N,)

Cela étant, nous allons établir la proposition suivante:

Dans le cas € =1, les deux inlervalles i, I contienneul précisément v, (v,)
valeurs conjuguées avec {,, X, qui sonl supérieures (inférieures) a t,, X,. Ces
inlervalles 8'élendent aux extrémilés des inlervalles j, .J dans le sens suivant:
Ou bien Uextrémilé droite (gauche) de Uinlervalle « coincide avec celle de
Uintervalle j, ou bien Uextrémilé droile (gauche) de Uintervalle 1 comcide avec
celle de U intervalle J ; ces éventlualilés ne 8 excluent pas muluellement.

Dang les cas e = — 1, les deux inlervalles i, I conliennenl précisément
1, (»,) valeurs conjuguées avec t,, X, qui sonl inférieures (supéricures « |
et supérieures (inférieures) a X,. Ces inlervalles s élendent aux extremilés
des inlervalles j, J dans le sens suivant: Ou bien U exirémilé gauche (droile
de Uintervalle i coincide avec celle de 'intervalle j, ou bien U extrémulé droile
(gauche) de Uintervalle I coincide avec celle de U’intervalle J ; ces évenlualilés
ne 8'excluent pas mutuellement.

Nous nous bornons a établir la proposition pour e =1 et A droit des
nombres ¢,, X, car les autres situations sont analogues.

Nous allons distinguer deux cas smivants que coincident les extrémités
droites des intervalles Ik N J{, k ou bien celles des intervalles AN K. K.
Il est clair que ces eventualités ne 8’ excluent pas mutuellement.

Dans le premier second) cas covncident les extrémités droites des intervalles
i, J (I, J). On en tire successivement les conclusions suivantes: Llintervalle
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i (I) contient précisément n, (N,) valeurs conjugudes avee 1, (X,) supérieures
A ¢, (X, Pintervalle & N £ contient précisément i, (N,) multiples natarels
de =n; I'intervalle I (/) contient précis¢ment #, (N,) valeurs conjugudes avec
X, (¢,) supéricures & X, (¢,,). D'autre part on a la relation I'C.J iCj) qui
entraine n, < N, (N, < n), de sorte qu'on a »n, =v, (N, =v, . La proposition
i démontrer est dtablie.

9. Expressions explicites pour la plus large intégrale X et son inverse, .r,

Les considérations précédentes permettent d’établiv, immaediatement, des
oxpressions explicites pour la plas large intégrale X et son inverse, ..

Nous continuoas & utiliser les notations précédentes ct nous désignons
par a~!, 7' les fonctions inverses a «, &.

Nous avons vu gue, I'équation (23) admet, pour tout £€/, la solution
T=X(); par conséquent cette équation admet aussi, pour tout T€ I, la
solution ¢ = (T

Il en résulte que, la plus large intégrale de Uéquation (b), X, satisfaisant
auxr condilions initiales X(t)=X,, X', =X, (0, X'¢t)=X,", et son
inverse, x, 8 expriment par les formules

Xty = a-"[a(t)), oT)=a [T,

qué sont valables dans les intervalles i, I. Nous rappelons que, les «. &,
désignent les premiéres phases, s annulant en (,, X,. des couples ordonnés
@’ intégrales linéairement indépendanies u, v: U, V des équalions (a), (A, ces
intégrales étant sowmises a remplir les conditions initiales (18). (22).

10. Transformation mutuelle de deux intégrales donndes des équations
(@), (4).

Il se pose, naturellemenf, la question si I'on peut transformer de la
maniére indiquée, I'une A I'autre, deux intégrales arbitraircment données.
u, U, des équations (a), (4), en choisissant convenablement une intégrale
X t) de Péquation (b1 La réponse a cette question résulte affirmative & moins
qu’on change, au besoin. le signe d’une des intégrales u, U. On peut méme
prescrire, largement & volonté, les valeurs initiales £, €j. (X, ='X{f,)€J.
Cependant, les données en question ne peuvent pas étre absolument arbi-
traires car, d’aprés les formules de transformation elles mémes

uy= 22O gy = M2 DL

les valeurs des intégrales u, U, en deux nombres associés quelconques, sont
de méme signe ou bien 8’annulent simultanément.



340 0. Bonvvia: Sur la transformation des intégrales dex equations, cle,

Nous allons préciser la sitnation par le théordme suivant:

Soient donuées ' arbilraires intégrales u, U des équalions (a), (A) el. en
oulre, deux nombres quelconques, ¢, € j, X, €J, soumis ¢ la seule condilion de
vérifier les relations a ou bien b). a savoir

a) ut)4+04+UX,) b wt)y=0=U(X,).

Il existe toujours de plus larges intégrales de U équation (b, X. qui pren-
nent en {, la valeur X, el iransforment, dans leurs intervalles de définition,
les intégrales u, U d' aprés la formule

e
v X'(|

Dans le cas a) il y a précisément une inlégrale X qui est croissante el
une qui esl décroissante; dans le cas b) il y en a une infinité dépendant d'un
paramélre qui sont croissanles el aulant de décroissanies.

On a désigné par v, dans les deux cas, la quantlil¢ * 1, d’aprés les
formules

a) n= sgn w(l,)U(X,);
b N sgnw(t)U(X,) pour les inlégrales X croissantes.
= | —sgnw'(t)U(X,) pour les intégrales X décroissantes.

DEMONSTRATION. - Toute intégrale de I'équation (b, X, #’il en existe,
remplit dans son intervalle de définition. 7, les relations

Ulx))
=g 2@l
MO =Ny x
@ UlX L Uxe] X
, ) () ”
wipy=n | LEG gy AT
@ "lwxm D=2 v xw x 0

On en voit facilement que les fonctions X, X', X" prennent en { , dans
les deux cas a), b, les valeurs

Te ]
) X(b)=X,; X(t)=¢ X g =2 U Q)X a0 Xy—eut, wity),
wi(t) w't,)
(25)
b) X(t )=X . X'(t )=5 u"(tn)
(] 0 0 UI:(X ) 2

e 6tant ==1; dans le cas b) la valeur X“(f, n’est pas déterminée par les
relations (24).

Si e= +1 (— 1) I'intégrale correspondante, X, est nécéssairement crois-
sante (décroissante car la fonction X' est de meéme signe dans toute I’ inter-
valle 4.
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En se rappelant de I'unicité qui subsiste, d"apros le théorome du no 7,
pouar les plus larges intégrales de I'équation (h), on voit, par conséquent, que le
nombre de plus larges intégralos X, satisfaisantes aux conditions du théoréme
ne surpasse pas le nombre indiqué dans ce théoréme.

Cela étant, soit maintenant X la plus large intégrale de I’équation (b
déterminée par les conditions initiales (25) a) ou &) : daus le cas §) on prend
pour X”(f{, un nombre arbitraire. IV’ aprés le n® 7, I'intégrale X ¢n question
ge trouve compldtement déterminéde. Nous désignons par § (C J) son inter
valle do ddfinition.

D’apres le théorome 6.1, la fonction

_ UIX()

w! .
) VvV X

définie dans Uintervalle /, représente l'intéprale de I'équation (@) détermindce
par les conditions initiales cauchyennes

U(X.,)
u(l,) = - ,
vV X'(¢)
/ U.X, , L UKX,) X,
to - X t" —_— , ol
) V| X'it,) W=y Vv X',y XU

Or, en substitnant dans ces formules les valeurs X(£,), X"({,) correspon.
dantes (25), on obtient, dans les deux cas a), b,

ut)=n-ut), it =n-u(l,).
Par conséquent on a toujours, pour { €/, la relation

it =n-u,

¢’est ce qui achdve la démonstration.

Il parait utile de souligner que la possibilit¢ de transformer. de la facon
considérée, deux intégrales données n, U, par les intégrales X de I’équa-
tion (b), ne concerne pas les intégrales u, [’ toutes entitres, mais seulement
leurs pidces, dont les intervalles de définition possédent le méme nombre
de valeurs conjuguées avec {,, X,, conformément avec le théoréme du n° 8 b).
Ainsi p. ex., loule inlégrale d’ une cqualion différentielle linéaire du second
ordre, possédant vers les deux exirémilés de son intervalle de définilion une
infinité de racines, peul éire transforimée d'une infinité de maniéres considirées
dépendant @’ un paramélre (X)) a la function sinus on birn cosinus dans
Uintervalle (— oo, + oo).
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11. Transformation des dérivées du premier ordre des iutégrales des
cquations (a), ().

On peut appliquer la théorie précédente A transformer los dérivées (du
promier ordre) des intégrales d’ une équation (a), (A) aux intégrales ou bien
aux dérivées des intégrales de I’autre equation.

Supposons que les fonctions g, @ soient toujours différentes de zéro et
possddent partout les dérivées continues du second ordre.

Posons, pour {€j, T€J,

1 [
(O =gt + V| g [—_—] (T) = QT) + V| QT) [ |
q aty + Vgt | Vidh| Q, | T)| vieu|

et envisageons les équations différenticlles

(@) y' = q,(by, Y = Q(IY, (4,

définies, manifestement, dans les intervalles j, oJ.
On se rend compte facilement que, pour toutes intégrales u f), U(T) des
équations (a), (4), les fonctions
u ()= ,u_(t)__, u(r = g(_T)
Vig] vien|
sont des intégrales des équations (a,), (4,).

Par conséquent, la théorie précédente, appliquée aux équations @), (4)
et (@,). (4,) représente une théorie de transformations des intégrales et des
dérivées des intégrales de I’ é6quation (4) aux dérivées des intégrales de
I’ 6quation (a). Les formules de transformation sont de la forme

U[X.#) /_gh] | UX0)
VIX,'®)| I/IQ[X(t)I. P &GN

X () et X,(¢) étant solutions des équations du troisidme ordre

b | X‘) b + Q X‘)X"i =q|(t)9 - i Xg: ¢ } + Q|(X2)X': e q‘(t)

Wt = Vi) o=

Ainsi p. ex., les formules exprimant les dérivées des dispersions centra-
les des différentes espéces ('), apparaissent, en relation avec la théorie pré.
cédente, comme formules de transformation des intégrales ct des dérivées
des intégrales d’une équation différenticlle linéaire du second ordre e¢n elles
mémes.

(1) O. BORUVKa, loc. cit., p. 210-311.
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