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Sur la transformât ion 
«1rs intégrales (1rs équat ions différent ielles l inéaires ordinaires 

«lu second ordre. 
• 

Mémoire pur O Boni VKA (à Brno|. 

Kesumt'. • ht présent Mémoire contient lu partir analytique d'une théorie des transformations 
des intégrales des équations différentielles linéaires ordinaires du second ordre. Il s'agit 
des équations réelles (A) (p. 327) et des questions de caractère global. La théorie 

développée gravite autour des propriétés des équations différentielles non-linéatres du 
troisième ordre b), H) (p. 327). Sont donnés, en particulier, les théorimes sur Vexistence 
et l'unicité ainsi que les expressions explicites pour \es intégrales des équations (b), (B). 

1. Introduction. 
L'origine do la théorie des transformations des intégrales concernant les 

équations différentielles linéaires ordinaires du second ordre remonte à 
1' illustre géomètre allemand E. E. K U M M E R . D ns son Mémoire latin » De 
generali quadam equatione differentiali tertii ordinis », inséré en 1834 dans le 
programme do lycée à Liegnitz et republié en 1887 dans le Journal de Crelle 
(Vol. 100, K U M M E R s'occupe de l'équation différentielle du troisième ordre 

2V s Ç ) - z . - " + x - o , 

Z étant une fonction de e et X fonction de la variable indépendante x. 
Le point de départ du Mémoire de K U M M E R constitue un problème con

cernant deux équations différentielles du second ordre 

dans lesquelles, naturellement, les coefficients p, q et P, Q sont fonctions 
de x et z. 

Le problème en question est le suivant. Soit v(z une intégrale de l'équa
tion i3. Il s'agit de trouver des fonctions tv(x), z x) de manière que, la 
fonction, y, composée suivant la formule 

(4 yx) = w x) • v[z(x ], 

soit une intégrale de l'équation 2 . En d'autres termes, il s'agit de transformer, 
les unes aux autres, de la façon indiquée par la formule (4 , les intégrales 
des deux équations différentielles 2) et (3 . 



3 2 6 O . B O U U V K A : Sur la transformation des intégrait » dm équation*. <rc. 

Le résul ta t principal de K U M M K B consista en ceci que, l 'existence des 
fonctions m, z é tant supposée, la fonction z vérifie l ' équat ion du troisième 
ordre (1 aux coefficients Z, X suivants 

Z = 2 d f z + P ' - W > * = 2 ^ - 4 * ; 

en même temps, la fonction w, appelée multiplicateur, se trouve expr imée 
par la formule 

». jPdz - fpdr dx 
w = c • eJ • e 3 • , , 

dz 

C é tant une constante. De plus, <p x), <f{(x) et tyz, | , z) é tant des couples 
d ' i n t ég ra l e s l inéa i rement indépendantes des équat ions (2) et (3), la fonction 
z(x remplit identiquement une relation bi l inéaîre à coefficients constants 

(5 Ay xMz) + Btf.xfttie) + C<p,(a;)<Kr) -I- Z)?,(as)<|i.(*) = 0. 

S i 1" on connait les fonctions ip, <p, : <J*, tpi i alors la relation (5), formée avec 
d'arbitraires constantes A, B, C, D, réal ise, d ' a p r è s K U M M E R , l ' in tégra le 
complète de l ' équa t ion du troisième ordre (1). 

L a théorie de K U M M E B a t rouvé d'extensions, au cours du X I X E siècle, 
surtout dans le domaine des équat ions différentielles l inéaires ordinaires 
d'ordres supér ieurs (')• Cependant, les raisonnements originaux de K U M M E R 
n 'ont pas été approfondis jusqu ' i c i , d ' a p r è s ma connaissance, de maniè re 
à former une théorie satisfaisante du point de vue de théories modernes; 
c'est là. probablement, la raison que, la théorie des transformations des 
in tégra les concernant les équat ions différentielles l inéaires ordinaires du 
second ordre ne se trouve pas contenue dans les livres récents s'occupant 
do ces équat ions . Pourtant, la nature de nombreux problèmes classiques et 
modernes dont on s'occupe dans la théorie des équat ions différentielles 
l inéaires ordinaires du second ordre, p. ex. les questions autour de la théorie 
classique de F L O Q U E T , les cr i tè res concernant le carac tère oscillatoire des 
solutions, l 'a l lure asymptotique des intégrales, problèmes aux limites, etc., 
laisse prévoir que, la méthode de transformer les intégrales d'une équation 
donnée aux cas beaucoup plus simples, môme aux intégrales des équat ions 
telles que y" — 0 ou bien y" = —ft'y, peut fournir de grands avantages. Les 
raisonnements de K U M M E R se trouvent basés sur les seuls procédés de diffé-
rentiation et sur certaines opérat ions a lgébr iques tandis que les questions 
plus profondes d ' in tégra t ion , surtout les théorèmes précis concernant]^' exi
stence et l ' un ic i t é dos in tégra les de l ' équa t ion du troisième ordre 1), y sont 

(•l L. SCHUSSINGEK, Handbuch dur Théorie der hnearen Dtfferentialgleichungen, Leipzig 
<mi\, T II, 1; p. 185. 
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ent iè rement négligées. Voilà les problèmes do départ dont doit s'occuper toute 
révision moderne de la théorie de KuMMEK pourqu'on en puisse espérer un 
progrès essentiel de la théorie des équat ions différentielles l inéaires du second 
ordre et celles d'ordres supér ieurs . 

Nous allons donner, dans ce Mémoire, les fondements de la théorie en 
question. I l a*agit, bien entendu, de mat ières concernant le domaine réel et 
de carac tère global. L a théorie présentée général ise, en grande traits, la 
partie analytique de ma théorie des dispersions qui s'occupe des transfor
mations des intégrales d'une équat ion différentielle l inéaire ordinaire du 
second ordre aux intégrales de la même équation différentielle, sous condi
tions part icul ières (!). 

2. Description de la situation de dépar t . 
Nous partons des deux équat ions différentielles l inéaires du second ordre 

du type de J A C O B I 

a) y" = tit)y, Y" = Q T)Y, (A 

les fonctions q, Q é tant supposées continues dans les intervalles ouverts j, >/• 
A côté de ces équat ions nous considérons les deux équat ions différen

tielles non- l inéa i res du troisième ordre 

b) \\X'\ 
1 

VI x' 
QiX)X" = q(l); V | i | 

1 

Vï* 
+ 2 (x)x ' = Q T . (B) 

dans lesquelles les X, x dés ignent les fonctions inconnues. 
Nous aurons aussi à considérer les cas particuliers de ces équat ions 

à) V X' 
1 

VI x' 
+ q{X)X" = q i); V | * | 

l V | x 
QfaOx' = QiT). {B) 

En désignant par i X, t •, x, T | les dérivées schwarziennes des fonc
tions X, x, 

x, t \ = ; 
1 X"\t 3 X"* t) 

2 X'(t 4 X'(t ' 

1 x ( T ) _ 3 x'(T) 

2 XKT) 4 ' X* T) 

les équat ions (6, (B) et b), B peuvent s ' éc r i r e 

b) -\X,t + P F = Î [ I ; — | x , T * - * - qx'x'=QT): (B) 

(b —\X,t-i-qX)X,'=q^); — , x, T i-h Q(x x* = Q(T). (B 

o 

(*| O B O U U Y K A , Sur les intégrales oscillatoires des équations différentielles hneanr.s 
du second ordre, Czech. Math. Journ., 3 (<"8|, 1953, p. 199-2ÔÔ. (En russe. Résumé français). 
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Ler équations (6), (B) sont évidemment de la forme considérée par 
K U M M E R dans son Mémoire mentionné dans le n° 1. 

3. La transformation Irrationnelle %. 
Nous commençons par considérer la transformation ponctuelle biration

nelle, *b, opérant dans l'espace a trois dimensions, qui fait associer l'un à 
l'autre, deux points arbitraires X ' (4=0), X", X"' et x (4= 0), x, x, d'après 
les formules 

x X' 

X" — — . , x — — , 
r.3 -A-

x ' •• X" 

x3 

<Ï-s r — Y' * Y'" 
V " 9 • /y. 9 

~ x>~x'' X*~X'<-

Dans cotte transformation, "S, la fonction K(X) définie par la formule 

X"* 

résulte invariante: 

(« 
La fonction schwarzienne 

S(X) = 

X " ' _xt 

X " ~~ x* ' 

1 X ^ _ 3 X ^ 
2 X ' 4 X " ' 

à son tour, se transforme suivant la formule 

S(X) S!x) A 7) - ^ - ' - » - - ^ = 0. 

On arrive à la notion de la transformation % en considérant les rela
tions existant entre les valeurs de deux fonctions d'un argument, mutuel
lement inverses, et celles de leurs dérivées. 

Soient X(t), x{T) deux fonctions inverses l'une à l'autre, définies dans 
les intervalles i, t. On suppose, par conséquent, que les fonctions X, x sont 
proprement monotones dans les intervalles i = x(I), F = X i). 

Nous appelons associés par rapport aux fonctions X, x) deux nombres 
arbitraires, i 6 /, T€ T, l iés par les formules T = X{t), i = x(T); nous disons 
aussi que le nombre t (T) est associé au nombre T (t). 
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Supposons que les fonct ions X , x possèdent par tou t (dans les in t e rva l l e s 

i, / ) les dérivées d u t rois ième ordre. A l o r s , en ve r tu de théorèmes éléineti-

tuiros, les va leurs des dérivées X ' , X", X'" de l a fonc t ion X et ce l les des 

dérivées x, x, x, de l a fonc t ion x, p r i ses on deux nombres ï*€ ] 

associés que lconques , sont l iés par les re la t ions 

X'x = 1, 

X"x + X"'x = 0 ; xX' + x'X" = 0 ; 

X"'x- -*-ZX"'x+'xX" = 0. 

On en déduit fac i lement que, les valeurs des dérivées des fondions X, x, 

prises en deux nombres associés arbitraires, se transforment, les unes aux 

autres, par la transformation 

Ce résul tat met en évidence l a possibi l i té d ' é l a r g i r la not ion do la 

t ransformat ion *£> a u x espaces possédant un nombre a r b i t r a i r e de d imens ions . 

4. Remarques s u r l a dérivée schwarz i enne . 

N o u s a l lons i n d i q u e r rap idement que lques propr ié tés de l a dérivée 

schwarz ienne dont nous aurons besoin dans l a sui te . 

Considérons deux fonct ions X(t). x(T) m u t u e l l e m e n t inverses , définies 

dans les in t e rva l l e s / , / ; nous supposons, que ces fonc t ions possèdent 

par tout les dérivées d u t ro is ième ordre . 

a O n démontre f ac i l emen t q u ' o n a, en deux nombres que lconques . 

/ € /, T € / , les fo rmules 

1 X, l\ __ 1 1 ]" 

X' ~ ~ 4 X " 2 X ' " 

x, T \ _ 1 » ' 1 

x ~ 4 i » 2 

E n prenant , en p a r t i c u l i e r , d e u x nombres assoc iés et on a p p l i q u a n t les 

formules ( 6 . (7), va lab les pou r les fonct ions K, S, on vo i t q u ' o n a en deux 

nombres associées quelconques, t€l, T € f, la relation symétrique 

, s 1 X , t 1 1 1 1 a", T | , 1 

x 2 

b So i t Z(t) une fonc t ion proprement monotone, déf inie dans l ' i n t e r 

va l l e /(. N o u s supposons que les va l eu r s de l a fonc t ion Z appa r t i ennen t à 

l ' i n t e r v a l l e * et que cette fonc t ion possède par tout l a dér ivée d u trois ième 

ordre . 

Désignons pa r XZ l a fonct ion composée X\Z t ], définie, manifes tement , 
dans l ' i n t e r v a l l e h. 
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Dans cos suppositions la fonction XZ admet en chaque nombre f € h la 
dérivée schtvarzienne qui s'exprime par la formule (3) 

(9) ( XZ, t\ = \X,Z(t l Z"(t) -+- | Z, 11. 

5. Propriétés des intégrale» de» équations (ft), (H). 
1. Soit X une intégrale de l'équation (b). définie dam l'intervalle i c j-

Alors la fonction inverse, x, définie dans l'intervalle I = X(i), satisfait à 
1' équation (B. 

En effet, soit 7€ / un nombre arbitraire et t = x(T)€i le nombre 
associé. X étant une intégrale de l'équation (6), nous avons, au nombre /, 

do) _ i ^ + g ( z * ' = « w 

En vertu de (7) et de la première formule (*£), l'équation en question 
B ' écrit 

[X'Ty+Q(T)\ = qx)x. 
X X 

On on tire la formule 

conformément à la proposition. 
2. Soient X, x deux intégrales des équations (6 , (B). mutuellement inver

ses, définies dans les intervalles i Cj, IC.J. Alors on a, en deux nomltres 
associés quelconques, <€/, T€ /, les relations 

(11) Q(X)X'-l

2.1^1 = ^ - ^ . 1 ^ , 

d2) g<X)X'-i-J 
i 

X' 
= q(x)x -+- 4 

En effet, on a d'abord une relation telle que (10). On en tire la formule 

1 \X,t\ _ . 1 \X,t{ 
2' X' 

Q(X)X'—5> ' = q{x)x^-J)- , 

qui entraîne, d 'après (7), la relation (11). 
La formule (12) est valable en vertu des équations (11) et (8. 

3. Soient X;_ y; X; y d'arbitraires intégrales des équations respe
ctivement (b); (B); (jb); {B). Alors les fonctions composées XX; yX; yy; Xy; 
yX; Xy, en tant qu'elles existent, vérifient les équations respectivement (b); 
(6); (B); {B); (b); (B). 

(3) V . p. ex. A . R . FORSYTH, Tjehrbuck der Ihfferentialgleichuvgen. 2. Aufl.. HrniinKoliweif; 
(1912), p. 232. 
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Supposons, p. ox. , que les valeurs de l a fonct ion X appa r t i ennen t a 

1' in te rva l le de d é f i n i t i o n do l a fonction X . de sorte que l a fonc t ion X X 

existe dans le m é m o in t e rva l l e que X . 

Les fonctions X , X é t a n t i n t é g r a l e s des é q u a t i o n s b), (h, nous a \ons . 

pour chaque va leur , l, s i t u é e dans l ' i n t e r v a l l e de d é f i n i t i o n de l a fonc t ion X , 

- | X , H+q(X)X"=q(t), 

— , X . X - i - Q(XX)X'\X) = qX. 

et en m ê m e temps, d ' a p r è s (9), 

\XX,H= X, X ' • X '« »- X,t . 

Ces formules e n t r a î n e n t les re la t ions 

- , X X , t =\-Q(XX)X'1(X)+qX,)X"' — lX,l = — Q(XX)(XXf-f- q l). 

I l en r é s u l t e 

- i X X , t i -t- Ç ( X X ) ( X X ) 1 = q tu 

do sorte que l a fonc t ion X X v é r i f i e l ' é q u a t i o n ( 6 . 

Les autres p ropos i t ions d u t h é o r è m e en ques t ion se d é m o n t r e n t d ' u n e 

m a n i è r e analogue. 

(5. R e l a t i o n en t re les i n t é g r a l e s des é q u a t i o n s ('<)> (A), (h), (B). 

I l y a, na ture l lement , des re la t ions ex is tan t entre les i n t é g r a l e s des 

é q u a t i o n s en ques t ion q u i gravi tent au tonr de la r e l a t ion te l le que (4 

laquel le se t rouve a u d é b u t de l a t h é o r i e c l a s s ique de K U M M E R . 

Dans l a sui te nous aurons à c o n s i d é r e r des i n t é g r a l e s des é q u a t i o n s ri), 

(A); i l s 'agit , b ien entendu, des i n t é g r a l e s d é f i n i e s dans les i n t e rva l l e s ./, . / 

toutes e n t i è r e s , s ' i l n ' y a pas d ' a v i s cont ra i re . 

Soi t X une i n t é g r a l e de l ' é q u a t i o n (6), d é f i n i e dan* un i n t e r v a l l e * C.J. 

D ' a p r è s 5,1, l a fonc t ion inverse , x, d é f i n i e dans l ' i n t e r v a l l e J = X ( / . 

satisfait à l ' é q u a t i o n (B). 

Chois issons u n nombre a rb i t r a i r e <„ 6 i et d é s i g n o n s par X 0 , X / (=j=0), 

X„" les va leurs des fonct ions X , X ' . X" a u nombre t„; de m ê m e , posons 

T„ = XI ( = X„ € / et d é s i g n o n s par x0, r (4= 0 . J : 0 les va l eu r s des 

fonctions x, x, x, au nombre T„. L e s nombres X , ' , X , " et x , x , se ra t tachent 

mutue l lement su ivan t les fo rmules 

L e s re la t ions ex i s t an t entre les i n t é g r a l e s des é q u a t i o n s la), (A\, {b), (B) 

peuvent se d é c r i r e pa r les t h é o r è m e s suivants . 
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1. Soit 11 une intégrale de Véquation (A). Alors la fonction 

V X'« 

dé/inie dans l'intervalle i. représente l'intégrale de l'vqualion a), déterminée 
l>ar les conditions initiales cauchyemics 

u\x„) i £(X„) x„" 
l , ) " V x , ' | ' a \\x; 

En effet, la fonction u possède pour chaque / € / la dérivée p r e m i è r e et 
la seconde qui s'expriment par les formules 

u'(t) = ^r^- • X' + U X) 
V X' | 

(15 

1 

VIX' 

„»(/) = ^ X ' ' - " H i . , X , * , . 
V X ' | V X ' | 

Los fonctions U et X étant intégrales des équations (A) et (b), nous 
avons, pour chaque t € /, les relations 

L"(X> = Q(X)tf(X), 

- | X , / | = -Q(X)X"4-g(<) . 

Il résulte de ces formules 

« '(*) = ^!£1 Ç(X)X" -+• U^L [ - Ç(X)X" -+- g t 1, 
V | X ' | V | X ' 1 * ' 

et par conséquent 

«"(*) = g(0««). 

La fonction u résulte ainsi une intégrale de l'équation (a. Eu vertu des 
formules (13) et (15) cette intégrale vérifie les conditions (14). 

2. L'intégrale U considérée au théorème précédent s'exprime, dans l'in
tervalle I, au moyen de l'intégrale u, suivant la formule inverse 

(16) F ( r ) « I » * ) ] . 

V| « C D | 
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celle intégrale U est celle déterminée par les coHdilions initiales cauchyennes 

(17) 
V l i . ' 

Vl * . | - V k . | * . 

En effet, d ' a p r è s le théorème précèdent, la fonction 

V i « r n 

définie dans l ' intervalle f, représente l ' intégrale de l 'équat ion (A), déter
minée par les conditions initiales cauchyennes 

U{T,) = 

U'(T,) = 

«(*„) 

Vii.r 

vrïj ° 2vii.r*o' 

En tenant compte de ces équat ions et des formules (14) et (%), nous avons 

V I * . I V I * . I v i x « i 

u\T9) = t i .
x ; 

V|x,| 

tf'(X„) y , 1 U[X.) X„"\ 1 l X U X.) 

V J T ; 

= ÏT X . ) - 2 (X.) X 't • 
o X. 

ou bien, en définitive, 

U(T„) = U(T0), 

û '(r 0) = P(7' 0). 

I l en résul te l ' ident i té U(T)= U(T) valable dans l ' inteivalle f, c'est ce 
qui achève la démonstra t ion. 
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3. Les valeurs des intégrales en question, U, u, ef de leurs arrivées U', 
u, prises en deux nombres associés quelcowiues. T € /. t fc », remplissent tes 
équations suivantes 

U(X) = u(x) 

V | i | ' 

:U'<xAx'\-\ U ( X ) . 1 - î :=«r« ,V | i - J . * * • l . - x . 

O H Ton a posé e = sgn X,,' = sgnx„. 
On obtient ces équations en se servant des formules (13), (1(5 et de leurs 

dérivées et en tenant compte des formules ('G). 

7. Théorème sur l'existence et l'unicité des intégrales de l'équation (b). 
Nous allons démontrer le théorème fondamontal suivant : 
Soient tt€j; Xn€J, X„' (4=0), X„" des nombres arbitraires. Il existe 

précisément une intégrale X{t) de l'équation (b), définie dans un intervalle 
ouvert, i. qui satisfait aux conditions initiales cauchyennes 

x(t„) = x,, x'(tt) = x;, x\t.) = x„", 

et qui est en même temps la plus large en ce sens que, toute ttUégrale dp 
l'équation (b) vérifiant les mêmes conditions initiales, en fait partie. 

Soient U, V des intégrales arbitraires de l'équation (A), linéairement 
indépendantes, définies dans V intervalle J ; soient u, v les intégrales de 
l'équation (a), définies dans j et déterminées par les conditions initiales 

i w . . i mx.) x' 
^ - v x T V tt(0-vWÎ-X'-2-v|x;i'x/' 

] w n - J W . r , , n _ v'ix.) y , i V(Xo) x;\ 
^]-\ïx7\' v { t t ) - \ [ x 7 \ ' X t - 2 \ l X : ' x , -

finalement, soient P, p les premières amplitudes de ces couples d'intégrales. 

P=-\fUl+V, p = Vu» H - v ' . 

Alors l'intégrale X(t) en question coïncide avec la plus large inlégiale 
(unique) de l'équation différentielle du premier ordre, à variables séparées. 

o x> = *gnx;.p™, 

qui prend au nombre t„ la valeur X,. 
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DÉMONSTRATION. - Désignons par W (w) la wronskienne du couple 
ordonné d'intégrales U, V (u, v); nous avons, par conséquent. 

W = UV — U'V; w = uv' — n'v. 

En vertu des formules (18) on a la relation 

(19) w = sgn X 0 ' • W. 

11 en résulte que les intégrales u, v sont linéairement indépendantes de 
sorte que, la fonction p, définie dans l'intervalle j, est toujours positive. 

Nous remarquons que les formules (18) entraînent les relations 

(20) X,,' = sgn X; • : P(X0)P'(X,) - sgn X 0 ' • p(t^\i.) = | P'(X0) ̂ V, . 

L'équation (c) possède précisément une intégrale, X, définie dans un 
intervalle i Cj, qui prend au nombre t„ la valeur X„ et qui est la plus 
large en ce sens que, toute intégrale de l'équation (c), vérifiante la même 
condition initiale, en fait partie. Au sujet de l'intervalle * nous donnerons 
une explication plus détaillée au n° 8. L'intégrale X appartient, évidemment, 
à la classe G3. 

NOUB allons donner la démonstration du théorème ci-dessus en s'assuraut 
successivement des trois propositions suivantes : 

a) La fonction X satisfait, dans l'intervalle i, à l'équation (b) ; 
b) sont vérifiées les relations X'(,) = X„' ; X"(tn) = X„" ; 
c toute solution de l'équation (6), X, vérifiant les conditions initiales 

X « „ ) = X n ; X'(t,) = X„'; X'(<„>=-X.". f a i * P^tie de l'intégrale X. 
Nous passons à la démonstration de ces propositions. 

a) Nous avons, évidemment, pour t € /, la formule 

p(<) = : 
V | X ' | 

On en déduit facilement 

P ^ ^ X ' . - ^ l X . n . 
V | X ' | V | X ' | 

Les fonctions P, p satisfont, d'après lenr définition, aux équations 

W1 

P " ( X ) = Ç ( X ) P ( X ) - f 
P'(X) 

PV) 
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O n a donc, d ' après les fo rmules précédentes 

VI x' | V X ' | 

V | X ' | P 3 ( X ) V | X ' \ | X ' | , A ' ' 

= p « ) . [ g ( X ) X ' « - 1 x ) < i ] + p ^ ) , 

et f ina lement , en remplaçant p"(<) p a r sa v a l e u r indiquée ci-dessus, 

P(t) . [ - | I , < | + Q ( X ) X ' S - ] = 0. 

Or , l a fonc t ion p étant pos i t ive , cette fo rmu le montre b ien «pie la fonc

t ion X sat isfai t , dans l ' i n t e r v a l l e 1, a l ' équa t ion (b). 

b) O n a, pou r l(zi, les f o rmu le s 

P ' ( X ) 
X'(*) = s g n X „ . _ , 

X"( t ) = 2 [ P ( X ) P ' ( X ) - sgn X „ ' - P«)P '(0|. 

I l en résul te , d ' ap rè s (20), 

X ' « „ ) = X 0 ' ; X " ( g = X „ " 

c) S o i t X une s o l u t i o n de l ' équa t ion (b\ définie dans un i n t e rva l l e 

ïdj, vér i f ian te les cond i t i ons i n i t i a l e s X(<„) = X 0 , X'(<„) = X , , ' , X\t„) = X0". 

D ' a p r è s le théorème 6,1 les fonc t ions 

(2 i ) m = m=v™ 
V | X ' | V | X ' | 

déf inies dans l ' i n t e r v a l l e 7, sat isfont à l ' équa t ion (a) et vérifient les mOmes 

cond i t i ons i n i t i a l e s que les in tégra les u, v : 

«*<*„) = «(«.) ; » ' ( ' . ) = «'(<«) ; 

v(ta) = ; v'(tt) = t>'(<0). 

I l en résu l t e que, dans l ' i n t e r v a l l e l a fonc t ion u v fait partie de M {V\ 

et pa r conséquen t l a fonc t ion p = V u * + v' fai t par t ie de p. L o s formules (21 ) 

en t ra înent q u ' o n a, pou r tout < € / , les équa t ions 

V ' / l \ ir i ^ " ( X ) v , P * ( X ) 
X « ) = s g n X 0 _ = s g n X „ . p f ( / ) . 
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On voit que la fonction X représente , dans l ' intervalle 1, une intégrale 
de l 'équation c). Comme cette in tégra le X prend nu nombre t„ la valeur X , 
i'llo fait partie de l ' in tégra le X. 

Le théorème se trouve ainsi démontré . 

8. Le» intervalles de définition de la plus la rçe in t ég ra le X et de son 
inverse, as. 

Reprenons les notation» du n° 7 et posons, pour abréger, e = sgn X,'. 
Nous allons é tabl i r les propr ié tés des intervalles /, / , qui représentent 

les domaines d'existence de la plus large in tégrale de l ' équa t ion (c, X , 
prenant au nombre <„ € j la valeur X0€J, et de son inverse, x. 

D'ap rè s le théorème du n° 7 et les formules (18), (19), nous pouvons, 
sans restreindre la généra l i té de nos considération», particulariser les inté
grales U, V; M . v des équat ions (a), (A) de manière à satisfaire aux relations 

(22) U{X„) = 0, W = - 1 ; a (O = 0, n> = - e . 

Cela é tant , soient a ; £1 les premières phases des couples ordonnés 
d ' in tégra les u, v; U, V, s 'annulant en („, X,. Nous rappelons que la fonc
tion a (£1) est définie dans l ' intervalle j (J ; elle est, dans cel intervalle la 
seule fonction continue qui s'annule en <0 (X„) et dont les valeurs sont celles 
de convenables branches de la fonction arc tg(u(<) : v(t a r c t g ( £ f T) : V(T )). 

On se rend compte facilement que les fonctions ea, £1 sont toujours 
croissantes. Ces fonctions prennent les valeurs n, 2x,... (—n, 2n,...) préci
sément anx nombres successifs conjugués avec l„, X0 et s i tués à droit (a 
gauche) de t0, X„, dès q u ' i l y a de tels nombres dans les intervalles j , J. 
L a fonction ta. (£1) possède partout l a dérivée tct\t =\\ç,'t) £TT) = 1 : P'(T)) 
de sorte qu 'on a, pour t€j, T 6 J " , 

t T 

Nous désignons par A*, K les intervalles (ouverts formés par les valeurs -
des fonctions a, £1. Leur intersection k H K r eprésen te , manifestement, un 
intervalle ouvert contenant le nombre 0. 

a) I l est facile à montrer que, l'intervalle i (I) est l'image de Vinlervalle 

I: D K effectuée par la fonction inverse à a (£1). t0 (X ) étant en particulier 

l'image du nombre 0. 

En effet, soient 4, I les images de l ' intervalle k PI K effectuées par les 
inverses aux fonctions a, £1. Envisageons l ' équa t ion suivante 

(23) a(0 = £l(r) . 
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X é tant l ' i n t ég ra l e do l ' équat ion c), définie dans l ' i n t e r v a l l e i ot prô

nant a u nombre t„ l a v a l e u r X „ , l ' équa t ion (23 admet, pour tout t € /', l a 

so lu t ion T — X(t). O n en t ire t € /, X(t) € / et a fortiori i Ci, I C /• 

D ' a u t r e part, que lque soit t € 1, l ' équa t ion (23) admet précisément une 

s o l u t i o n T€I. L a fonct ion correspondante , T(t). définie dans i, sat isfai t , 

manifes tement , à l ' équa t ion di f férent ie l le (c) et vér i f ie l a cond i t i on i n i t i a l e 

T{t0) = X 0 ; par conséquent l a fonct ion T fait pa r t i e de l ' i n t ég ra le X. I l en 

résul te * C i, ICI-

O n a donc i = i, 1=1 conformément à la p ropos i t ion . L a remarque 

f ina le de l a p ropos i t i on est évidente . 

b) N o u s a l lons mont re r que les i n t e rva l l e s /, 1 cont iennent le même 

nombre de va l eu r s conjuguées avec les va leur s t , Xn et q u ' i l s s 'é tendent , 

dans u n c e r t a i n sens, j u s q u ' a u x ex t r émi té s des i n t e rva l l e s J, J-

I l s ' ag i t , b i e n entendu, des va l eu r s de l ' i n t e r v a l l e j {J). q u i sont conju

guées avec l a v a l e u r t0 (X„) par rappor t à l ' équa t ion différentiel le (o) (^4)) . 

P o u r p réc i se r , désignons par M , (N,) le nombre de va l eu r s de l ' i n t e r v a l l e 

(J), q u i sont conjuguées avec l a v a l e u r t0 (X„) et se t rouvent à d ro i t de 

t„ (X„) ; de môme, désignons par nt (Nt) le nombre de va leurs analogues a 

gauche de /„ ( X 0 ) . L e s nombres en ques t ion peuvent être, na ture l lement , les 

e x t r ê m e s 0, oo. F i n a l e m e n t , posons v l = M i n t n l , Nt). v = M i n n,. N,). 

= M i n ( n , , JV,), j i , = M i n ( n , , Nt). 

C e l a étant , nous a l l o n s é tab l i r l a p ropos i t ion s u i v a n t e : 

Dans le cas e = 1, les deux intervalles i, T contiennent précisément v, (v,) 

valeurs conjuguées avec tt, X„ qui sont supérieures (inférieures) à <„, Xa. Ces 

intervalles s'étendent aux extrémités des intervalles j , J dans le sens suivant : 

Ou bien l'extrémité droite fgauche) de l'intervalle t coïncide avec celle de 

l'intervalle j , ou bien l'extrémité droite (gauche) de l'intervalle J coïncide avec 

celle de l'intervalle J ; ces éventualités ne s'excluent pas mutuellement. 

Dans les cas e = — 1, les deux intervalles i, I contiennent précisément 

(i, (n,) valeurs conjuguées avec t„, X„ qui sont inférieures (supérieures a t 

et supérieures (inférieures) à X0. Ces intervalles s'étendent aux extrémités 

des intervalles j , J dans le sens suivant : Ou bien l'extrémité gauche (droite 

de l'intervalle i coïncide avec celle de l'intervalle j , ou bien l'extrémité droite 

(gauche) de l'intervalle I coincïde avec celle de l'intervalle J ; ces éventualité* 

ne s'excluent pas mutuellement. 

N o u s nous bornons à é tab l i r l a p ropos i t i on p o u r e = 1 et a d ro i t des 

nombres t„, X0 c a r les autres s i tua t ions sont ana logues . 

N o u s a l l ons d i s t i n g u e r deux cas su ivan t s que coïncident les ex t rémi tés 

droi tes des i n t e rva l l e s /«• H K, k ou b i e n ce l l e s des in t e rva l l e s /«• H Iv. K. 

I l est c l a i r que ces éventual i tés ne s ' e x c l u e n t pas mutue l lement . 

D a n s le p r e m i e r second) ca<* co ïncident les ex t r émi té s droi tes des i n l i - n a i les 

* i J (J> • ' ) • O n en t i re success ivement les conc lu s ions s u i x a n t e s : L ' i n t e r v a l l e 
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i (/) contient précisément », {Nt) valeurs conjuguées avec /„ (A'„) supér i eu res 
a t„ {X„); l ' intervalle A-H /{"contient précisément n, (JV() multiples naturels 
de n ; l ' intervalle / (*) contient préc isément n, (AT,) valeurs conjuguées avec 
X„ (tj supér ieures à X„ (<„). D'autre part on a la relation / C •/ ' C.y) <!"> 
entraine n, <. Nt (N, ̂  »,), de sorte qu'on a H , — v, (AT, =v,>. L a proposition 
à démontrer est établie. 

9. Expressions explicites pour la plus large in tégra le A' et NOII inverse, x. 
Les considérations précédentes permettent d 'é tabl i r , immédiatement , des 

expressions explicites pour la plus large intégrale X et son inverse, x. 
Nous continuons a utiliser les uotatious précédentes et nous désignons 

par a - ' , & - 1 les fonctions inverses k a, d . 
Nous avons vu que, l ' équa t ion (23) admet, pour tout t € /, la solution 

T=X(l); par conséquent cette équat ion admet aussi, pour tout T 6 / , la 
solution / = x(T). 

I l en résulte que, la plus large intégrale de l'équation (b), X, satisfaisant 
aux conditions initiales X{t„) = Xt>, X\t„, = X,,' (4=0), X"(t ) = A'„", et son 
inverse, x, s'expriment par les formules 

qui sont valables dans les intervalles i, i. Nous rappelons que, les a. «51, 
désignent les premières phases, s'annulant en t„, X„. des couples ordonnés 
d'intégrales linéairement indépendantes w, v: U, V des équations (al, (4), ces 
intégrales étant soumises à remplir les conditions initiales (18). (22j. 

10. Transformation mutuelle de deux intégrales données des équations 

I l se pose, naturellement, la question si l 'on peut transformer de la 
manière indiquée, l 'une à l 'autre, deux intégrales arbitrairement données . 
M , U, des équat ions (a), (A), en choisissant convenablement une intégrale 
X t) de l 'équation (6i. L a réponse à cette question résul te affirmative A moins 
qu'on change, au besoin, le signe d'une des intégrales u, U. On peut même 
prescrire, largement à volonté, les valeurs initiales <„€./. [Xn = ^X(t„) € J. 
Cependant, les données en question ne peuvent pas être absolument arbi
traires car, d ' ap rè s les formules de transformation elles mêmes 

X(t) = a-l[a(t)], x(T) = a >[a(T)\, 

(«)» M). 

u(t) = 
U[X(t)\ 

\\X'(t)\' 
U(T) = 

«[x T)) 

^ x T) 

les valeurs des intégrales u, U, en deux nombres associés quelconques, sont 
de môme signe ou bien s'annulent s imul tanément . 
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Nous a l lons préciser l a s i t ua t ion par le théorème s u i v . i n t : 

Soient données d'arbitraires intégrales u, U des équations («), (A) et. en 

outre, deux nombres quelconques, l„€j, X„ €./, soumis à la seule condition de 

vérifier les relations a ou bien b). a savoir 

a) u t, ) # 0 + V(X.) b i d | = 0 = U(X„). 

Il existe toujours de plus larges intégrales de l'équation [b , X. qui pren

nent en l„ la valeur X„ et transforment, dans leurs intervalles de définition, 

les intégrales u, U d'après la formule 

V[X t)] 

V X\t)\ 

Dans le cas a) il y a précisément une intégrale X qui est croissante et 

une qui est décroissante; dans le cas b) il y en a une infinité dépendant d'un 

paramètre qui sont croissantes et autant de décroissantes. 

On a désigné par i\, dans les deux cas, la quantité ± 1, d'après les 

formules 

a) * ) = s g n « ( < 0 ) t f ( X 0 ) ; 

\ sgn u'(la)U'(X0) pour les intégrales X croissantes. 

^ / — s g n u'(t0)U'{X„) pour les intégrales X décroissantes. 

D É M O N S T R A T I O N . - T o u t e in tégra le de l ' équa t ion (6 , X , s ' i l en ex i s t e , 

r emp l i t dans son i n t e r v a l l e de définit ion. », les re la t ions 

U[X{t)] 
U(t) = ï] —- , 

V| x'[t) ' 
(24) V\X{t) „ , „ . I U[Xt] X"(l 

\\X\l) 2 y X ' ( t ) \ X't) 

O n en voi t fac i lement que les fonct ions X, X', X" p rennent en t , dans 

les deux cas a), 6 , les va l eu r s 

a) X « 0 ) = A ' o ; X'(Q = tU'^: X"{t )= 2 V'£'hu[Xt)W XQ)~ tu l„ n(lj], 

(25) t

( , ) o ) 

6, X{tt) = Xt; * ' ( * . ) = • ^ ' j ^ , 

e é tant ± 1 ; dans le cas 6) l a v a l e u r X " ( ( 0 n 'es t pas dé te rminée par les 

re la t ions (24). 

S i e = + 1 (—1) l ' i n t ég ra le cor respondante , A', est nécessa i rement cro is 

sante (décroissante ca r l a fonc t ion À" est de même s ione dans toute l ' i n t e r 

v a l l e i. 
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En se rappelant de l'unicité qui subsiste, d'après lo théorèmo du n" 7, 
pour les plus larges intégrales de l'équation (b), on voit, psi•• conséquent, qui» le 
n ombre de plus larges intégrales X. satisfaisantes aux conditions du théorème 
ne surpasse pas le nombre indiqué dans ce théorème. 

Cela étant, soit maintenant X la plus large intégrale de l'équation (6 
déterminée par les conditions initiales (25) a) ou b); dans lo cas b) on prend 
pour X'\tt un nombre arbitraire. D'après le n" 7, l'intégrale X en question 
se trouve complètement déterminée. Nous désignons par / (Ç j) son inU-r-
valle do définition. 

D'après le théorème (i.l, la fonction 

V X'(t) 

définie dans l'intervalle /, représente l'intégrale de l'équalion (a) détenuin«V 
par les conditions initiales cauchycnncs 

u{t ) = 

U\X„) 1 U(XJ X"{t.) 

" (' j-vir(0 l , ) " a
 vr ( i . ) xv,)-

Or, en substituant dans ces formules les valeurs X (t„), X'\ln) correspon
dantes (25), on obtient, dans les deux cas a), b , 

u(t0) = T] • u(l,), û'(l,) = r, • u\t„ ). 

Par conséquent on a toujours, pour t € /. la relation 

ut = T) • u(t, 

c'est ce qui achève la démonstration. 

Il paraît utile de souligner que la possibilité de transformer, de la façon 
considérée, deux intégrales données n, U, par les intégrales A' de l'équa
tion (b), ne concerne pas les intégrales u, l' toutes entières, mais seulement 
leurs pièces, dont les intervalles de définition possèdent le même nombre 
de valeurs conjuguées avec t„, A 0 , conformément a\ec le théorème du n° 8 b). 
Ainsi p. ex., toute intégrale d'une équation différentielle linéaire du second 
ordre, possédant vers les deux extrémités de son intervalle de définition une 
infinité de racines, peut être transformée d'une infinité de manières considérées 
dépendant d'un paramètre (X,) à la funelwn sinus ou bien cosinus dans 
V intervalle (— oo, + oo). 
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11. Transformation des do'ri ïées du premier ordre des i n t é g r a l e s des 

é q u a t i o n s ( « ) , (A). 

On peut appliquer la théor ie p r é c é d e n t e il transformer les d é r i v é e s (du 

premier ordre) des in tégra le s d'une é q u a t i o n (a\ {A) aux i n t é g r a l e s ou bien 

aux d é r i v é e s des in tégra l e s de l'autre é q u a t i o n . 

Supposons que les fonctions q, Q soient toujours d i f f érentes de zéro et 

p o s s è d e n t partout les d é r i v é e s continues du second ordre. 

Posons, pour l€J, T€J, 

q,(t) = q(t>+V\q(D\ 
1 

Ç,(T) = <XT) V\Q(T)\ 
1 

\\Q(T) [\\q(t)\ 

et envisageons les é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s 

(a,) y" = 3,(%, Y'=Q,{T)Y, (A{) 

d é f i n i e s , manifestement, dans les intervalles J, J. 

On se rend compte facilement que, pour toutes in tégra l e s u t), U(T) des 

é q u a t i o n s (a), (il), les fonctions 

M i ( < ) = U t ( T ) = um 

sont des i n t é g r a l e s des é q u a t i o n s (a,), (At). 

Par c o n s é q u e n t , la théor ie p r é c é d e n t e , a p p l i q u é e aux é q u a t i o n s (a,), (A) 

et (a,). (A,) r e p r é s e n t e une théor ie de transformations des i n t é g r a l e s et des 

d é r i v é e s des in tégra le s de l ' é q u a t i o n (A) aux d é r i v é e s des i n t é g r a l e s de 

l ' é q u a t i o n (a). Les formules de transformation sont de la forme 

u'tt - v û m i u m _ , / g«) | U'[x,(t)) 

X,(i) et X,(t) é tant solutions des é q u a t i o n s du t r o i s i è m e ordre 

- , Xt, t> -t- Q X, )*? = «,(*), - i X„ t ! 4- Qt{Xt)X* = q,{t). 

Ainsi p. ex., les formules exprimant les d é r i v é e s des dispersions centra

les des d i f f érentes e s p è c e s (4), apparaissent, en relation avec la t h é o r i e pré

c é d e n t e , comme formules de transformation des in tégra l e s et des d é r i v é e s 

des i n t é g r a l e s d'une é q u a t i o n d i f f érent i e l l e l i n é a i r e du second ordre en elles 

m ô m e s . 

(*) O. BORÛVKA, loc. cit., p. 210-211. 
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