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Sénminaire DUBREIL=-PISOT 22--01
(Algébre et Théorie des nombres)
l4e annde, 1960/6i, n°® 22 3 mai 1961

TRANSFORIATIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELIES LI{RATRES
L Y
DU DEUXIEME CRDRE

o
par Otukar BCRUVKA

le = Les équations différentielles linéaires ordinaires du deuxiéme ordre
dans le domaine réel ont été étudides, depuis 1'époque de STURM, par de nom-
breux auteurse Surtout dans ces dernieéres dizaines d'années, la théorie en quesm
tion a fait de grands progrése On s'est occupé & fond des propriétés d'oscile
lation, du comportenent asymptotique des intégrales, de problémes aux limites,
de solutions périodiques, etce Cependant une partie importante de la théorie cone
siderée, & savoir celle des transformations des équations differentielles en
question, restait toujours ouvertes Le but de la présente conférence est de don=
ner un apergu d'une théorie récente des transformations en question, théorie qui
présente, me semble=t=il, quelque intérBt tant au point de vue de lag variété des
résultats obteaus, que pour ses nombreuses epplicationse

2¢ = L'origine de la théorie des transformations considérées remonte, préci-
sément & 1'époque de STURM, & 1'illustre géometre allemand E. Ee KUMER. Dans son
Mémoire en latin "De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis",
inséré en 1834 dans un programme de cours & ILiegnitz et republié en 1887 dans le
Journal de Crelle (1), KUIMER s'occupe du probleme suiveant ¢

Ztant donnees deux équations différentielles du second ordre
(a) y"+ p(t) ¥+ qlt) y=0
(4) e P(T) ¥+ Q(T) Y=0

il s'agit de trouver des fonctions w(t) , X(t) de mani®re que, pour toute inté=
grale Y de 1'équation (R), par exemple, la fonction composée

y(t) = w(t) Y[X(t)]

1 . .-
(7) Journal ffir die reine und angewandte liathematik, te 100, 1887, pa 1=9.
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soit une intégrale de 1'équation (a)e En d'autres t ermes, il s'agit de transfor-
mer, les unes dens les eutres, de la meniére indiquée ci-deseus, les intégrales
des équations (a) , (&)

A la base de ce probléme de transformation, KUilER développe une théorie gravi-
tant autour dtune cerisine équation différentielle nomelinéaire du troisiéme or—

dre, et indique d'intéressantes applications de ses résultatse

La théorie de KUMER a trouvé diverses extensions au cours du XIXe siecle,
surtout dans le domaine des equations linéaires ordinaires d'ordres supérieurse
Cependent, les resisonnements originaux de KUi2ER n'ont pas eté approfondis de
maniére & former une théorie satisfaisante du point de vue modernees C'est 13,
probablement, la reison pour laquelle la théorie des trensformastions en question
ne se trouve pas dans les livres w®me les plus reécents s'occupant de des ques~
tions, bien que la nature de aombreux problémes classiques et modernes dans ce
domaine laisse prévoir son inmportances Les raisonnements de KUMMER repodgent sur
les seuls procédés de différentiation et sur certaines opérations algébriques,
tandis que les questions plus profondes d'intdgration, surtout les théorémes
précis concernant 1l'existence et 1'unicité des intégrales de 1*'équation du troi-
sitme ordre mentionnéc plus haut, y sont entiérement négligdese Voild les pro=
blémes de départ dont doit s'occuper toute révision moderne de la thdéorie de KUMMER
pour qu'on puisse en attendre un progrés essentiel de la théorie des transforma=

tions considéréee

I1 s'agit, dans le suite, de mati®res concernant le domaine réel et de caractére

globale Nous supposons les équations (&) , (4) de la forme

(a) M=aqlt) y

(4) ™ =Q(T) Y

ce qui ne restreint pas la généralité et comporte quend mPme certaines simplifi-
cationse Nous supposons que les coefficients q 4, Q@ sont des fonctions continues
dens les intervalles ouverts j= (a, b)), J= (A, B), lescas a, &= = o,
b, B= » n'étant pas excluse

3¢ = Du point de vue de la théorie considérée il paralt utile de distinguer
les équations différentielles linéaires (a) d'aprés le nombre de zéros de leurs
intégralese
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L'équation (a) cst dite du type (m) , pour un nombre naturel m(> 1) quelcon-
que, si clle admet des intégrales s'annulant dans 1'intervalle J précisément
n fois, mais si elle n'en admet pas qui s'annulent m+ 1 foise

Si m=1, 1'équation (a) n'adnet pas, dans 1'intervalle j , de nombres conw
jugucs (%)

Si m>2, clle en admete Dans cc cas, il y a dans 1l'intervalle J deux sui-
tes privilégides formées chacune de m - 1 nombres mutucller.nt conjugués,

suites, dont 1'une, constamment croissante, a; < &, < ese <a_, s'eppelle la

suite fondamentale & gauche, 1'autre, constamment décroissante,

b > b 5 > e >>bim+1 s'appelle lez suite fordamentale & droitee Le nombre 8

représente le plus zr.nd noubre dans j pour lequel il n'y a pas de valeurs cone
juguées & gauche, le nombre b ; & son tour est le plus petit nombre dans
pour lequel il n'y a pas de valeurs conjugudes & droitee On a toujours les iné=
galités suivantes ¢

a<b-m+1$8.l <b_m2$a2<b—m3 683 < see

Sapy <bp S, <b,y Say <b .

Dans ces formules ou bien tous les signes = sont valables, dc sorte quc les
deux suites fondanmentales de nombres conjugués coincident, et alors 1'équation (=)
s'appellc spécialc j ou bien aucun signe = n'est valable, de sorte que les deux
suites ea question sont différentes l'unc de 1'autre, et alors 1'équation (a)

stappelle générale ou bien non-spécialee

A cBté des équations de type fini, dont nous venons de parler, on distinguc
trois espéces d'équations de type infini, suivant que la vcule extrémité geuche

ou la seulz extrémité droite ou bien les deux extrémités de 1l'intervalle j sont
des points d'accumulation des zéros des intégrales de 1l'équation correspondantes

Remarquons que, grice & la théorie des trunsformations, on est arrivé & déterw
miner toutes les équations (a) qui sont d'un type fini ou infini quelconque,
donné d'avancee

(2) Rappelons qu'on appellc conjugués deux nombres a' , b' € j (a' £ b')
s'il cxiste des intégrales de 1'Véquction (a) qui st'annulent simultandment en a'
et b'o
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44 = Cela étant, nous allons cowencer par indiquer, rapidement, un procédé
qui peralt ouvrir la voiec la plus directe et en m@me temps la plus simple & la
théorie en questione Pour éviter dés le coumcncement certains cas exceptionnels,
nous supposons que les équations (a) , (4) sont de types (2) au moins, de sorte
cue toute integrale de chacune de ces équations posséde au moins un zéroe

Scient r 4 R les espaces linéaires for.adés des intégrales des équations
(a) 4 (A)« Hous choisissons & volonté, dans chacun de ces cspaces, une basc
u,ver, U, VeR, clestud~dire yn couple ordonné d'intégrales linéairement
indépendantes, u, v ot U, V des équations (a) , (&) ; nous désignons par
w o W les wronskiens correspondants, w= uv® = u'v, W= U' « U'V o Au moyen
de ccs bases nous définissons uane correspondcnec linéaire entrc les espaces
¥, R, en associant l'une & 1'autre deux intégrales quelconqucs ye r, Y e R,
formées avec les mlmes coordonnées constcnies, Y1 » Y2 par repport aux bases
en question s y=y u+y, v, Y=y Usy, Vo Far le fonction y > Y se
trouve definie une application p de l'espace r sur l'espace R 8 le nombre
T= % s'appelle la caractéristique de 1'application p « De mdme, par la fonce

tion Y »y se trouve définic unc applicetion P de l'espace R sur r 3 la
caractéristique T = -:-i- o Les gpplications p , P sont évidewmrent inverses 1'une
de 1'autro ot leurs caractéristiques possédent la mdme propridté ¢ =1 .

Nous exprimons les bases u, vy, U, V en coordonnées polaires, en termes
de leurs amplitudes

o(t) =\/1J.2(t) " va(t‘) ,  B(T) =\/u’°~(r) + V(T)

et de certaines phases o(t) , A(T) « Remarquons qu'il v a pour chaque base u s V
et U, V précisément un systéme déuombrable de phases qui différent 1'une de
1'autre par des multiples entiers de =t .. Les phases a , L de chaque systéme
sont définies per la propriété d'8trc des fonctions continues dans 1'intervalle

j oubien J et d'y satisfaire, & 1'exception des zéros des intégrales v , V

aux équations suiventes

tg a(t) = %g%- ’ tg L(T) = g{%— o

Or, d'aprés notre supposition, chacune des intégrales u, U posséde au moins

un zéro, to €j, '1‘0 € J « Il existe précisément une phase a pour la base

4§ v et précisément ume L pour la base Uy V, qui satisfutb aux retations
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a(to) = L(To) = 0 « Ce sont précisément ces phases @, L vérifient les relations
en question que nous choisissons dans la suitce Nous avons alors les formules

u(t) = gp(t) sin a(t) , v(t) = ep(t) cos a(t)
(1) U(T) = EP(T) sin i(T) , V(T) = EP(T) cos L(T)
(ey E=Z1; €= sgn v(to) s E=sm V(To)) ,

ct nous voyons que deux intégrales correspondantes quelconques y , Y s'expri-

ment par les formules suivantes
(2) y(t) = ek p(t) sinfa(t) + k], ¥(T) = Bk, H(T) sin[A(T) + k,]

les k; 5 k, ctent des constantes arbitrairese Ljoutons, que les fonctions

pg @,y do mBme que les P, L, sont liées suivant les formules

(3) 1(t) = o, LH(T) = .
R 1o (1)

Considérong alors 1!'équation

(4) oft) = A(T) .

Cette équation est vérifiée, évidemment, par lecs valeurs tyed, T, eJ . Fuis-
que chaque phase a 4 L va constamment en croissant ou cn déecroissant, il existe

m

précisément unc fonction T = X(t) , définie dans un voisinage i c j de tg
qui prend pour t = tg le valeur T0 et satisfait identiquement, dans 1'inter-
valle 1, & 1l'équation (4) ;3 nous avons en vue le plus largc intervalle i
jouissant de cctte propriétée De méme, il existe précisément une fonction

t = x(®) , définic dans un voisinage I cJ de Tg » qui prend pour T= T, 1la
valeur t, et virifie identiquement, dans I, 1l'équation (4) ;3 I designe le
plus large invervalle ayant le dite propriétée L'intervalle I représente,
évideament, 1'casemble des valeurs Ge la fonction X dans 1l'intervelle i,
I=X(i) 5 et on a de mdme, i= x(I) « On voit que les fonctions X , x sont

inverses 1'unc de 1l'autre, et s'expriment par les formules

X(t) = &M a(t)], x(D) = CUAT] .



Finalement, on st agsure que cea fonctions agppartiennent & la classe 03 et
satisfont aux équations différentieclles nonelinéaires du troisiéme ordre

(b) ~X, t}+ QX) X2 = q(t) ,
(B) -{x, T} + q(x) J°c2 = Q(T) y

les {X, t}, {x, T} &tant les dérivées schwarzienncs des fonctions X , x

aux points t , T ¢

2 1) .#2
fx, ¢}= Ll X008 3, XU () fx, T}e by 2, X(T)
P 2 e x%(t) ’ * T T R

Ljoutons, que les équations (b) , (B) peuvent 8tre reuplacées per 1'équation
unique sulvante

" r' 1 [ X J .
zlr(xt%g)‘) + Q(X) X*(t) = zlr(ﬁ) + qx) %(71) y

les valeurs t , T étant lides 1'unc & 1'eutre par los formules T = X(t) € I,
t=x(T) e i,

Cela 4tant, revenons eux forrmles (2)e Nous voyons que les intégrales y , Y
se transforment 1'une dans 1'autre, moyennant des fonctions x , X , d'apres les
formules

y(t) = el x(9)],  uD = Berfou ylx(n]

qui, & lour tour, peuvent Stre mises, ¢'aprés les formmles (3), (4), sous la
forme

4 __ —_—
> \/|G| y(t) = B 4\/|t|—-——-———-Y[X(t)]

G aO T

4 4
B Vel ¥(1) = & Vg2
VIEDT

Pour siplifier ces4forrmles orions les integrales y 4 ¥ en les multiniinnl
par locs quantités e V|G| , E V|z| , et consorvons pour les intégreles normdes
les mBues notations y , Y « Les formules ci-dcs us sont alors
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_ Ix(t)]
y(t) o7

(1) = ylx(T)] ’

VIX(T)I

ct elles peuvent 8tre remplacédcs par la relation syuctricu. suivante

4 4

(5) Vit (8)] y(t) = VIT)| (D) ;

les cuentités t , T dintervenant dcas cette relation sont, n.turcllcement, leos
valeurs des fonctions X , x définies plus heut, t=x(T) ei, T=X(t) €I.

Pour termincr ces considérations il reste seuloment & préciser la position des
intervalles 1, I dans les intervalles j , J§ 1 et I sont, rappelons-lec
les intervales de ddéfinition des fonctions X , x « Sans cntrer dans les details,
nous nous contentons de remarqucr que la position des intervallcs i 4 I dans les
intervallcs j , J dépend des relations existant entre les quantités

¢y = lim oft) , e, = lim oft) C, = Um L(T) , Oy = lim &(T) .
tat t-b= Tl T-+B=

On domontre gue les intervelles i, I s'etondent toujours, dans un certein
sons, jusqu'aux extrémitcs des intervalles J , J o Ln particulier, dans le cas
c]_:Cl,
mBme temps, les intervalles I, J , sont identiquese

¢, = 6, oublen ¢ =0C,, e¢,=0; , los intervalles 1, j ot, en

Nous sowacs arrivés au résultat suivant ¢

Etant donnde une correspondance linéaire cntre les cspaces r , R, il oxiste
des fonctions mutuellement inverses, T = X(t) , t= x(t) , dcfinics dans certains
intervalles (les plus larges) icj, I cJ, qui jouissent dec la propriété que
doux intcgreles corrcspondantes cuelconques des cquations (a) , (L), convorable-
ment normées, y €r, Y € R, se trnsforment 1'unc dans 1'eutre, dans les
iatervalles i, I suivent la forrmle (5). Les fonctions X , x sont défi.ics
par la rilation a(t) = &(T) , @, < étent des phascs convencbles des équations
(a) 5 (L), ot satisfont aux {qu~tions non-linlaires du troisidmc ordre (b) , (3 ¢
loeurs intervolles de defination, i, I, s'étendent toujours, dans un certain
sons du mot, aux oxtrcmités des intervalles Jj 4 J et peuvent se confondre, dans

des ces pearticuliers, avec ces dernierse
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Nous avons cncore & compldter nos résultats par la remarque que, inverscmeri,
pour toutes les fonctions w(t) , X(t) satisfaisant eu problémc de KUIIER, il
existe toujours une correspondanco lindairc entre les espaces r 4 R qui déte.=
mine ces fonctions de la maniére indiquée ci-dossus, & 1'.ido de phases convenalios
o, L des équations (a) , (&)

5e¢ = Nous nous trouvons meintcnant au cocur de lg thiorie des transforma
tions considérécs, en face de plusieurs problémes sérieux qui concernent sur -
tout lc rdle des équations non-linéaires du troisiéme ordrc (b) , (B) dans 1la
théorie on question. On g, & ce sujety, les résultats sulvants, valebles pour
toutes les équations (a) 4 (&) (non seulement pour celles do type (2)) ¢

Pour chaque solution X(t) de 1!'équation (b), la fonction inverse x(T) rec-
présente une solution de 1'équation (B) 3 inversement, pour cheque solution

x(T) de 1'équation (B), la fonction inverse X(t) constitue unc solution de
1% équation (b)e

Pour chague intégrele Y(T) de 1'équation (L), et chaque solution X(t) de
1' équation (b), la fonction composée

représente une iatégrale de 1'équation (a) 3 en mdae temps on a la foruule
inversc 3

¥(T) = y[x(T)]

vIED]

x(T) étant la fonction inverse de X(t) o On a des resultets analogues pour
chaque intégrale y(t) de 1'éguation (af, et chaque solution =x(T) de 1'éque~
tion (B) °

Le théoréme suivant sur 1'existencc ot ".‘uaicite des solutions de 1{équation
(b) joue un rdle important

Soient toej, Xy€J, Xi (#0), X} dcs nombres arbitrairess Il existe
précisément unc intégralc X(t) dc 1'éuation (b), définie dans vn intervalle

ouvert i , qui sabisfait eaux conditions initicles de Cauchy

X(to) = X5 Xt (to) = X'o , X"(to) = X3 R
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et qui est en mlme temps la plus lar-e en ce sengs que toutc intégrale we 1'équa—

tion (b), vérifiant les mlmes conditions initiales, en fei% partice L'intégrale
X(t) ot la fonction inverse =x(T) s'expriment par los formules

X(8) = &Malt)],  x(D) = o[L(T)] ,

les o, 4 ebant les phases s'annulant en t5, X5, formées de couples d'inté-

grales convenables decs ¢quations (a) 4 (4)e

be = Un autre complexe dc questions concernant le théoric considérée s'at-

tache aux transformations appelées complétese

Nous avons vu que, dans certaines conditions d'dégalitc existant ontre les
quentités ¢y 4 e, et C; 4 G, mentionnées plus haut, les fonctions X, x,
solutions de 1'équation a(t) = 4(T) , existent dans los intorvalles (i=) j,
(I=) J ecntiers, de sorte quc les intégralcs y 4 Y sc transforment 1'une dans
1'autrc suivant la formule (5), non seulcment deas cortains voisineges i, I
des valours initiales ty, Ty, mais dans touto leur étonduce Nous appolons com-
plétes los solutions X , x jouissant do la ditc propriété, ot désignons pcr lc
mdmc nom los trensformations des cquations (a) , (i) réalisdcs, =zu scns de la
formule (5), par les transformations complétes X , X o

Dans la suite nous nous bornons eu cas, oi los équations (a) , (L) sont de types

finis >2 o«

Voici d'ebord les résultats fondamcntaux concernant 1'cxistonce et la généralitéd

des transforrations completes en question ¢

Los conditions nlcessaires ot suffisantos pour que les Jquetions (a) , (4) de
types finis, cdmottcent dos points conjuguds, soient cowplétement transformables
1'unc dens 1fautre consistent en ccei que les dquations on qucstion soicnt du

mluac type ¢t toutcs les deux non-spéeciales ou toutes les deux spdeialcss

51 ces conditions sont vérifides, il existe toujours Ces solutionsg; couplétes
constamment croigsantes i cn mBme temps d'cutres constamment décroissantes X(t) ‘
ds 1'équation (b), qui réalisent la transformastion et qui prennent, pour un
nombre 1ty € j cholsl arbitrairement, une valeur T,€ J donaée d'avance ; cette
veleur T, peut 8tre prise dans l'intervalle J , dans une certaine mesure, arbi-

trairemente
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On obtient toutes les solutions complétes constemment croissantes et de mBme
toutes celles qui sont constamment décroissantes, X(t) , en choisissant & vo~
lonté une phese do 1'déquation (4) par exemple A(T) , s'annulant en Tg» et en
prenant les difforentes phases a(t) de 1'équation (a), s'anaulant en ty et
vérifiant les conditions d'égalité entre les quantités c; 4 ¢, et G , G,
mentionnées plus haute Les solutioas en question scnt elors donndes par la for-

mile 3§
X(t) = S [a(t)] .

Dans le cas des équations (a) 4 {A) non-spéciales il existe, en comme, une
famille de ool solutions corplétes de 1'cquation (b) conctamment croissantes
et autant de sclutions complotes constamment décroissantess Si, par contre, les
équations (a) 4 (4) sont spéciales, il existe, en soime, une famille de
solutions complétes de 1'équation (b) constamment croissantes et, de mBme, une
famille de la m8me puissance de solutions constamment décroissantese

On peut m®me aller plus loin et analyser la structure de 1l'ensemble formé par
toutes les solutions coupldtes de 1'équation (b).

Nous venons d'indiquer que les solutions complites de 1!dquation (b) dépendent
d'un ou de deux paraméires, suivant que les équations (a) , (A) sont générales ou
spécialese Cette diffdérence exerce, neturellement, son influence sur la structure
de 1'ensemble des solutions complétes en questione En tout cas 1l'ensemble des so-
lutions compldtes de 1'équation (b) se compose de deux farilles &, T, dout
1'une, ¥ , est formée de fonctions constamnent croissantes, 1l'autre, T , de

fonction: constan.ent décroissantese

En ce qui concerne 1'analyse de la structure de 1l'ensemble des »olutions come
plétes nous nous bornons, pour rester dans les grandes lignes, au cas général,
c'est-d-dire au cas der (quations (a) , (A) non-spécizless Nous avons dit que,

- —_ o 1 o
dans ces cas, chaque famille WM, T contient o de solutions complétese

Or, dens ce cas, toute fonction X € M passe par les 2(m =~ 1) points fixes
(a,v ’ Av) ’ (‘.J_v ) B_N) et toute fonction X € M par les points
(a.v, B""‘V)‘.(b"‘".’, AV); v:l’oo.,m-loles a.v,b__v et AV,B-\,
désignent les membres des suites fondamentales correspondantcs de points conjue~
guése Les courbes représentéss par les différentes fonctions X el , X e ge

trouvent situdes dans certains domaines, D, T, formés des points fixes en
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queation et des intérieurs de certains domaineg rectangulaires ayant leurs some
mets en ces points et en d'autres points qui sont encore déterminés par les meme
Lres des suites fondamentales de points conjuguése Les courbes er question recou=
vrent les domaines D, D entiéremecnte

Chaque ensemble M, T admet une loi &'ordination & 1'aide de valcurs de ses
¢léments de telle fagon qu'il est semblable & 1l'ensemble des nombres positifs
ordonnés par vileurs croissantese Il y a, par conséquent, dans ces ensembles
M, M des sous-ensembles dénombrables qui sont denses en ouxe Si toutes les inw
tégrales de 1l'equation (A) sont bornées, chaque fonction X € Mou X €W peut
Btre approchée, dans 1l'intervalle j , par des élénents d'un des sous~-cnsembles
dénombrables en question, avec une approximation arbitrzirecment données

7e = Pour indiquer une spplication de cette thdéorie nous allons déterminer
toutes les équations (a) d'un type fini (m), m > 2 , quelconqgues

Soit alors m >2 un nombre naturel quelconques

On voit alsement que, 1'équation

(4) "o w Y ’

'- o ' V d
prise dans 1l'intervalle J= (0, m - '2' n) ou bien J'= (0, mn) est précisément
du type {m) , non-spéciale dans le premier cas ot spécialc dans 1'eutres

Or, soit (a) une équation non-spiciale du type (n) o D'apréc la theorie ci-
dessus, les nquations (a) , (A) pouvent 8tre trensforndes complétement 1'une dans
1'autres Il existe, par consequent, une fonction X(t) constamment croissante,
définie par une cxpression de la forme X(t) = A"l[a(t)] s qui réalise uae eppli=
cntion de 1l'intervalle j sur l'intervelle J et satisfait, par conséquent,

gux conditionsg

(1) lin X(t) = 0, Lin X(t) = m =~ 5 7

Tt t b

en représcntant, en mlme teups, un. solution de 1'équation (b) ¢
2 12
(2) at) = ~{X, t}=x(t) .

Inversement, si 1'on prend une fonction arbitraire X(t) telle que, dans 1'in-
tervalle j ,
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10 sont valables les formules (1),
20 X1(t) >0,
3° X(t) € G5,

et quton forme la fonction q(t) d'aprdés la formule {2), & 1'aide de la fonc-
tion X(t) , alors 1l'équation (a) correspondante est préciséucnt du type (m)
En effety, la fonction Y(T) = k; sin(T + kz) étant 1'intégrale générale de
1'équation (&), la fonction composée
ky sin[X(t) + k,]

VXt (%)

y(t) =

représente 1'intégrale générale de 1'équation (a)s On voit aisément, en sc
servant des propriétés 1°, 2° mentionnées ci=dessus, que cettoc intégrale ¥y
entraine des intégrales particulidres s'annulant, dans ltintervalle Jj , préci
sément m = L fois et d'autres qui s'annulent précisément m foise

On arrive ainsi au théoréme suivant ¢

Pour que 1'équation (a) soit du type (m) , m >2 , et non-spéciale, il faut

et il suffit que la fonction q puisse &tre mise sous la forme

a(t) = = {X, t} =xt%

X e 03 étent une fonction qui vérifie les relsations

LnX(t) = 0, LmX(t)=(m-mg) n, X(t) >0 .
taat tsbe

Un resultat analogue 2 lisu s'il s'agit de 1'équation (a) spéeiale 3 Dans ce
cas la fonction X € 03 esct assujettie & verifier les relations

limX(t) = 0, linX(t) =mtr , X'(t) >0 .
toat t b

8e = Les résultats précédents s'appliquent, manifestement aussi, s'il
s'agit de transformer une équation différentielle du deuxidme ordre (a) en elle
méme. Je me permettrai de donner un bref apergu d'unc théorie & ce sujet, cette
fois dans le cas o) 1'équation {a) est osclllatoire, c'est-d=~dire de type ir i,
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et joult de la propriété que ses intégrales possedent, vers les deux extrémités
de 1'intervalle j , wne infinité de zérose Pour fixer les iddes, je suppose que
1tintervalle j soit l'intervalle J = (= o, x) o Le cas en question va nous
donner 1'occasion de rappeler unc théorie assez étendue, dite "théorie de dis-
persions", dans laquclle apparaissent de nouveaux éliments de nature algébriques
Cela étant, supposons que la fonction g soit continue dans 1l'intervalle
j= (m», ) et quec ses intégrales soient oscillatoires de maniére i avoir vers
les deux extrémités de l'intervalle j une infinité de zérose. Pour quelques
circonstances qui se présenteront au cours de nos considérations, il est utile
de supposer davantage, .c'est-d~dire que la fonction q est toujours négative.
Cette supposition supplémentaire n'est pas nécessaire, bicn cntondu, s'il s'agit
seulement de transformations de 1'équation (a) en elle mBme.

Soit t € j un nombre arbitraire et soit ¥ ou v une intégrale de 1'équa~
tion (a) qui s'ennule ou dont la dérivée s'annule en t o Soit n=1, 2, ses,
et désignons par

9 (t) ou ¢ (t) le n-idme zéro de 1'intéprale u qui sult ou qui précéde

le zéro t ;

wh(t) ou m_n(t) le n-iéme ®éro de la fonction v' qui suit ou qui précéde

le géro t }

Xy(t) ou x_n(t) le n-idme zéro de la fonction u' qui suit ou qui précéde
le nombre t

wn(t) ou wLn(t) le n-idme zéro de 1l'intégrale v qui suit ou qui préecéde
le nombre t e

Soit v=41, +2, «ee o Nous appelons la fonction Py, 9 ¢5 s X, s W, la
dispersion centrale de premiére, seconde, troisi®me, quatriéme cspece d'indice

Vv , et en particulier, la fonction @; , Y; » Xy s @ la dispersion centrale
fondamentale de 1'espéce correspondantes Ces définitions ne dépendent manifectc-

ment pas du choix particulier des intégrales u et v o La dénomination "dis~
persions” est justifide par ceci, que les fonctions correspondantes décrivent,
en auelque sorte, la dispersion des zéros des intégrales de 1'équntion (2) et de
leurs dérivées ¢ l'attribut "centrales" sera justifié, au moins d.ns le cas de
dispersions de premiére espéce, par nos considérations ultéricuress

Los dispersions centrales que nous venons de définir sont accessibles & une
analyse détaillée et joulssent de remarquables propriétés. Nous nous contenterons
d'en indiquer quelquecs-unes ¢
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Les dispersions centrales de preciére especey auxquelles on sjoute la fonction
?o(t) = t 4 forment un groupe cyclique infini qui est engendrd par la dispersion
centrale fondamentale ¢, et dont 14 é1ément-unité est 1Y identitd wo(t) =% 3
les dispersions centrales de premiérc espéce d'indices pairs forment un sous—-groupe

dans le groupe en questione On a des rcsultats analogucs en ce qui concerne les

dispersions contrales de seconde espécee

Toutes les dispersions centrslos possédent partout des dérivées continues du
premier ordre qui s'expriment por des formulos simples et 4ligantese O a par
exemple pouxr toute dispersion centrale de premiére espéce, ¢ o et pour toute
dispersion centrale de troisiéme espéce, X , les formules suivantes, dans les-
quelles u désigne n'importe quelle intégrale de 1'équation (2)

A 2
o) = S0 o iy Lo, 0(0) = =2 pour w(t) =0
u”(t) u' “[o(t) ]

(1)

1) = -t 87 Tx(8)]

1 ur®(t)

- X CEN] uz[x(t):' pour u(t) = O s

X' (t) =

Ces formules entrainent que chaque dispersion cecntrale de premiére espéce appar—
tient & la classe QB o Flus générelcment, si la fonction q appartient & la
classe C_ (k= 0, 1, ies) , toutes les dispersions centrales de premiére
espéce appartiennent 3 la classe Gk§3 et les dispersions ccntreles d'espéces

plus elevées & la classe Ck:_'.1 .

Les valeurs dcs derivées des dispersions centralcs fondauentales peuvent s!ex—

primer & 1'aide de valeurs de la fonction q ¢ On a par excmple lcs formules

q(t,) a(t, )
(P'(t)=-q-(-%y: x'(t)=m ’

les quentités t, , ty vérifiant les inégalités

t <t; <x(t) <ty < o{t) .
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Ces résultats conduisont & des théorémes rcmarquablcs au sujet de fonctions
composéoss On démontre, par exemple, le théoréme suivant @

Soit q une fonction continue dans 1'intervalle (= o, «) , qui est tou=

jours négative et telle que 1'équation y" = q(t) y soit oscillatoiree Dans

ces conditions, il existe deux fonctions X(t) , Y(t) , definies dans 1'intor-
valle (= 4 ©) , qui satZsfont aux indgalitis t <X(t) <¥(t) ct joulssont

de la propriété que la fonction composée q[X(t)] ¢ q[¥(t)] posséde partout une
dérivéc continue du deuxiéme ordre. Si la fonction q est constamment croissante,

ou bien constamment décroissante, alors leg fonctions X 4 Y sont clles-mbmes

continuess

Or rovenons aux transformations de 1!équation (a) en ello-mlmes La liaison
chtre la théoric de ces transformations et celle des dispcrsions centralcs cons—
titue la premidre formule (1) ci~dessus, qui cxprime le dérivée do la dispersion
dentrale de premidre espéce et d'indice v(= 0, * 1, ues)

2
u [y (t)]
ol (t) = uzzjt) (u(t) £ 0) .
On en tire la formule
u[o (t
(2) (-. 1)v u(t) = M ’

v
V! (%)

valable pour toute valeur t € (= =, ©) o Nous voyons que chaque intégrale u
de 1'équation (a) sc transforme, complétomont, & l'aide de toute dispersion
centrale de premiérc espéce, (pv(t) s on elle~mBme, au sens de la formule (2);
On trouve ainsi uno solution particuliere du probléme primitif de Kummer dans
le cas spécial de transformation d'une équation (a) en c1lo-mme, solution don-
née par les fonctions

w(t) = 1 ¢ VoI(®) , X(t) = ¢.(t) .

v

I1 en résulte, que toute dispersion centrale dec premidre espéce satisfait 2

1'équation non-linéairec du troisiéme ordre

(5) ~{x, t}+q(x) 2% = qt) ,
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qui ost, naturcllement, un cas particulier de 1'équation (b) ou (B) considérée
plus haute L'équation (b) peut &tre mise sous la forme symétrique suivante

zlr(xv%w) v a(B) T (8) = -i-(-};i%)—)"-» A 2D,

oxr 1'on a utilisé les notations usucllese

Conformément au thdoréme général sur l'existence et 1l'unicitd de solutions de
1! équation (b), il cxiste précisément une solution X de 1'équation (b), défi-
nie dans 1'intervalle (=~ o, «) , qui déterminde par les vclours initiales doa-
nées arbitrairement s t,, X,=X(ty) , Xp=X"(ty) (£ 0), Xp=23X"(t,) .
Toutc solution X +trsnsforme chaque intigrale u(t) de 1'équation (a) dans une
intégrale v(t) de la mlme équation suivant la formule v(t) = u[X(%)] 3 VTXT?EF:
et on obtient de cettc fagon toutes les transformations cn questione On démone
tre quo toutes les solutions X de 1'équation (b), définies dans 1'intervalle
(= @4y ) 4 forment un groups contimu & dépendant de trois paramdtres.

Ies solutions X peuvent 8tre obtenucs par un procédé constructif fondé sur la
considération des correspondances linédaires dans l'espace lindaire formé des
intégrales de 1'équation (a)e Nous n'insisterons pas sur cec sujet afin de pouvrir
dire encore quelques mots sur la structure zlgébrique du groupe G , c'eost=di-dirs,

répétons-le, du groupe continu & trois paramétres, formé des solutions X de

1'équation (D), definies dans 1'intervallo (= ©, ©)

On démontre que toutes les solutions X de 1'éoustion (D) constamment crois-
q )]

santes forment un sous~groupc invariant P dans 1o groupe G, sous-groups

d'indice 2 , tandis que toutes les solutions constammcnt décroisscntes forment

1'autre classe du groupe~quotient &P o

Désignons par C€ le groupe formé par toutcs les dispersions contrales de
premiére cspéce ct par 6 son sous-groupe formé de toutes lcs dispersions cen—

trales de premiérce cspecc d'indices pairse On a alors les relationc
EoPoEo 6 .

Soient X € & une solution quelconqus et u , v deux intégrales arbitrai-
res, lindairement indépendantes, de 1'équation (a)e On a alors les formules
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ol les coefficients ¢,y , ©;5 5 Cy1 » Cyy sont bien déterminése Le déterminant
de la matrice C de ces coefficients est égale & sgn X' o En faisent corres-
pondre & la solution X 1la matrice C , on obtient une représentation homomorphe
d du groupe G sur le groupe C formé des matrices carréos unimodulaires du
deuxiéme ordre. En se servant de cette recprésentation d on démontre que le
groupe 6 est un sous-groupe invarisnt dans $ ot le groupe-quoticnt G/6 est
isomorphe au groupe C « On démontre mBme que le groupe € représentec le centre
du groupe P ceci justifie la dénomination de dispersions ccntralese

9¢ = La théorie des transformations a permis de résoudre, au sujot des équa—
tions différentielles linéaires du deuxieme ordre plusieurs problemes sérieux,
surtout de la nature suivante § étant donnéecs d'avance certaines propriétés des
intégrales, détermincr toutes les équations différentielles (a) dont les intégraom

les poscédent ces propriétés.

Nous avons déja vu qu'on a déterminé, a4 1l'aide de la théorie des transformation
toutes les équations (a) de type fini ou infini quelconque, c'est-i~-dire, rappe-
lons-lc, toutes lcs équations dont los intégrales possédant un nombre meximm de
zéros donné d'avancee Voici d'autres problémes de cette nature qui ont été résom

lus récemment ’

On a déterminé toutes les équations (a) oscillatoires dont les intégrales s!ean~
nulent & des distances égalcs, de mlme que toutes les équations (a) oscillatoires
pour lesquelles il existe des couples d'intégrales lindairement indépendantes,
2, v, telles que les zéros de chacune d'entre elles coincident avec les zéros
de la dérivée de 1l'autre ; on a aussi déterminé toutes les équatiofis (a) oscilla-
toires pour lesquelles la suite de zéros de chaque intégrale est convexe (pro-
blime de Me Go SZEGO). ‘

En outre, on a utilisé avec succés la théorie en question pour la solution de

quelques problémes aux limites, pour 1*'élargisscment de la théorie de Floquet dar
le cas do la fonction q non~périodique et pour plusieurs problémes de différent
nature au sujet des équations différcntielles lindaires d'ordres plus élevése
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