Boruvka, Otakar: Scholarly works

Otakar Bortuvka

Sur la structure de 1'esemble des transformations différentielles linéaires complétes du
second ordre

Ann. Mat. Pura Appl., IV Ser., Vol. 58, 1962, 317-333

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500096

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/500096
http://project.dml.cz

BoRUVKA, O.

1962

Annali di Matematica pura ed applicata
(IV), Vol. LVIII, pp. 317-334

Sur la structure de 1’ensemble des transformations
différentielles linéaires completes du second ordre.

Memoria di O. BorUVEA (4 Brno)

A. M., Enrico Bompiani pour son Jubilé scientifique.

Résumé. - Dans un récent Memoire (1) nous avons étudié les questions fondamentales concer.
nant Vexistence et la généralité des transformations différentielles lindaires compléles
du second ordre. Il s’ agit, & présent, d’une dtude des propriétés de ces transformations
et suriout de UVanalyse de la structure de leur emsemble. On considére, bien enlendu,
des matiéres dans le domaine réel el de caractére global.

1. Introduection.

1. Nous allons commencer par indiquer un procédé qui parait d’ ouvrir
la voie la plus directe, et la plus simple en méme temps, & la théorie des
transformations différentielles linéaires du second ordre. Ce procédé conduit,
en particulier, rapidement, au point de départ de nos investigations au sujet
des transformations complétes en question.

Nous considérons deux équations différentielles lindaires du second ordre

(@) ¢'=al)y, Y'=QI)Y; (4)

les fonctions q, Q sont supposées continues dans les intervalles ouverts
j=(a, b), J=(4, B), les cas a =-—o00, b =00, A =—o00, B=oco n’étant
pas exclus. Pour éviter, dés le commencement, certains cas exceptionnels
nous supposons que les équations (a), (4) admettent des points conjugnés;
en d’autres termes, nous supposons que touie intégrale de chacune de ces
équations posséde au moins un zéro.

Soient », & les espaces lindaires formés des intégrales des équations
(@), (4). Nous choisissons & volonté, dans chacun de ces espaces, une base
u, ver; U, Ve, o est-a-dire un couple ordonné d’intégrales linéairement
indépendantes, u, v et U, V, des équations (a), (4); nous désignons par
w, W les wronskiens correspondants, w=wuv'—uv, W= UV — U'V.
Moyennant de ces bases nous définissons une correspondance linéaire entre

(*) O. BORGVKA, Sur les transformations différentielles linéaires complétes du second ordre
«Ann. di Mat. p. ed app.>, 49, 1960, p. 229-251.
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les espaces », R, en associant 1’une & 1’autre deux intégrales quelconques
yEr, YER, formées avec les mémes coordonnées constantes, ¢,, c,, par
rapport aux bases en question: y = c¢,u } ¢;v, Y =c, U+ c,V. Par la fonction
y — Y se trouve définie une représentation p de 1’espace » sur 1’espace

w
R; le nombre = w

De méme, par la fonction Y — y se trouve définie une représentation P de

8’ appelle la caractéristique de la représentation p.

I’ espace & sur » a la caractéristique G =70-W. Les représentations p, P sont,

évidemment, inverses I’une & 1’ autre et leurs caractéristiques jouissent de
la méme propriété: G = 1.

Nous exprimons les bases u#, v; U, V en coordonnées polaires en termes
de leurs amplitudes

el)) = Vu'(t) +v*(f), P(T) = VUXT)+ V¥(T)

et de certaines phases, «(f) (TI), que nous choisissons, pour le moment,
d’enfre les phases détermindes par les bases en question, entidrement &
volonté. Nous avons alors les formules

0 wl) =col) sma(f),  oft) = ep(f) cosa (1),
U(T) = EP(T) sin A(T) V(T) = EP(T) cos A(T),

(e, E==1)

et nous voyons que, deux intégrales correspondantes quelconques, y, Y,
8’ expriment par les formules

@ ) =Kueo() sin [o(f) + k], Y(T) = k.EP(T) sin [A(T) + ki),

les k,, k, étant des constantes arbitraires.

Remarquons que, les fonctions p, « et de méme P, A sont liées sui-
vant les formules

® A0=2g5 4= Zup)

Ceci étant,*modifions, au cas de besoin, le choix des phases a, A de la
manidre suivante: D’aprds nos suppositions, chacune des intégrales @ U
posséde an moins un zéro, ¥, €j, ToeJ, de sorte que, les valeurs des phases
a, A, pour t=1¢,, T=1T,, sont des multiples entiers de =, soit nw, Nx.
Or, la modification en question consiste en ceci que nous remplagons les
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phases @, A par « — nn, A — Nrn, en conservant d’ailleurs les mémes nota-
tions «, A. Nous avons alors «(f) = A(T;) =0 tandis que les formules (1),
(2), (3) ne changent pas d’aspect; sont valables les relations e=sgn v(t),
E =sgn V(T).

Considérons alors I’équation

(4) a(t) = A(T)

Cette équation résulte vérifiée, évidemment, pour les valeurs f#,ej,
ToedJ. Puisque chaque phase «, A va constamment en croissant ou bien en
décroissant, il existe précisément une fonction 7T = X(f), définie dans un
voisinage ¢Cj de f, qui prend pour ¢={ la valeur T, et satisfait
identiquement, dans Vintervalle ¢, & 1’équation (4); nous avons en vue
le plus large intervalle ¢ jouissant de cette propriété. De méme, il existe
précisément une fonction ¢=«(7), définie dans un voisinage I1CJ de T,
qui prend pour I'=1T, la valeur ¢, et vérifie identiquement, dans I,
P équation (4); I désigne le plus large intervalle ayant la dite propriété.
I/ intervalle I représente, évidemment, 1’ensemble des valeurs de la fonction
X dans Dintervalle ¢, I = X(¢), et on a de méme ¢=x(l). On voit que les
fonctions X, « sont inverses 1’une 4 I’auntre et s’expriment par les formules

(d) X() = A «(f)], x(T) =" A(T)].

Finalement, on 8’ assure que, ces fonctions appartiennent & la classe C,
et satisfont aux équations différentielles non linéaires du troisiéme ordre

O —iX 4 AX)X* =), —ix, Ti+q@)e"=QT) (B)

les {X, &}, {x, T} étant les dérivées schwarziennes des fonctions X, # aux
points ¢, T respectivement. Ajoutons que, les équations (b), (B) peunvent
étre remplacées par 1’équation unique suivante

i[X’l(t)]" + AN X' = lL%T)]+ a@)x(T),

les valeurs #, T étant liées 1’une & I’autre par les formules 7= X(f)el,
t =(T) €i.

Revenons & la définition des intervalles ¢, I pour préciser leur position
dans les intervalles j, J,

Soit ¢=(a’, b), I=(4', B) et désignons par c,, ¢;; C,, C, les quan-
t1tés smivantes:

G, = lim a(t), Cy = lim a(t); 01= lim A(T), Gg= lim A(T).
T—s A+ T~ B—

t—>a to— B —
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On a, évidemment, ¢, <c¢, (C, < C;) ou bien ¢, > ¢; (C, > C;) suivant que
la fonction « (4) va constamment en croissant ou bien en décroissant.

Or, la position des intervalles 2, I dans les intervalles 4§, J dépend des
relations existant entre les quantités c,, ¢, et C,, C,.

Soit, par exemple, ¢, < c,, C, < (O, et examinons les différents cas

01§01 , 02§ C.. On & apercoit facilement qu’on a pour

1. 01<O1, 2- L= 01, 3. 01> 01
les relations

1. ad>a, A=A, 2. a=a, A =4, 3. ad=a, A’>A

et de méme, pour
1. Cz<02, 2. (=] 02, 3- 62> 02

les relations

1.¥=b B<B, 2.V¥=b B=B, 3.V<b B=Db.

On voit que, dans tous les cas, se confondent les extrémités gauches
(droites) des intervalles ¢, j ou bien les extrémités gauches (droites) des
intervalles I, J; en méme temps coincident les extrémités gauches (droites)
des intervalles I, J ou bien les extrémités gauches (droites) des inter-
valles ¢, j.

On obtient le méme résultat si ¢, > c., C; > C,.

Dans les cas ¢, <<c.,, Ci> C; et ¢, > ¢, O, < C, se présente une situa-
tion analogue sunivante:

Se confondent toujours les extrémités gauches (droites) des intervalles
i, § ou bien les extrémités droites (gauches) des intervalles I, J; en méme
temps cofncident les extrémités gauches (droites) des intervalles I, J ou bien
les extrémités droites (gauches) des intervalles ¢, j.

On peuf résumer ces résultats de fagon que, les intervalles ¢, T &’ éten-
dent toujours, dans le sens énoncé plus haut, jusqu’aux extrémités des
intervalles j, J.

Remarquons qu’en certains cas particuliers, les intervalles %, j et en
méme temps les intervalles I, J peuvent &tre identiques: ¢=j, I=J.

Ceci étant éclairci, envisageons les formules (2). Nous voyons que les
intégrales y, Y se transforment 1’une & 1’autre, moyennant des fonctions
x, X, d’aprés les formules

P(T)

o[2(T)] y[x(T)]

_ e(t) _
y(f) = ¢E PX{] Y[X(8)], Y(T)=¢E
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qui, & leur tour, peuvent &tre mises, d’aprés (3), (4), sous la forme

Ry — BV Y[X(f)]

VTR Y0 =« v YO
=1 D I\/loc(T)I

Pour simplifier ces formules normons les intégrales y, Y en les multi-
4

- 4
pliant par les quantités e G|, EV|t| et conservons pour les intégrales
normées les mémes notations gy, Y. Les formules ci-dessus peuvent alors
dtre remplacées par la relation symétrique suivante

©) VIXM 1 s =VIaD| Y(T);

les quantités #, T intervenant dans cette relation sont, naturellement, les
valeurs des fonctions X, x définies plus haut, { =a(T)ei, T = X(f)el.

Il est digne de remarque que, si I’on remplace la correspondance liné-
aire considérée, existant entre les espaces ». &, par une correspondance,
dite linéairement dépendante de la correspondance en question, définie &
I’aide des bases de la forme ku, kv; KU, KV, les k, K étant des constantes
non nulles quelconques, les phases «, A ne changent pas et, par consé-
quent, les fonctions X, .« restent les mémes.

Nouns voila arrivés an résultat suivant:

Etant donnde une correspondance lindaire entre les espaces », R, il existe
des fonctions mutuellement inverses, T = X(!), ¢ = «(T), définies dans ceriains
intervalles i <j, I<J, qui jouissent de la propriété que, deux intégrales correspon-
dantes quelconques des équations (a), (4), convenablement normées, yer, Ye R,
se transforment I’ une & U aulre, dans les intervalles i, I, suivant la formule
(6). Les fonctions X, x sont définies par la relation o) = A(T), o, A étant
de convenables phases des équations (a), (4), et satisfont aux équations non
linéaires du troisiéme ordre (b), (B); leurs inlervalles de définition, i, I,
8’ étendent toujours, dans wun cerlain sens du mot, aux extrémités des inter-
valles j,J, et peuvent se confondre, en cas particuliers, avec ces intervalles j,J

Nous voyons que, dans certaines conditions d’égalité existant entre les
quantités ¢,, ¢, et C,, C;, les fonections X, «, solutions de I’ équation
a(f) = A(1), existent dans les intervalles (i =) j, (I =) J entiers, de sorte
que les intégrales gy, Y se transforment 1’une & l’autre, suivant la formule
(6), dans toute leur étendue. Nous avons appelé complétrs les solutions X, x
jouissant de la dite propriété et nous avons utilisé la méme dénomination
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pour les transformations des équations (a), (4), réalisées, dans le sens de la
formule (6), par les transformations complétes X, x (°).

2. Situation de départ.

2. Nous allons rappeler bridvement quelques résultats fondamentaux de
la théorie des transformations complétes qui paraissent indispensables en
vue de nos considérations ultérieures.

Nous nous bornons au cas des équations (a), (4) de types finis (m), (M)
4 points conjugués (m =2, M=2). On sait que, les équations (a), (4)
peuvent &tre transformées complédtement, I’une & 1’autre, seulement dans le
cas d’égalité de leurs types, M = m. Nous supposons, par conséquent, dans
la suile, la wvalidité de celte relation. Nous désignons par a,, b_, et
4,, B_,(v=1, .., m —1) les membres des suites fondamentales de points
conjugués des équations (a), (4) et nous avons les formules

<) b1 S a<b_ppz < .. <b_; S a4 (< D)
(A<) Bop 1S4 <B_pp:< ..<B_ <A, . (<B)

Rappelons que les signes = figurant dans les formules de la premiére
(seconde) ligne subsistent ou bien ne subsistent pas tous en méme temps;
dans le premier cas 1’équation (a) [(A)] &’appelle spéciale, dans le second
on I’appelle générale ou encore non-spe iale.

D’ entre les notions intervennant substantiellement dans la théorie en
question nous avons & mentionner la notion de caractéristiques aux limites
des phases des équations (a), (4), celle de mombres muluellement associés
ou inverses, et finalement la notion de phases des équations (a), (4) directe-
ment ou inversement applicables Uune & Uautre. Quant aux définitions
respectives nous renvoyons le lecteur au Mémoire cité plus haut.

Ceci étant prélevé, les résultats au sujet de 1’ existence et la généralité
des transformations complétes des équations (a), (4 sont les suivants:

Pour que les équations (a), (4) soient complétement transformables
Pune a ’autre, il faut et il snffit qu’elles soient toutes les deux générales
ou spéciales.

Si cette condition est vérifiée, il existe toujours des solutions complétes
constamment croissantes (décroissantes) des équations (b), (B), mutuellement
inverses, X(f), «(T), prenant en un nombre f/€j ou bien T,ed, ichoisi
arbitrairement, une valeur T,eJ, ,€j donnée d’avance, qui réalisent la

(» O. BORI?VKA, L e, p. 230.
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transformation en question. Les valeurs 7,, {, sont assujeties & la seule
condition d’é&tre mutuellement associées (inverses).

On obtient toutes les solutions complétes constamment croissantes
(décroissantes), X(f), x(T), en choisissant & volonté une phase de I’ équation
(4) par exemple, A(T). s’annulant en T,, et en prenant les dilférentes
phases de I’équation (a), s’annulant en ¢, qui sont directement (inverse-
ment) applicables sur A4; les solutions en question sont alors données par
les formules telles que (5).

Dans le cas des équations (a), (4) générales il existe, en somme, une
famille de oo solutions complétes des équations (b), (B) qui sont constamment
croissantes et autant de solutions complétes constamment décroissantes. Si
les équations (a), (4) sont spéciales, il existe, en somme, une famille de oo?
solutions complétes constamment croissantes et autant de solutions com-
plétes constamment décroissantes.

3. Phases privilégides.

3. Dans la théorie des solutions complétes des équations (b), (B) inter-
viennent substantiellement, nous venons de le voir, les phases des équations
(@), (4). 11 parait utile, par conséquenf, d’introduire dans la théorie en
question des phases qui soient en quelque sorte privilégiées par les données
du probléme. Cette idée conduit naturellement & considérer les phases liées
aux intégrales des équations (a), (4) s’annulant aux points des suites fonda-
mentales correspondantes.

Nos considérations suivantes & ce sujet se rattachent & 1’ 6quation (a)
par exemple, dans les suppositions habituelles. Sont & distinguer deux cas
suivant qu’il s’agit d’une équation générale ou spéciale, admettant, par
conséquent, deux ou bien une seule suite fondamentale de points conjugués.

4, Cas général. Dans ce cas on a deux suites fondamentales de points
conjugués

(@<) o <o < A (< B), 0>)bi> e > b (> ),

qui sont différentes 1’une de 1’autre.

Il existe par conséquent deux systémes d’intégrales privilégiées de
1" équation (a), dont chacun consiste d’intégrales linéairement dépendantes
les unes des autres, & savoir le systdéme, (u), formé des intégrales s’ annulant
aux points a, et le systdme, (v), ayant la méme propriété par rapport aunx
points b, (v=1, ..., m—1).

Si ’on prend deux intégrales ue(u), ve(v) quelconques, & fout arran-
gement de ces intégrales, #, v, ou bien v, u, correspond un systéme dénom-
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brable de phases,” (x), (x). Les phases appartenant au systdme () vont
constamment en croissant ou bien en décroissant, tandis que celles da sy-
stdme («) vont constamment en décroissant ou bien en croissant, suivant que
la quantité e =sgn(- w), w =uv'—uw'v étant le wronskien correspondant,
résulte 41 ou — 1.

Nons aurons & considérer, en particulier, les phases x€(x), € ()
¢’annulant aux points a@,, b_,; nous choisissons ces points d’entre les
a,, b—, arbitrairement mais une fois pour toute. Les caractéristiques aux
limites de ces phases @, « sont, évidemment,

w.(e) = (ay, —rme, m—r— _ 7e), () =0b-r, m —r— ; nE, —INe).

2

Toute phase a & la caractéristique aux limites ®,(¢) prend aunx points

@,, b_, les valeurs —(r — v)=e, (m—r— v —,]me et de méme, toute phase

2
« & la caractéristique aux limites w,(¢) les valeurs (m—r—v—2) Te,

—(r—v)ne; v=1, ..., m—1. On en voit que les valeurs de deux phases
quelconques, «, B, ayant la méme caractéristique aux limites v,(¢) ou w,(e)

différent 1’une de I’autre en tout point f€j de moins de;tzla(t)—fi(l)|<g.

On se rend compte facilement que, toutes les phases de 1’équation (a)
qui ont la méme caractéristique aux limites w,(e), w,(c) s’obtiennent de la
facon indiquée ci-dessus & 1’aide de deux intégrales convenables u e (u),
v € (v) telles que sgn (— w) =c.

Les propriétés des phases de I’équation (a) & la méme caractéristique
aux limites o,(c) ou v, () résultent dans ces deux cas parfaitement analogues.
Ceci permet de nous borner, dans la régle, aux phases & la caractéristique
aux limites w,(¢) sans indiquer explicitement, dans 1’autre cas, les résultats
correspondants.

5. Pour aller plus loin, choisissons une fois pous toutes, deux intégrales
quelconques u,€ (u), v,€ (v) assujeties & la seule condition d’avoir leur
wronskien, w,, égale &4 —1: — w, = 1. Chaque intégrale_ue(u) a la forme
Au, et il en est de méme pour foute intégrale ve(v), v =pv,, les A, p
étant des constantes non nulles. Comme le systdéme de phases déterminé par
deux intégrales quelconques u, v ne change pas si I’on multiplie ces inté-
grales par la méme constante différente de zéro, d’ailleurs arbiraire, on
voit que les différentes phases de I’équation (a) & la caractéristiqtie aux
limites ®,(¢) sont précisément celles qui s’annulent aun point a, et se
trounvent déterminées par les couples d’intégrales Au,, v, avec A==0. On
a évidemment A >0 ou A <0 sunivant e=+1 on e=—1, o’ est-a-dire
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suivant que la phase correspondante va constamment en croissant ou bien
en décroissant.

Pour simplifier 1’écriture nous écrivons dans la suite u, v; w au lieu
de u,, vo; W, et nous désignons par «; la phase & la caractéristique anx
limites w,(¢) détérminée par les intégrales Au, v. Nous avons alors pour
toute valear ¢ej différente de b_, (v=1, .., m—1), la formule
tgo, = Au: 0.

La correspondance faisant associer aux différents nombres A (4= 0) les
phases respectives a, resulte, évidlemment, biunivoque.

Ceci étant prélevé, considérons deux phases différentes quelconques
4 la m&me caractérisiique aux limites w,(¢): a,, «,. On peut supposer A < p
de sorte qu’on a 0 <A < p ou A < p <0 suivant que e=+41 ou e=—1,
La fonction u:v étant positive dans chaque intervalle (j, =) (@,, b—mtvt1),
v=0 .., m—1; apo=a, b,=0>, et négative dans chaque intervalle (j, =)
O-—mtvt1s Gy41), v=0, ..., m—2, on a, dans les deux cas e==z=1, les
relations

a(f) < «u(f) pour tej,, a (f) > au(f) pour fej,.

On voit que les phases possédant la méme caractéristique aux limites
w,(¢), e = == 1, conservent dans I’intervalle j tout entier leur rapport mutuel
en grandeurs, ce qui veut dire ceci: De deux phases diftérentes quelcon-
ques, a;, «,, & la méme caractéristique aux limites v,(¢), I’une d’entre
elles, a,, & savoir celle qui correspond & la valeur plus grande du para-
métre, 1, prend en chaque point f€j, une valeur supérieure et en chaque
point {ej, une valeur inférieure & celle de 1’autre, «); 1’indice v se rap-
porte, dans les deux cas, anx valeurs indiquées ci-dessus.

6. Considérons & présent deux nombres arbitraires, A, p, tels que
Ap >0 et soient «;, «, les phases correspondantes ayant la méme caracté-
ristique aux limites w,(¢) (¢ ===1). Nous avons vu que les valeurs de ces

phases différent 1’une de 1’autre, en chaque point €4, de moins de 121:
Il parait utile, en vae de nos futurs besoins, de donner une estimation
de la différence a;(f) —«,(f) en fonction des valeurs 2, p, indépendam-

ment de {.

Or, nous avons pour toute valeur fej différente de a,, b , (v=1, ...,
m — 1) les formules

__tgum—tgx, _  A—p
tg(an — @) = 14 tgaytga, ~— v + A w
u v
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Il en résulte

— A —
l“l_“plstglal_“p-l': A —=el =T — l |

w sl (v e

d’ou on tire

|A—p|_1|{/2 l/
7 - s —= — B
() | o, “p-l 2\ in 2'/ll 3!

cette formunle subsiste, 6videmment, pour toute valeur {&j.

On voit que, la valeur p étant fixée, on a, quelque soit le nmombre
n >0, Dlinégalité | ay(f) —a,(f) ]| <7, valable dans Vintervalle j, pour
tontes les valeurs A assez proches au nombre p.

7. Cas spécial. Supposons a présent que 1’équation (a) est spéciale de
gsorte qu’il n’y a quo’ une seule suite fondamentale de points conjugués

(a <‘) a1 < XY < am_1 (< b).

Dans ce cas il existe un systéme d’intégrales privilégiées de I’équation
(a) formé d’ intégrales linéairement dépendantes les unes des autres, & savoir
le systdme, (u), formé des intégrales s’annulant aux points a, (v=1, ...,
m—1).

Si ’on prend une intégrale de 1’équation (a), v, n’appartenant pas au
systdéme (u), et qu’on choisit parmi les points @, un point «,. la phase,
«, déterminée par les intégrales u, v et s’annulant au point a,. possdde
la caractéristique anx limites

0.(¢) = (@,, —rne, m—rne); (w=uv—u'v, e =sgn(— w))

on a encore ¢e= 41 on e= —1 suivant que la phase & résulte constam-
ment croissante ou constamment décroissante. Toute phase de 1’ équation (a)
a la caractéristique aux limites w,(¢) prend aux points @, les valeurs
(v—1r)re; v=1, .., m —1. On voit que les valeurs de deux phases quel-
conques, «, B, qui ont la méme caractéristique aux limites w,(c), different
I’ une de l'autre en tout point {ej de moins de =.

On se rend compte facilement que toutes les phases de 1’équation {a) a
la caractéristique aux limites w,(e), ¢ étant =1, s’obtiennent de la facon
indiquée ci-dessus & 1’aide de deux intégrales linéairement indépendantes,
u € (u), v, telles que sgn(— w) =c.
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Choi issons une fois pour toutes deux intégrales linéairement indépen-
dantes de 1’équation (a), we(u) v, assujeties & la seule condition d’avoir
le wronskien, w, égale &8 —1: —w=1.

On voit facilement que toutes les phases de I’équation (a). «, qui
ont la méme caractéristique aux limites w,(c), sont precisément celles déter-
minées par ies couples d’intégrales Au, xu 4 v et &’ annulant au point a,.
Ici A (£0), x désignent d’arbitraires paramétres; ona A>0 ou A<0
suivant le cas e= 41 ou e= 1. Subsiste par conséquent pour toute
valeur f€j, a I’exception des zéros de l'intégrale xu 4 v, la formule:
tgo = Au: (xu 4 v).

Pour chaque valeur %, l'intégrale xu 4 v posséde dans 1 intervalle
(@, a +) (v=0, ..., m —1); a =a, a,=2>) précisément un zéro, { m4 4,

dans lequel la phase « prend alors la valeur (v —1r - 2) ne. Inversement,

si ’on se donne arbitrairement dans 1’intervalle j une suite de mm nombres
mutuellement conjugés, ¢ >¢ > .. > 41, on peut disposer univoquement
de la valeur du paramétre x» de manidre que, toutes les phases a déterminées
par cette valeur » et par les différentes valeurs A>0 (A < 0) prennent en

chaque pownt ¢ ,,, 4, la valeur (v—r < é)ne avec e=-+1 (e=—1).

L’ ensemble des phases de 1’équation (a) qui ont la méme caractéristique
aux limites ©,(¢) consiste par conséquent en une infinité de familles &4 oo!
de }hases, chaque famille étant déterminée par une valeur fixe de % et par
les dif érentes valeurs de A qui sont toujours positives ou toujours négatives.
Sans entrer dans les détails, nous nous contentons de remarquer que, les
phases de chaque famille en question se comportent d’une maniére analogue
que les phases dans le cas général A la caractéristique aux limites w,(g)
ou w,(¢) (n°* 5,6), les points ¢ ,, qui sont, bien entendun, en nombre m,
jouant le role des points de la seconde suite fondamentale.

4. Propriétés des transformations complétes.

8. Pour étudier les propriétés des solutions complétes des équations
(), (B) il suffit, manifestement, de considérer 1’une ou 1’autre de ces
équations, par exemple (b).

Nous savons que les solutions complétes de I’équation (b) dépendent
d’un ou deux paramétres suivant que les équations (a), (4) sont générales
ou spéciales. Cette différence exerce, naturellemenf, son influence sur la
structure de 1’ensemble des solutions complétes en question. En tout cas
Pensemble des solutions complétes de 1’équation (b) consiste en deunx
familles, ?(, (, dont l’une, , est formée des fonctions constamment
croissantes, I’autre, , des fonctions constamment décroissantes.
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Soit X une solution compléte de 1’équation (b). D’aprés la notion méme
de solution compléte, la fonction X se trouve définie dans I’intervalle j et
ses valeurs recouvrent 1’'intervalle J entier.

Soit f{,€j un nombre arbitraire et X,eJ la valeur correspondante de
X. Nous savons qu’il existe de phases des équations (4), (a), soit 4, «, qui
¢’annulent en X,, {, et permettent d’exprimer la fonction X par une formule
telle que (5). Les phases en question sont directement ou inversement applicables
Pune & Dautre suivant que Xe€ ou bien XeY. Se présentent par
conséquent les possibilités suivantes :

Pour la valeur ¢, satisfaisant & 1’une des relations
1. to =a,,+1, 2. t0=b—m+v 1) 3- a9<to <b_m+v+1, 4. b_m+v+1 <to<ay+1

on a, dans le cas X €9/, les relations

1. Xo = AV+1J 2' XO = B.—m+y+1 [} 3. Av <-Xo < B—m+g+1,
4. B—m+v+1 < Xo < Av+1

et de méme, si X e, les relations

1. Xo= B—v—-l, 2. Xo= Am—v—l, 3. Am—v—r < Xo < B—v ’
4, B, 1 <Xo<Am—y—1.

Si les équations (a), (4) sont spéciales on applique ces formules en
posant b—m+v+1——— Oy, B_m_|_,,+1 = Av+1 (V = O, ey M — 2).

Dans la suite nous allons distinguer deux cas suivant que les équations
(a), (4) sont générales ou bien spéciales.

9. Cas général. Les relations précédentes mettent en évidence que toute
fonction X € M passe par les 2(m — 1) points fixes (a,, 4,), (b—,, B-)) et
de méme toute fonction Xe& W par les 2(m — 1) points fixes (a,, B_),
(b-y, 4)); v=1, .., m—1,

On voit aussi que, les courbes représentées par les différentes fonctions

XeW se trouvent situées dans le domaine, D, formé des points fixes en
question et des domaines rectangulaires

@ bomivis) X (4vy Bompvts)y (Oomivtrs @vpa) X (B—mtvtr, Avia),

et de méme, les courbes représentées par les différentes fonctions X e N se
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trouvent situées dans le domaine, D, formé des points fixes mentionnés
ci—-dessus et des domaines rectangulaires

(aw b—m+v+1) X (Am—v—ly B—v); b mIv+1) av+l) X (B—v—l, Am—v—1) .

On se rend compte facilement que les domaines D, D se trouvent
remplis par les courbes correspondantes entiérement.

10. Pour aller plus loin, nous choisissons une fois pour toutes deux
intégrales quelconques de 1’équation (4), U, V, qui s’annulent aux points
Ay, B_, (v=1, ..., m — 1) et dont le wronskien, W, égale & —1: — W =1.
Soit A4 la phase des intégrales U, V qui s’annule au point 4,, ce point
étant choisi d’entre les points A, arbitrairement. La caractéristique aux
limites de la phase A4, Q,(1), résulte par conséquent Q,(1) = (4,, —rr,

m r—ln)
9 ™)

Soit alors X une solution compléte de I’équation (b). Nous savons qu’il
existe une phase de 1’équation (@), directement ou inversement applicable
sur A, suivant que X e ou bien X e, et cette phase est identique & la
fonction A[X(f)]. Or, la phase en question ayant sa caractéristique aux

limites égale a o,(1)= (a,,— rm, m—r——; n) ou bien o,(1)= (b—,,

m—r—_ n, —rrn), elle s’obtient & l’aide de deux intégrales u, v ou

2
bien v, u telles que nous les avons considérées au n® 5, et se trouve
déterminée par un nombre X >0; nous désignons la phase en question,
conformément aux notations employées au n° 5, @, ou bien «;. Nous avons
par conséquent pour f{e€j les relations respectives

AX(Y] = a(l), A[X(H)] = aa(h),

UIX()] _, w0 U] _ o)
VIX()]) T "o VIXO)T "u@’

oi Von suppose, au besoin, t3=b_,, ., b_mia, tF A1, ooy Bps.
Soit par exemple Xe“W(. La relation respective en seconde ligne ci-
dessus conduit par différentiation, suivie an cas de besoin de multiplication

des intégrales u, v par — 1, aux formules
ux
=\ Au(t),
v
(8)
VxX@l_ 1

VX vx”(t)’
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qui donnent & leur tour les relations

LX) VIXO),

X’(t) - 2(t) = ,vz(t)

11 en résulte la valeur de A:

v@) _ 1 UYB.)
Vi (4,) ~ X0,) W)

v=1, .., m—1).

(9) A= XI( v)

Dans le cas X €9 on obtient les formules analogues:

AL _ g,

VX
®)
VX _ 10
VIiXQE Vi
©) A= 1X0) )= ey e

Vi(4,)  X'(a,) v*(a)) ’
(v=1, ..., m—1).

11, Considérons par exemple 1’ensemble /.

Associons 3 tout élément X e le nombre A(>0) réalisant les rela-
tions (8) et donné par conséquent par la formule (9). Nous obtenons une
représentation, a, de 'ensemble 7/l sur I’ensemble des nombres positifs. Cette
représentation résulte évidemment biunivoque.

Soient X, Y e deux éléments quelconques et A, p(=>0) leurs images
dans la représentation a. Soit par exemple A < p.

Nous avons les formules

AX()] = (t), A[Y(f)]== ()
el par conséquent
A[X(1)] — ALY ()] = o (£) — a,(?).

Cette relation entraine pour chaque valeur fej:
(10) X(t) — Y(t) ={UX(T) + VHT)} {aa(t) — ap(t)},

T étant une quantité sitnée entre les valeurs X(f), Y().
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Or, comme les phases a,, «, conservent dans 1’intervalle j leur rapport
mutuel en grandeurs (n° 5), la formule (10) entraine que la méme propriété
a lieu pour les fonctions X, Y.

Par conséquent 1’ensemble 9)/{ peut &tre ordonné de maniére que, pour
X, YeW la relation X <Y équivaut & V'inégalité X(f) < Y()) pour tej,
et X(¢) > Y(f) pour tej,; ici j,, j, représentent les intervalles considérés
au n° 5 (v=0, ..., m—1).

Avec cette loi d’ordination de l’emsemble 9/, la correspondance a
réalise une application conforme sur I’ensemble des nombres positifs ordon-
nés par valeurs croissantes. L’ensemble <)/{ résulte par conséquent semblable
a Y ensemble des nombres positif ordonnés par valeurs croissanfes.

I1 suit de la qu’il y a dans I’ensemble ©)/{ des sousensembles dénombra-
bles qui sont denses en /(. Ainsi par exemple le sousensemble * formé
des fonctions X e/, associées dans la correspondance a aux nombres
rationnels positifs, jouit de la propriété en question.

12. Supposons & présent que chaque intégrale de 1’équation (4) est
bornée.

L’ é6quation (4) étant de type fini, la supposition en question entraine
que P’intervalle J lui-mé&me est borné. On peut donc introduire dans !’en-
semble )/ une métrique en définissant la distance de deux éléments X,
YeM par la formule

AX, Y)= sup | X() —X(0) | -

En se servant des formules (10), (7) on obtient pour deux éléments
arbitraires X, Ye 9 et leurs homologues aX =21, aY =, l’inégalité

(11) dX, Y)=< C| ]/3—]/; |

C étant une constante positive qui ne dépend pas du choix particulier des
éléments X, Y. Cette formule entratne, évidemment, la continuité de la

fonction aq.

Nous avons vu (n°11) qu’il existe dans I’ensemble ) des sousensembles
dénombrables qui sont denses en ), par exemple le sousensemble /(*
mentionné ci-dessus. La fonction a—* étant continue, nous voyons que toute
fonction X e){ peut &tre approchée dans l’intervalle j par une fonction
X*e* avec une approximation % (> 0) donnée arbitrairement: | X(¢) —

— X*() | <n pour tej.
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13. Remarquons qu’on a des résultats analogues en ce qui concerne
I’ ensemble /L.

Nous pouvons donc résumer les résultats précédents au sujet des trans-
formations complétes de 1’ équation (b) dans le cas général:

Si les équations (a), (4) sont générales, il existe, en somme, une famille
de oo' solutions complétes de U équation (b) constamment croissantes, N, et
de méme wune famille de oo' solutions complétes qui sont constamment
décroissantes, L.

Toute fonction XeNWl passe par les 2(m —1) points fixes (a., A,).
(b—,, B_,) et toule fonction XeNW par les points (a,, B_,). (b—,, A,);
v=1, ..., m — 1. Les courbes représentées par les différentes fonctions X € N,
X e se trouvent situées dans les domaines D, D indiqués au n° 9 et recou-
vrent ces domaines entiérement.

Chaque ensemble N, N admet une loi d’ordination o U’aide de valeurs
de ses éléments de lelle facon qu’il résulte semblable & I’ ensemble des nombres
positifs ordonnés par valeurs croissanies. Il y a par conséquent dans ces
ensembles de sousensembles dénombrables qui sont denses en eux. 8% foutes les
inlégrales de U équation (A) sont bormées, chaque fonction XeNM ou XeNM
peut étre approchée dans Uintervalle j par des éléments d’ un sousensemble
dénombrable en question avec une approximation arbitrairement donndée.

14. Cas spécial. Dans le cas spécial 1’étude des propriétés des solutions
complétes de 1’équation (b) peut 8tre traitée encore par les méthodes déve-
loppées ci-dessus. Nous nous bornons & énoncer les résultats.

Si les équations (a), (4) sont spéciales, il exisie, en somme, une famille
de oo* solutions complétes de U équation (b) constamment croissantes, N, et
une famille de la méme généralité des sotutions complétes constamment décrois-
santes, Ni.

Toute fonction X e N passe par les m—1 poinils fixes (a,, A,) et loute
fonction XeN par les points (@, Am—y); v=1, ..., m—1. Les courbes
représentées par les différentes fonctions X e N, XeNM se trouvent situées
dans les domuaines D, D el recouvrent ces domaines entiérement; le domaine
D se compose des points (a,, A,) el des domaines rectangulaires (a,, a,4i) X
X (Ay, Ayy.), le domaine D a son tour est formé des points (a,, Am—,) et des
domaines rectangulaires (@,, @y41)X(Am—y—1, Am—m) (v=0, ..., m — 1; a, =a,
Oy =0b, Ao, = A, A, = B).

St Uon se donne arbilrairement deux suites & m poinis mutuellement
conjuguds, Pune, To> T—y > ... T— i, par rapport o Uéquation (4), Vautre,
bo >ty > . > t_pya, par rapport a (a), il existe dans U ensemble N précisé-
ment une famille de oo' éléments, N C N, telle, que toute fonction X €N
passe, en outre des m — 1 points (a,, A,) mentionnés, par les m points
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(t_p, T_,); de méme il existe dans U ensemble M précisément une famille de
oot éléments, N C M, cette famille jouissant de la propriété que toute fonction
X eN passe par les 2m —1 points (@y, Am—v), (t—y; T—mppt1); p=0,~.., m—1.
Les courbes représentées par les différentes fonctions XeNM', XeNM recou-
vrent sans lacunes les domaines D', D': Le domaine D' consiste en 2m — 1
points mentionnés (a,, 4,), ({—., T—,) et en 2m domaines rectangulaires (a,,
bempts) X (Aus Tomipt)s Comtptsy Q) X (Tomippr, Apga), celui, D, est
formé & autant de points (a,, Am—.), (*—p, (T—mipt1) e de domaines reclangu-
laires (@, t_mypt1) X (T, Am—p)s (—mipr1s Opia) X (Am—ps, T_}).

La structure de chaque famille N, N’ est analogue & celle de I ensemble
des solutions complétes constamment croissantes ou constamment décroissantes
de U équalion (b) dans le cas général (n° 13), les suiles {(T_,}, {t—,} jouant
le riole des suites fondamentales de poinis conjugués {B_,}, {b—,}.
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