
Borůvka, Otakar: Scholarly works

Otakar Borůvka
Neuere Ergebnisse in der Transformationstheorie der gewöhnlichen linearen
Differentialgleichungen 2. Ordnung

Vortrage der 3. Tagung über Probleme und Methoden der mathematischen Physik, Heft 1,
Technische Hochschule Karl-Marx-Stadt, 1966, 13-27

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500116

Terms of use:
© Technische Universität Chemnitz, 1966

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/500116
http://project.dml.cz


- 13 -

Bouoro Ergebnisse In der Transforaationstheorie der gewCha- 
llehen linearen Siffarentlalglelohuraen 2. Ordnung * 

Ten 0» B o r u r k a 

I* Sie Tranaforaationstheorle der gewöhnlichen linearen 
hoaogenen Sifforentialgleiohungen (Sgln.) 2. Ordnung behan
delt im weaentliehen die Auswirkungen von Vorgängen, die a i t 
Traneforaatioaen der Veränderlichen susaaaenh&ngen, auf Inte
grale der genannten Sgln. Dieae Theorie wurde von B.I. ZÜBHBH 
begründet» deesen Leiatungen i n dieaer Blohtung duroh die 
Bntdeokung der fttr die Transforaationstheorie grundlegenden 
niohtlinearen Sgl« 3« Ordnung 
(Qq) - { l , t } + Q(X)X W - q(t) 
gekennselohnet sind« Sie diesbezügliche i n lateinischer Spra-
ohe verfafite Abhandlung von Euaaer wurde sunäohat i a Jahre 
1834 i n dea Prograaa dea evangelleohen Xttnigl. und Sta&tgya-
naaiuaa i n Liegnits veröffentlieht und ep&ter, i a Jahre 1887» 
i n dea Journ* f» d. reine und angewandte Mathematik (Vol.100) 
neu abgedruckt. Sie weitere Entwicklung führte su ausgedehn
ten und duroh die Arbeiten namentlich von B. LASUEHEE, F. 
BHIOSCHI, G.H. HALPHBH A B. POHSXTH, S. IIB, ?.APPELL ge
führten Vorsehungen über Transforaa ionen von linearen Sgln. 
n-ter Ordnung i a Zusaaa nhang a l t dea iquivalensproblea. 
S eses letstere besteht bekanntHöh i n de Auffindung ron Be
dingungen, unter denen ew i lineare B In. n-ter Ordnung In
einander transforaiert werden können. Im Rahm n der erwähnten 
Forschungen kommen gelegentlich sclohe über Transforaationen 
der linearen Sgln. 2. Ordnung im koaplexen Gebiet vor« 
Sie linearen Sgln. 2. Ordnung nehaen unter denen n (» 2)-ter 
Ordnung ein« ausgeaeiehnete Stellung ein, nicht nur wegen 
ihrer niedrigsten Ordnung, aondern hauptsächlich deshalb, 
weil nur i n dieeea Falle n - 2 swel Sgln. laaer äquivalent 
sind. 
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Ia lauf« der letzten fünfzehn Jahre habe loh «ine Trans
foraationstheorie der genannten Sifferentialgleiohungen i a 
reellen Gebiet entwickelt. Ia g«ht t u «ine q u e l l t a t i r e Theo
r i a ron global«« Charakter« Siese Theorie l a t weltgehend auf 
neuen Begriffsbll&ungen aufgebaut und besteht i a wesentlichen 
aua zwei Teilen. San einen bildet die naoh ihren Grundbegrif
fen benannte und ossillatorisohe Sgln« beherrschende Sisper-
sionstheorie, deren Aufbau ron dem begriff der Zentraldisper-
elonen zu einer konstruktiren Integrationstheorie der Xuaaer-
achen Dgl. fortschreitet« Der andere T e i l enthält die a l l g e 
meine Transforaationstheerie, i n der unter allgeaeinen Be
dingungen Eigenschaften ron Losungen der Eunmerechen Sgl« i a 
Zneamaerihang a l t Transforaationsproseesen bei linearen Sgln« 
2. Ordnung untersucht werd n« Bin Absohnitt dieser Theorie 
i s t Prägen Uber rollständige Lösungen der Kummersehen S i f f e -
rentialglelohung gewidmet« Sie rollst&ndigen Lesungen dieser 
Sgl« zeichnen sieh dadnroh aus. daß sie als transformierende 
Punktionen die Integrale ron linearen Sgln« 2« Ordnung i n 
Ihren ganzen Verlauf ineinander überfuhren. Sie zu dem Aua
bau dieser Transforaationstheorie angewandten Methoden haben 
bei einigen Begriffen aus der klassischen Theorie der l i n e a 
ren Sgln« 2. Ordnung eine weltgehende Vertiefung bsw« Erwei
terung a l s erforderlieh oder Torteilhaft erscheinen lassen« 
Sie« b e t r i f f t Insbesondere den Phaaenbegrlff, der sieh i n 
der Transforaationstheorie i n aethodlsoher Hinsloht als einer 
der wichtigsten Begriffe erwiesen hat. Von besonderea Inte
resse sohelnt es a l r su sein, dafl der diesbeaügllohe Stoff 
neben den Mitteln der klasalaehen Analysis i n manchen Hioh-
tungen weltgehend die der aodernen Algebra und namentlich der 
Gruppentheorie In die Überlegungen einxugehen und auf diesea 
lege tiefliegende Tatsaohen zu erkennen erlaubt« 

II« In der a l r bei diesea Vortrag zur Verfugung stehenden 
Zeit werde leh a l r erlauben, über zwei Theaen zu spreohen, 
Ton denen eines ossillatorisohe Sgln. b e t r i f f t und i n die 
Theorie der Zentraldispersionen gehört, wahrend das andere 
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der allgemeinen Sransformationetheorie entnommen I s t * Beide 
Themen sind konkreten Fragen gewidmet und auf Eusterisehe bzw. 
physikalische Anwendung eingestellt« 

loh werde sieh mit den sogenannten Sturm-I.iottvilleseb.oa  
oder aucrh Jaooblaohen Differentialgleichungen 2« Ordnung» 
d« h. mit Dgln. von der Form 
CO 3r" - q ( t ) y 
befaasen« loh setze voraus, daß die Koeffizienten q dieser 
Dgln., die loh gelegentlich auch als Träger de? betraohteten 
Dgln« bezeichne, stetige Funktionen i n offenen Intervallen 
sind» Hatürlioh können von den Trägem auoh weitere Eigen
schaft n geford r t werden« 

Sine Sgl« (q) heißt o s z i l l a t o r i s o h , wenn ihre Integrale 
oszillieren« d.h. i n beiden Richtungen gegen die Baden des 
Definit i o n s l n t e r v a l l s von (q) unendlioh oft versehwinden« 
Sin wohlbekannter Prototyp soloher Dgln. s t e l l t die Sgl. (-k*-) 
mit dem konstanten Träger -k l (j* 0) i n dem I n t e r v a l l »,„•) 
dar. 

I I I . Differentialgleichung n mit denselben N u l l s t e l l e a 
von Integralen. 

1• In diesem Absohnltt betrachten wir ossillatorisohe 
Sgln. (q) i n dorn I n t e r v a l l $ » (-«*>.<*>). 

loh w i l l zunächst den Begriff der Fundamentaldlspsrsion 
1« Art. kurzer; der Fundamentaldisperaion, einer solchen Dgl. 
(q) erklären. Dies i s t einer d r grundlegenden Begriffe i n 
der Transformationetheorie der ossillatorisohen Dgln« 

Die Pundanentaldisperslon einer (OszillatorIschen) Dgl. 
(q) i s t eine Funktion y i n d m I n t e r v a l l J, die so erklärt 
i s t * An Jeder S t e l l e te J i s t i h r Wert »f(t) die erste r.aoh t 
folgende B u l l e t e i l e eines beliebigen Integrals y der Dgl. (q), 
das an der Stell« t verschwindet • Es i s t k l a r , daß diese 
De f i n i t i o n von der Wahl des Integrals y nicht abhängt, da 
a l l e an der Stell« t verschwindenden Integrale der Dgl. (q) 
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voneinander (linear) abhängen tisö folglich dieselben Bull
st eile» besitzen« 

Ton de Eigenschaft o ä r J^tmäaK6K t zsl&i fl per s loa wi l l i s t 
hier rfur die folgwaien «r«filmen J 

lim *f(t) » o o . (1) 

2* lun towae loh zu dea ersten Theas, über das loh In die
se» Yortrag sprechen Kochte, nämlich zu Dg In, (q) eilt den
selben Sollsteilen von Integralen« 

Es «el (q) eine Dgl üxd y eines ihrer Integrale« Vir 
vis en, daß die Hallstellen jedes I t grale y von (q), das 
alt dem In egr&l y eine Bullstelle g elnsaa hat, e&rtlioh 
mit de n TO y aus nfallen« Dies geht aus der Tatsache 
herr r, dtiP je zwei Int grale der Cgi» (q) mit einer gernein-

n l u l l e eile vo ein der anhängig in"« 
Inn is t es aber TOB vornherein mogll , d&8 es auch weite

re, und zwar von der Sgl« (q) versohl d ne, Differential
gleichungen (q) gibt, deren Integrale s i h ebenso verhalten: 
Die Sollsteilen jedes Integrals y von (q), das alt dea Inte-
gr 1 y ein« l u l l s t e l l e gemeinsam hat. fallen sSartlioh mit 
denen von y zusammen» 

i r spreehen von Differentialgleichungen (q), (q) alt den
selben Bullstellen von Integralen, wenn die l a l l s t e l l e n von 
je swel Integralen y, y von (q) bzw. (q) sämtlich voneinander 
versehleden sind oder zusammenfallen« 

BT in sind die fragen, mit denen wir uns befassen wollen, 
die folgenden: 

Gibt ee su einer Dgl. (q) weitere Dgln. (q) alt de elben 
Bullßteil n von Int grale ? Venn ja, welohe Mächt igt 5t hat 
die von allen diesen Dgln« gebildete Menge? 
**r er* fe he sind die gegenseitigen Beziehungen zwischen 
den ? ttgera q, q ? Uad schließlich: Können explizite Ausdrucke 
für die Trfiger q im Zusammenhang mit q angegeben werden? 
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Bevor loh auf dl« Beantwortung dieser Prägen eingehe« 
möohte loh bemerken» dafl Integrale von swei Dgln. (q), (q) 
genau dann dieselben Vollsteilen haben, wenn die Pundemental-
dieperslon <f, <f v»n CO» (5) »usasaenfallen: f (t) - * (t) 
für t« j . Dies kann unschwer aus des B g r i f f der fundaaental-
di p rsion hergeleitet «erden. 

s sei nun (Q f ) 6 ** Menge aller Dgln. (q), deren Funda
ntaldispersion f i s t , und Q«f die Senge aller Träger der 

gln. aus d r Menge (Qf). 
?emer sei c« (-»,») eine beliebige Zahl und Bo die Senge 

Her in o verschwindenden Integrale der einzelnen Dgln. aus 
er nge (Qf )• Wir nennen Bo den Integralstreifen (o). 
He in Bo lieg nden Integrale d r einseinen Dgln. (q)c (Qf ) 
abe also alle Bullstellen gemeinsam. Diese Nullstellen nen-
a n wir die Knoten des Integralstreifens Bo; unter ihnen be
findet sieh natürlioh die Zahl o. 

*un können die oben formulierten und im weiteren au be
handelnden Tragen so ausgedruckt Verden: 

T?B sei f die Pundaaentaldlspersion der Dgl. (q). 
Teiche Mächtigkeit hat die Hange Qf ? 
Welohe Eigenschaften haben die in Bo liegenden Integrale? 
Wie lauten die gegenseitigen Besiehungen swischen den 
Elementen der Menge Qf ? 
Wie lautet der explisite Ausdruck für die Elemente qc Qip ? 

Dies Ist also der Fragenkomplex, mit dessen Beantwortung wir 
uns befassen wollen« 

3. Im Jahr« 1961 hat X. BARVflK geselgt, daJ su jeder im 
Intervall (-»,«.) definierten Punktion «f mit den obigen 
Eigenschaften (1) ossillatorisohe Dgln. (q) konstruiert wer
den können, deren Pundamentaldlspersion genau die Punktion 
f Ist. Aus den Betrachtungen von X, Barvfnek geht hervor, dafl 
es im allgemeinen, je naoh der Wahl der Punktion <f , unendlioh 
viele solohe Dgln. gibt. Kun habe loh Im Jahre 1963 mit Hilf« 
von allgemeinen Sätien aus der Gruppentheorie bewiesen, daß 
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die Mäohtigkeit der Mang« Q«f TOS der Wahl der Traktion f 
nloht abhängt und stets derjenigen des Kontinuuma, also o, 
gleich Ist« Damit Ist die erste der obigen 'ragen beantwortet« 

Zu dieses Besultat mäohte loh die folgende Bemerkung hin
zufügen» 
In der numerisohen Praxis der Dgln. koaat gelegentlich die 
Berechnung der l u l l s t e l l e n Ton Integralen einer konkreten 
Bgl» (O Tor» Kan denke etwa an die Besselsohen Funktionen. 
Sine solche Berechnung hängt natürlloh von dem Träger der ge
gebenen Dgl. ab und kann sich unter Umständen sehr schwierig 
g s alten» 2s liegt nun die Idee nahe, den gegeben n T äger 
q duroh einen» sagen wir: Bepräsent nten, d» h. einen Träger 
q mit de selben Fundan n aldispe Ion f su ersetzen» Sodann 
aben die Integrale der Dgl. (q) dies Iben Bullst len w e e 
ntegrale von (q)» Kan wird na Urlloh strebt s n, n 
eelg eten Beprä ta t n q zu ählen, und «war 3 1 h 

die Berechnung der Sullstellen der I tegrale ro ("") ögli s 
einfach g staltet» Das obige B ultat gibt uns die Sich r eit 
daJ3 es stets, und sogar un ndlich v i le ( i t der äoh Igk l t 
o ) Repräsentanten q gibt, duroh die d r gegebene Träg r q 
ersetzt werden kann. Hier entsteht das folgende Probien: 
Ausarbeitung ron Methoden zur Ermittlung rechnerisch vorteil
hafter Bepräsentanten gegebener Träger» Dieses Problem steht 
zur Zelt T e l l i g offen. 

A» Mun komme loh zur Behandlung der weiteren Präge in dem 
obigen Fragenkomplex, und zwar zu den Xigensohaften der in 
einem Integralstrelfen Bo liegenden Integrale der Dgln. aus 
der Menge (Q«f )• 

Den Ausgangspunkt dazu bilden zwei Formeln, die loh im 
Hinbliok auf ihre bemerkenswert« Struktur anfuhren möchte. 

1s sei o c (-00,«.) eine beliebig« Zahl und y e Bo ein be
liebiges Integral aus dem Integralstreifen Bo. 
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l o h be se lohne n l * c , und e„ d i « l i n & s b«w. rtol.iu von o 

l i e g e n d « » a u s t e i l e vora y. P e r a e r wähle l o h i n desi I n t e r v a l l 

Co., , o ) « in« b e l i e b i g « Z a h l x , Ale«: xe(o-„, Sodann l i e g t 

d i e Zahl«f (JC) i n dem I n t e r v a l l (o,o 4): f (T ) c Co,o, ). 

«an « lud d i e erwaluiteÄ P o r a a l i i dl® f olg< sdea 

_ J _ + L _ 

4 > . _ - i L - - _ i . £ 1 

""^a Bemerkenswerta an d*a«er * o r a e l n tat d«»r tfert«t*»ds «Hfl 

a i d Warte de r l i n k s £t*h«md«*n I . t & ^ r a l e v o n d e r Wahl d*s 

I n t e g r a l s 7 i n dem I n t e g r a l s t r e l f en Bc n i c h t abhängen, s-cnderr, 

abgesehen v o n döa Z a h l e n c , x , d u r c h d i e F w i d a n s n t a l d l s p e y e i o n 

^ e i n d e u t i g bes t loa t t s ind« T i r drücken d i e s auch so a u s , daß 

d i e erwähnten I n t e g r a l e I n v a r i a n t e n de« I a t egTa l s* r*> l fen« Bo 

d a r s t e l l e n * 

S i n e w e i t e r e S i g e n s o h a f t des I n t e g r a l S t r e i f e n s Bo h a s t c h t 

da r in« daß j e s w e l I n t e g r a l e y, y c Bo duroh d i e Kno ten o v 

O • 0,*1 , ± 2 , . . . : o 0 - 0) v o n Bo i n S i c h t u n g e n y'CO» 

7 ' ( o „ ) h i n d u r c h g e h e n , de ren V e r h ä l t n i s s t e t e d a s s e l b e i s t , 

a l s o : y ' ( o , ) j y ' ( o , ) - fc(^ 0 ) f ü r a l l e n a t ü r l i c h e n Z a h l e n v • 

A U S d i e s e n B e o u l t a t e n f o l g t sodann d i e -für j e s w e l I n t e 

g r a l e y, f € Bo und f t t r a l l e Z a h l e n t c ( - c « , » ) g e l t e n d e 

F o r m e l 
fit) 

£ { c j y v i . Aar - 0 

Hun e n t s t e h t n a t u r l i o h d i e F r a g e , i n w i e w e i t d i e s e E i g e n 

s c h a f t e n d i e I n t e g r a l s t r e i f e n c h a r a k t e r i s i e r e n . 

Bs s e i e n ( q ) , ( q ) b e l i e b i g e o s s i l l a t o r i e o h e D g l n . im I n 

t e r v a l l j • ( - Q » , « , ) und <f, *f i h r e T u n d a a e n t a l d l e p e r s i o n e n . 

W i r s e t s e n v o r a u s , daß d i e s e D g l n . I n t e g r a l e y, y s u l a s -

s e n , d i e d i e s e l b e n B u l l s t e l l e n haben und d u r c h d i e s e l e t z t e 

r e n i n B i o h t u n g e n m i t s t e t s demselben V e r h ä l t n i s y':y» 
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(«kjf 0) hindurchgehen. Ferner setzen wir voraus, daß für 
alle von d«n gemeinsame» Fülleteilen von y, y verschiedenen 
Zahlen t « 3 wenigsten« ein« (und stets dieselbe) der folgen
dem Beziehungen g i l t : 

i Unter diesen Vor aussei «liegen läßt sieh zeigen, daß die 
Pundamentaldisperslonen l f , f susammenfallen und folglich die 
beiden Integrale y, y zu demselben Integralstreifen der Menge 
(Q̂ f ) gekoren« 

3. Hun werde *ca dber Sie weitere von den oben gestellten 
»ragen, nämlich über gegenseitige Beziehungen zwisohen den 
Trägern q, q von swei Cgln* (q), (q) mit derselben Tundamen-
taldispersion sprechen. 

-3er Kürze halber wollen wir die Präger q, q von zwei Bgln. 
(q)» (q) mit derselben Fundamentaldispersion *f Träger alt der
selben Fundamentaldispersion nennen* 

Bs g i l t der folgende bemerkenswerte 
SATZ» Zwei Träger q, q mit derselben Jundamentaldisparsion 

f nehmen in jodest Intervall [xjfCx)), wobei x eine beliebige 
Zahl i s t , wenigstens viermal denselben Wert an« 

Es gibt also in jedem solchen Intervall wenigstens vier 
Stellen z 1 9 x l f x 5, xH so, dafl q(ii) » q(Xi) für i » 1,2,3,4 
i s t . 

Dieser Sats läi»t sloh nicht verbessern* In der Tat, aas 
kann an Beispielen zeigen, daß bei geeigneter Pundaiaeataldis-
per&ion f, zwei Träger mit der Fundamentaldispersion <p in je
dem Intervall [x,<j>(x)) denselben Wert genau viermal annehmen. 

6. $un will loh zu der letzten von den oben erwähnten Prä
gen, und zwar zur Aufstellung eine» expliziten Ausdrucks für 
die in der Menge Q<f enthaltenen Punktionen q übergehen. Den 
Ausgangspunkt dazu bildet die Untersuchung des Verhältnisses 

± _ A d3 -0 . 
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von swei In den Integralstreifen Bo der Mang« ( Q f ) liegenden 
Integralen y, yeBc. 

Wir betrachten den Integralstreifen Bo der Menge (Qf ) und 
Kahlen «wei beliebige Integrale y, yeBo. Di© Eaoten von Bo 
seien .««, c.j, , o_, , e a » o, o.,, olt.«« • 

Wir definieren im I n t e r v a l l 3 - (- ) die Punktion p 
so: 

für t 4 o v j T>- 0,M,±2,.«« ; 
P(t) 

für t - o 

Sa kann geaeigt werden, daß die Punktion p folgende Eigen
schaften hat: 

U p j< 0 fttr t c j ; 2j, p f ( t ) - p(t) für t e 35 

As. p*(o) - 0; (2) 

•A?- = 0 . 

3a*u wollen wir bemerken, daS der Wert der unter den 
Integralzeiohen stehenden Punktion an jeder S t e l l e im Ei n 
b l i c k auf die Formel 

A (CM) 

•OS) pHc) j jfc«-) pn^) 3 « - ^ ) 
duroh die rechte Seite dieser lotsteren d e f i n i e r t ist« Saraus 
folgt die Stetigkeit der genannten Punktion im ganzen Inter
v a l l j . 

Ton diesen Überlegungen ausgehend kann nun bewiesen werden 
der folgende 

SITZ« A l l e Träger q von Dgln. (q) mit der Fundamentaldis-
pereion >f sind genau duroh die folgende Formel gegeben: 

p p y ' (3) 
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e. bedsntet daa trBgar einer b e l i e b i g « ! C O v i * aar Funda-
aaatal&leperBiea t » J « i a Integral T9& C O Bi t einer S o l l s t » 1 -
2« o d p « in« beliebige ^oaxktica l a I n t e r v a l l j « C—•»«•») 
a l t den obiges IIges*aaa£t«a ( 2 ) . 

Za d iese» Seen!tat «Sekt« l o a d l * folgend« Bemerkung M o -
auf8gen« 

Xehrera T C S »einen l i t a x b o i i a m baten «loh Kit dar Trag« 
b e e o b ä i t i g t , a l l « oazi l iatsr iacafta $gla« C O beatinaan, 
deren In tagrÄle Ibra B u l l a t e i l e n Tf -äq ldls taat* d*b. In glel— 
ehea Abstanden • e r t e i l * haben« I l s e sele&e Xgl» s t a l l t die 
B j l . a l t dea f rägar ( t ) > -1 dar . tfnläcgat hat H .F . 
23ÜMI ür so'» a SrSgsr ***a es a s rae l aufges te l l t . 
S In £»snu.„a« .folgt aas s tg a * t a so : 

Hl* l a Frage stabenden r g l n . C O * i t TT - ä $ u i ä l s t a n t r a r -
t a i l t a a « \ i l l s t l l a a Ihrer Iariegrale alad durah d la l laaara 
Fora f ( t ) » t t s dar Fandaaant aldiaper aloa charakter is ier t • 
unter d la» Sgla* bsf l ä d s t «1 v , v i a gesagt, dla 1%1. (-1), 
daran durch dla Aafangeaarte yC'») * 0, y ' C O • 1 baatlaattaa 
l a t ag ra l y dla Faaktloa y(t) « alnCt-o) la t Co b e l i e b i g ) . 

T i r eetsen l a dar obigen Foraal (3) pCt) * p(o) • exp f (t) 
and erhalten daa &ssnltat Ton H»F. Veaaaum: 

U l a Träger q. adtx-Sqal^la tas ten J a l l s t e l l o n TOB Xntegra-
laa alad gaaaa durch, d l a tolgende Taraal gegeben: 

Za dleaeei Secaltat aal noch beasarkt, dafi aaa s.B. 
*(t) - \ l egO-fes la 2C*-«>«la*Ct-e)) , k - loset., ikl * 1 
»Ehlen darf. Sa lat aber keiaeafalle aiaa allen cinfaehe Fora 
daa Trägers I aa erwarten, da dleeer latatare l a jedea Xatcr-

aobal 1 folgende Xlgesaebaftan hat: 



- 23 

r a l i £x, x + jt) wenigstens Tiermal den Wart -1 annahmen muß. 

IT. Di« allgemeine Transformationsformöl und ihre physika

lische Anwendung* 

V« loh komme nun auf das «weite, der allgemeinen Transfer-

mationotheorie entnommene Thema zu sprechen« 

loh betrachte swei lineare Dgln. 2. Ordnung 

(q) y" • q(t)y, * - Q ( T ) Y ( Q ) 

in den beschränkten oder unbeschränkten (offenen) Intervallen 

J » (a,b), J « (A,B). Wir setzen voraus, daß die Träger die

ser Dgln* in ihren Definitionsintervallen j , J stetig sind« 

Das Transformationsproblem für die Dgln. (q), (Q) besteht 

darin, Funktionen w(t), I(t) tu bestimmen, die so beschaffen 
sind, daß für jedes Integral Y der Dgl. (Q) die Funktion 

y(t) - » < 0 •![!(*J (4) 

eine Lösung der Dgl. (q) ist« Die Funktion X nennt man die 

transformierende Funktion der Dgln. (q), (Q), während w als 

der Multiplikator der Transformation [w,l] betelohnet wird» 

Hua hat bereits Kummer in seiner eingangs erwähnten Ab» 

handlung gezeigt, daß jede transformierende Funktion X der 

Dgln. (q), (Q) in ihrem D«finitionsinbervall i c j eine Lösung 

der obigen nichtlinearen Dgl. 3« Ordnung (Qq) i s t und ferner, 

daß der Multiplikator w vermöge der Funktion X bis auf «Ine 

multlplikatlve Konstante k (/ 0) durch die Formol 

w(t) - k: 1 lX«(t)f eindeutig bestimmt i s t . Die Transforma-

tionsforsel ( 4 ) hat also die Form 

W - I Ä • (5) 
IX'wl 

Umgekehrt kann unsohwer gezeigt werden, daß jede Lösung X 

der Dgl. (Qq) eine transformierende Funktion der Dgln. (q), 

(Q) darstellt. 
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Für die weitere Xntwioklung dieser Theorie sind Tragen 

«fear 2xistens Toa Lösungen der Bgl« (Qq) und Ubar dl« Allge

meinheit dieser letsteren TOB entscheidender Bedeutung* Bs 

Ist mix natürlich sieht «Bglioh, In diesem Tortrag auf Sin-

selhelten elnsugehen. Deshalb w i l l loh dia Situation in 

grölen Zagen «ad nur in das für das folgende erforderlichen 

Ausmaß sohlldssra, 

£u dar Egl. (Qq) aal sun&ohst bemerkt, dal daa Symbol 

{x,-^ bskauntlioh die Sohwarssohe Ableitung dar Punktion X ^ 
an dar Stella t bedeutet: 

und ferner, daS In weiteren unter Lösungen X dar Sgl« (Qq) 

stets nur Munitionen a l t nicht Teraohladanen ersten Ablei

tungen X* Terstanden werden. 

Xa seien 7, I beliebige Integrale der Bgln. (q), (Q). 

Ferner seien t,( j , X.c J beliebige Stellen, an denen die 

Warte * ( t , ) f X(X a) von l u l l rerschieden sind und dasselbe 

Torselchen besitsen* Sodann gibt ea genau eine wachsende und 

genau eine abnehmende breiteste Lösung X der Sgl. (Qq), rer-

aöge deren ein T e i l des Integrals X In einen solchen des 

Istegrals 7 l a Sinne der a l t k » 1 gebildeten Forael (5) 
transformiert wird. Das Adjektiv •breiteste" drüokt aus, dafi 

die durch die Lösung X bestlaate Zurre [t,X(t)] Ton Band su 

Band des reohteokigen Berelohes j x J rerläuf t . 

Vir betraohten nun «ine aolohe breiteste Lösung X der 

Sgl. (Qq). Sa die Ableitung X* stets wen l u l l rersohieden 

i s t , ao gibt es die su X(t) lnrerse Funktion x ( l ) . Wir nennen 

swei reraöge Ton T - X(t), t - x(l) susaaaenhängende Stellen 

* e I« J homolog. Offenbar besteht an je swei hoaologen 

Stellen t c 4, T« J die Besiehung: X'(t)-x(T) - 1. 

Inn g i l t , wie wir wissen, die a l t k«1 gebildete Formel 

(5). Aus ihr folgt unmittelbar für je swei ho ologe Stelle 

t c it f« J die Besiehung: 
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Hit der Angab« dieser Formel wollen wir unsere Betrach

tungen Uber die Transformationetheorie abschließen und zu 

einer physikalischen Anwendung der Formel (6) übergehen. 

8. Vir betraohten zwei physikalisohe Räume I und II* In 

diesen Bäumen seien die Zeiten während gewisser (offener) 

'eitintervalle i bzw. I an Uhren [i] bzw. 4̂ gemessen» 

Wir nehm n an, die Uhren [I] , [Ii] seien in ihrem Gang ver-

mö e z ei in d n Intervallen i , I definierten und gegenseitig 

i ers n Funkti n X(t), t e i , d z(T), T e l aufeinander 

abgestimmt: In j d m an d r Uhr [I] g ssen n Auge blick 

t «. i z igt die Uhr [II] die Z i t T - J(t) ( £ I) an; oder mit 

ren Worten: In i dem an der Uhr [Ii] gern ssenen Augen-

b l i T£ I zeigt die Uhr [l] die Zeit t - x(T) (e i ) an. 

Wir n n n I bzw. x die Zeitf ktionen für den Raum [Ii] bzw. 

[I] • Im E l liok auf die f lgende Anwe dung setzen wir voraus« 

ß d e e Zeitfunktionen der Klasse C3 ange ören und ihre Ab-

1 ltungen X', x st ts > 0 sind« Sod n i s t es sinnvoll« von 

d r Zeitgesoh lndigkeit X'(t) und Zeitbesohleunigung X N(t) im 

Räume II im Augenblick t ( € 1) zu sprechen und desgl lohen von 

der Zeitgesohwindigkeit x(t) und Zeit eeohleunigung x(T) im 

R e I im Augen liok T (e I) . Zwei (h molo e) Augenblioke 

t c i un T • X(t) e I, oder mit anderen Worten: T e l und 

t * x(T)e i , wollen wir als gleichzeitig bezeichnen« 

Nun seien in den Räumen I, II orientierte Geraden G:, Ga, 

auf denen sieh zwei Funkte F x, PK bewegen, gegeben. Auf jeder 

von diesen Geraden sei ein fester Funkt 01 bzw. 0tt, der 

Nullpunkt« festgelegt. Von ihm aus werden die jeweiligen Ab

stände der Funkte F x, P n gemessen, und zwar positiv in posi

tiver und negativ in negativer Richtung der entsprechenden 

Geraden« 

Wir nehmen nun an, die Bewegung der Funkte F I f F s seien 

duroh beliebige S^ln. (q) und (Q) geregelt, und zwar so: 
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Sa seien ttr beliebige logenbllcke t,c J , T.e J , •eraBge ge
wisser Abstände y., T. von da» lollpunktsn 0 5, On, dl« Lagen 
der Tunkt« P x f P a auf d«n Geraden S I # G K und ferner Ihre Ge-
seheln&igkslten y.% i.gevShlt. Sodann erfolgen dl« Bewegungen 
d*r Packte P x , P K nach den dnreh dl« Aafangawerte y (t„) - y . , 
J ' C O - 1*. «od I ( T 0 ) » I , , Y ( T 0 ) - T D bestimtten Integrale» 
y ( t ) , T(C) der «gla. (q)t (Q)* ^ i e 1*3« Punktes P t i n 
3 «den Augenblick 11 J I s t also durch 8«Isen Abstand y(t) rem 
Xallpmüct 0T gegeben, «ad swar I s t y(*) > 0 od«r y(t) < 0 
oder yCt) " 0, je aaohden, ob «lob der Punkt P T i n positiver 
•dar negativer Xiohtong -von JuUpankt 0 t befindet oder duroh 
diesen letsteren hindurchgeht« Inaliches g i l t natürlioh TOS 
Peak* P x« Wem s.B. die Dgln. (Ot (<0 o s s i l l a t o r i s o h sind, 
•e aeialngen die Ponkte P j , P t t stets ist die Pullpunkte 0 Z y 

0 K n s r a n . 

Wir seinen s«B« y ( t # ) > 0, T(t.) > 0 «n. Wir wissen» daß 
•a gen am eise Cs*B.) «aehsende breiteste läsang X der Dgl. 
(0O g i b t , die an der S t e l l e t . den Wert T 0 anniest, reraoge 
deren e i n T e i l des Integrals T In einen solohen des Integrals 
y im Sinne der ndt k- 1 gebildeten Pomel (5) transfomlert 
wird« K i t I bsv« 1 «ollen v i r die Sef I n l t l o n s l n t e r r a l l e der 
In 'rage stebsaden Seile der Integrale T bcv. y besolehnen* 
Sedann g i l t für die Paaktloa X and die sa l b r lnverse Punk
t i o n x an Je s s e l hoaologen Stellen t c 1, f e i die Besiehang 
(6 ) . 

Wir «aalen aaa die Panktlon X bsw. z «Shrend dee Z e l t -
Intervalls 1 bsw. I aar Zeltfaaktloa für den Sana I I bs«. I . 
Aaflerdeei «Sälen v i r die Längeneinheit In Banne I i n jeden 
AageabllAk t ( c i ) der -vierten Warsei der entsprechenden Z e i t -
gesolnrladlgVolt In Banne I I gle i c h , also\x*(tJ, and analog 
diejenige In Baaae I I g l e i c h ^ x ( I ) . 

Sodena sind nach der Pomel (6) die gleichzeitigen Ab
stände der Ponkte P x „ P f f ron den Fullpunktea 0 £ , 0^ stets 
dieselben, oder a l t anderen Torten: Sie Beeagangen der Ponkte 
P z 9 P x sind wahrend der Zei t i n t e r v a l l e i , I d l s Iben. 
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Wir fassen dieses Besultat kur« ausanaien: 
Is physikalischen Bäumen sind bei geeigneten Zeit- und 

Längensossungen alle geradlinigen duroh beliebige Dgln. 2. 
Ordnung geregelten Beiregungen einander gleich* 

Wendet man diese Theorie Insbesondere auf geradlinige har-
aonisohe, d.h. duroh die mit beliebigen Konstanten «*» > 0, 
Q. > 0 gebildeten Dgln. 

(q) y» - -u/"y , Y » - 2? Y (Q) 
geregelte Bewegungen an* so kommt man au diesem Ergebnis: 

Geradlinige harmonisehe Bewegungen sweier Punkte in physi-
kalisohen Baumen sind bei geeignetem gleiohfBrmigem Zeitrer-
lauf und passend gewählten konstanten Längeneinheiten in bei
den Bäumen dieselben« 

Zum AbsohluA dieses Tortrages erlaube ich mir anzuführen, 
dafl der hier behandelte Stoff meinem Buohe "lineare Differen
tialtransformationen 2* Ordnung"» das Im Laufe des näohsten 
Jahres 1967 bei dem TBB Deutseher Verlag der Wissenschaften 
su Berlin erscheinen s o l l , entnommen Ist* Dieses Buoh ent
hält eine systematische Bearbeitung meiner eingangs erwähnten 
Transformationstheorie der linearen Sgln. 2* Ordnung* 

Terfassert Prof* Dr. Ottokar Borurka. Brno (C3SB), 
JaniekoTo nam. 2a 
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