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Neuere Brgebrisse in der Transformationstheorie der gowtha-
lichen linearen Diffsrentialgleichungen 2. Ordnung *

Von 0, Boruvka

I. Die Transformationstheorie der gewlhnliohen linearen
homogenen Differentialgleiohungen (Dgln.) 2. Ordaung behan-
delt im wesentlichen die Auswirkungen von Vorgingen, dis mit
Transformationen der Verinderliochen susammenhingen, suf Inte-
grale der genannten Dgln. Diess Theorie wurde von E.E. KUKMER
begriindet, dessen Leistungen in dieser Richtung duroh die
Entdeckung der fir die Transformationstheorie grundlegenden
niochtlinearen IDgl. 3. Ordnung

(Qq) - {xX,t} + Q@) X"* = q(¥)

gekennzeiochnet sind. Die diegbesiigliche in lateinischer Spra-
oche verfalte Abhandlung von Fummer wurde szun¥ohst iz Jahre
1834 in dem Programa des evangelischen Kinigl. und Staldtgym-
nasiuns in Liegnits verdffentlieht und spiter, im Jahre 1887,
in dem Journ. f. d. reine und angewandie Mathematikx (Vol.100)
aeu abgedruckt. Die weitere Entwicklung fithrte zu ausgedehn-
ten und durch die Arbsiten namentlich von B. LAGUEREE, F,
BRIOSCHI, G.H. HALPHERN & R, FORSYTH, S. LIB, P,APPELL ge~
f2iuhrten Forschungsn tiber Transforma ionen von linearen Dgln.
n-ter Ordnung im Zusama nhang mit dem Aquivalensprodlem.

D eses letztare beeteht bekanntlich in de Aunffindung von Be-
dingungen, unter denen zw i lineare D ln. n~ter Ordnuag in-
einander tranaformiert werden kidnunen. Im Rahm n der erwihnten
Forschungen kommen gelegentlich sclche fiber Transforzatienen
der linearen Dgln. 2. Ordnung im komplexen GCedbiet vor,

Die linocaren Dgln. 2. Ordnung nehmen unter denen n (& 2)-ter
Ordnung ¢ine ausgeseichnete Stellunz ein, nicht nur wegen
ihrer niedrigsten Ordnung, sondern hsuptsiichlich deshalb,
weil nur in dicsem Fslle n = 2 swol Dgln. immer Bquivalent
sind.
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In Laufe der letsten finfsehn Jahre habe ich eine Trans-
formationstheorie der genanrten Differsntialgleichungen im
reellen Gediet asntwickelt. Ea gaht um eine qualitative Theo-
rie von globalem Charakter. Disse Theorle ist welitgehend auf
neuon Begriffsbildungsn aufgebaut und besteht im wesentlichen
sus gwei Teilen. Dan &inen bildst dis nach ihren Grundbegrif-
fen terannte und oszillatorische Igln. beherrschende Disper-
sionstheories, deren iufbau von dea Begriff der Zentraldisper—
glonen su einer konstruktiven Integrationstheorie der Xummer~
schen Dgl. fortsohreitet. Der anders Teil enthilt die allge-
meine Transformationstheerie, in der unter sllzemsinen Eo-
dingungen Eigenschaften von Lisungen der Eummerschen Dgl, im
Zusamnsnhang mit Transformationsprosessen bel linearen Dgin.
2. Ordnung wotersucht werd n. Ein Absohnitt diessr Theorise
ist Fragen tiber vollstindigs Lisungen der Kummerschen Diffe-
rentialgleichung gewidmet, Die vollstindigen Lisungen dleser
Dgl. zelobnen sich deadurch aus, da8 sie als irarsformierende
Funktionen die Integrale wvon linearen Dgln. 2. Ordnmung in
ihrem gansen Verlauf ineirander Uberfithren. Die zu dem Aus-
bau dieser Transformaiionstheorie angewandten lHethoden haben
bel einigen Begriffen aus der klassischen Theorie der linea-
ren Dgln. 2. Ordnung eine weitgehende Vertiefung bzw. Erwel-
terung als erforderlich oder vorteilhaft erscheinen lassen.
Dies detrifft insdesondere den Phasenbegriff, der sich in
der Transformationstheorie in methodischer Hinsioht als einer
der wichtigsten Begriffe erwiesen hat. Von besonderem Inte-
resse scheint es mir zu sein, dal8 der diesbesiigliche Stoff
neben den Nitteln der klassischen Analysis in manchen Rioh-
tungen weitgehend Adie der modernen Algebra und nasmentlich der
Gruppentheorie in die Uberlegungen einzugehen und auf diesen
Tege tiefliegende Tatsachen zu erkennern erlaubt,

II. In der mir bei diesem Vortrag zur Verfiigung stshenden
Zeit warde ich mir erlauben, fiber zwei Themen zu sprechen,
vou denen eines ossillatorisohe Dgln. betrifft und in die
Theorie der Zentraldispersionen gehlrt, wihrend des andere
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der allgemeinsn Transformatioustheoris entnommen ist, Belde
Themen sind konkreten Fragon gewidmet und guf xnumerische bsw.
physikalische Anweondung eingestellt.

Ioh werde mioh mit den sogenannten Sturm-liouvilleschan
oder auch Jacobischen Differentialgleichungen 2. Ordnung,
4., h, mit Dgln. von der Form

(@) v =q(t)y

befamssn, Ich setze voraus, daid dis Koeffiglsnten q dieser
Dgln., dle ich gelegentlich auch als Triger der betrachteten
Dgln. begeiochne, stetige Funktionen in offenen Intervallen
sind. Katiirlioh k¥nmnen von dsn Trigern auch weitere ¥igen-
gohaft n geford rt werden.

Bire Dgl, (q) heiB% oszillatorisch, wausn ihre Integrale
osgillieren, d.h. in belden Richtungen gsgen die Enden dus
Definitionsintervalls von (q) unendlioh oft veraschwinden.

Ein wohlbekanntar Prototyp solcher Dglmn. stellt dis Dgl. (-Xx*)
pit dem konetenten Triger -k* (# 0) in dem Intorvall (=es yoe )

dar.

III, Differentizlgleichung n mit denselbsn Hullstellien
von Integralen.

1 In diessem Adbsohnitt betrachten wir ossillatorische
Dgln. (g) in dom Intervall J = (= 4o )o

Ioh will gundechst den Begriff der Fundamsntaldispersion
1. Art, kiirzer: der Fundamentaldispersion, eirner sclshen Dgl.
(q) erklidren. Dies ist einer 4 r zruandliegenden Begriffe in
dexr Transformationstheorle der ossillstorischen Dgln,

Die Fundamentaldispersion einer (oszillatorischen) Dgl.
(q) ist eine Funktion y in d m Intervall J, dis so erklurt
ist: An jsder Stelle t¢ § 1st ihr Wert yv(t) d1e erste raoh
folgende Fullstelle eiunes belisbigen Integrals y der Dgl. (g)
d2s an der Stelle t versohwindet. Es ist klar, dad diese
Definition von der ¥zhl des Integrals y nioht abhiings, da
alle an der Stelle t verschwindenden Integrale der Dgl. (q)
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voneinander {1inear) sbh¥ngen uzé folglich &ieselisa Full-
siellen bositzen.

Yon do Rigenachaft v & r Fondarewtaldispersion will ick
hiar rar die folgeuden erwzianen?

Lo Q>4 2o 4¢G5 2o Y20 ke UmY(E) = -oo,

- -

%_1’! (%) =0 o 1)

2. ¥un kowsia 1ok zu dem ersten Thems, tiber das ich in dle-
sen Vortrag sprachen m¥chte, nimlich sa Dgln. (¢) mif den-
selben Fuilstellen von Integralen.

Es sei (g) eine Dgl urd y oines ihrer Integrale. ¥ir
wis en, da8 d1e Nullstellen Jedez I %t grals § vor (q), dss
2lt dem In egral y 2ins Kulls%telle g oinsam hat, sXatlich
mit d2 0 vo y sus xfallen. Dies gekt aus der Tatsache
herv r, dsf ja gwal Int grale der Dgl. (q) mit siner gemsin-
n Fulle ¢lls vo sin der alhingig in”,

Fun ist es aber von vornherein m3gli , dsl es such weite—
re, und gwar von der Dgl. (g) verschl & ne, Differsntial-
gleichungen (§) gibt, deren Integrale si h ebenso verhelten:
Die ¥ullstellen jsdes Integrals ¥ von (3), das mit dem Inte~
& 1 y eine Fullstelle gomeinsam hat, fallen s¥atlich mit
denen von y susammen.

ir sprechen von Differentislgleichungen {q), (g) mit den~
sslban Nullstellen vorn Integralen, wenn die Fullstellen von
Je zwel Integralen y, 5 vor (q) bzw. (3) simtlich voeneinander
versohisden eind oder susamsmenfallen.

¥w eind die Fragen, mit donen wir uns befasssn wollen,
dis folgenden:

G5ibt es su siner Dgl. (q) weiters Dgln. (@) mit 3¢ elden
Hullgtell n von Int zrale ? Wemn ja, wsloche Michtigk 3¢ hat
die wvon allsn dlesen Dgln. gebildete Kenge?

Per #rs Yo he sind die gezanseitigen Easiehungen zwischen
dex T lgern g, §7?Und schlieSlich: Ednnem sxpliszite Auzdriicks
28r dle Triger q im Zisammenkang ait q angegeben werden?
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Bevor ioh auf d1s Beantwortung disser Fregen eingehs,
nSchte ioh bemerken, ds3 Intezrale von swei Dglun. (q), (7)
zenau dann diecselben Faullstellen haben, wenn die Fundewentsal-
dispersion ¢, v von {q), (T) eusammenfallen: ¢y (t) = ¢ (%)
ftir t € J. Ties kann unschwer aus dsm B griff der Fundamental-
41 p rsion hergeleitst werden.

s sel nun (Qy) & ~ Kenge aller Dgla. {q), deren Funda-
ntaldispersion y ist, und Q¢ die Henge aller Triger der
gln. aus 4@ r Menge (QY¢).

Ferner sei 6 € (= ,oc) eine beliebigs Zahl und Eo die Henge
ller in o versohwindenden Integrale der einselnen Dgln. mus
er nge (Q¢). Wir nennen Bo den Integralstreifen (o).
1le in Bo lieg nden Integrale d r einselnen Dgln. (q)¢ (Q¥ )
abe also alle Fullstellen gemeinsam. Diese Nullstellien nen-

2 2 wir die Knoten des Integralatreifens Bo; unter ihmen be-
findet sich natlirlioch die Zahl o.

Wun kdnnen dle oben formulierten und im weiteren su bo-
handelnden Fragen so ausgedriickt werden:

%8 sel v die Fundamentaldispersion der Dgl. (q).

Yolohe Miohtigkeiit hat die Menge Qy ?

Welohe Eigenschaften haben die in Bo liegerden Integrale?
Wie lauten die gegenseitigen Besiehungen swischen den
Elemonten der Menge Qy ?

Wie lautet der explisite Ausdruok fur die Elemente qc Qy ?

Dies ist also der Fragénkomplex, mit dessen Beantwortung wir
uns befassen wollen,

3. Im Jahre 1961 hat X, BARVINEK geseigt, da8 zu jeder im
Intervall (-~ ,cc) definierten Punktion y mit den obigen
Bigenschaften (1) ossillatorische Dgln. (q) konstrulert wer-
den ktnnen, deren Fundamentaldispersion genau die Punktion
¢ ist. Aus den Betrachtungen von B, Barvinek geht hervor, das
es im allgemeinen, je nach der Wahl der l‘unktiony s unendlioh
viele solche Dgln. gibt. Kun habe ich im Jahre 1963 mit Hilfe
von allgeme‘nen Sitzen aus der Gruppentheorie bewiesen, das
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die Miohtigkelt der Menge Qy von der Wahl der Funktion ¥
niocht abhingt und stets derjenigen des Xontinuums, also o,
gleich ist. Damit ist die erste der obigen Fragen beantwortet.

Zu diesen Resultat miéchte ioh die folgende Bemerkung hin-

gufligen.

In der numerischen Praxis der Dgln. konmt gelegentlich die
Berechnung der Nullstellen von Integralen einer Xkonkreten
Dgl. (q) vor. Man denke etwa an die Besselschen Funktionen.
Eine soloche Berechnung hingt natiirlich von dem Triger der ge-
gebenen Dgl. ad und kann sich unter Umstidnden sehr schwierig
& 8 alten. Bs llegt nun dle Idee nahs, den gsgedben n T Hger
q durch einen, sagen wir: Reprisent nten, d. h. einen Triger
q mit de selben Fundam n aldispe ion y zu ersatzen., Sodann
aben die Intsgrale der Dgl. (Q) é&ies lben Nullst lenwe o
ntegrale von (q). ¥Man wird na iirlich atredt s n, n

eoig eten Repr# ta t n @ zu Hhlen, und gwar B ihn
die Berechnung der Fullstellen der I tegrale vo (7) 8zgli s
esinfach g staltet. Das obige R ultat gidbt uns die Sich r eit
da8 es stets, und sogar un ndlich vi le { it der Hdoh igk it
© ) Reprisentanten § gibt, durch die d r gegebene Trig r q
ersetet werden kann. Hisr entsteht daz folgende Problem:
Ausarbeitung von Methoden sur Ermittlung rechmerisch vorteil-
hafter Reprisentanten gegedbener Triger. Dieses Problem steht
sur Zeit villig offen.

Ao Nun komme ioch zur Behandlung der weiteren PFrage in dem
obigen Fragenkomplex, und gwar su den Bigensochaften der in
¢inem Integralstireifen Bo liegenden Integrals der Dgln. aus
der Mengs (QY ).

Den Ausgangspunkt dagu bilden swei Formeln, die ich im
Hinblick auf ihre bemerkenswerte Struktur anfihren mSchte.

28 sel 0¢ (o y=) eine beliebige Zahl und yec Bo ein be-
liediges Integral aus dem Integralstreifen Be.
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Ioh beseiohne i3 ¢., und o, 4ie linxe brzw. rec:iis von o
liepends Nulletelle vor y. Ferpey wkhle ioh in dem Intervall
(o.,, ¢) eine beliebige 2ahl x, also: x¢ (6.4, 0), Sodanan liegt
die Zahl ¢ (x) in dem Tutervail (o0,0,): ¢(x) e (0,0,

Nun siud die ersihntex Formala 212 folginden
* 4 Jde = —t !
r %"T% &0-C)‘ o = Tt =&

l

Pl _ A4 - i de J_ (c!
Lg, G B-c)* (s -¢©)P ‘flf-) c )

a3 Bemerhonswerts an d'2ser Parmeln 1ot der Ume~tend, Al
ais Worte dexr linis stelenden I . tograle vou der Wahl des
integrals y in dem Integralsireifen Bc riockt sthingen, rcndsry
abgesasron von dea Zahlen ¢,z, durch die Fundamsntaldlspexslon
¥ elrndeutig bestiszmt sind. Tir drilcken dies asuwoh so aus, 2af
dis eryihnten Integrale Invarianten des Iategralstrelifeons Bo
derstellen,

Bine weitaers Bigenschaft des Integralstreifens Be bestelt
darin, daB je swel Integrale Yy, ¥¢ Be durch die Knoteu o,
(v = 0,31,22,.,00 ¢ 0, =0) von Be in Riohtungen y*'(o.),
¥'(o,) hindurchgehen, deren Verhilinls siete desselbe ist,
also: y'(ey): ¥'(e,) = k(¥ 0) fur aile natirlichen Zahlen vy .

ang dlesen Hesultaten folgt sodann die *2r je gwei Inte~
grales y, 7€ Bo und fir alle Zahlen t ¢ (~osy ) geltende

Formel )

t:,"’(c) - BN lds "
b k) "Lm
1

Run entateht natilrlich die Prage, inwisweit diese Bigen—
schaften die Integralstreifen charakterisisren.

Bs selen (q), (§) belietige ossillatorische Dgla. im In-
torvall J = (~oe, ) und ¢, § ihre Fundsmentaldispersionen.

Wir setgen voraus, dal diese Dgln. Integrale Y, ¥ sulas-~
sen, die dleselben Fullstellen haben und durch diese letszte-
ren in Richtungen mit stets demselben Varhiltnis y':¥*
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(=Xx§ C) aindurohgshoen. Fernsr setgen wir voraus, ded fir
alle von dsn gemeinsemen Fullstellen von ¥, ¥ verschiedenen
Zahlen t < J wenigetens cine (und stets dieselde) der folgen—
deu Besiehungen gilt:
)

)
4 -
J{ ?&6‘) ._.{. ‘Z‘W’J -0,

t Unter dlesea Vorsusselszuagen luft sioch geigen, dall die
Puncdamsntaldispersicnen v, ¥ susammernfellen und folgllch dis
heiden Integrale y, ¥ zu demseldben Integralsireifen der Menge
(Q¢ ) genbreu.

#I

)

——

& _ A A -
e X %nﬂ]ds Q.

Ao =y

5o Hun werds *oh ther 1ie weltere von den oben gestellien
*ragen, nXmilch tber gegenseltige Besziehungem zwischen den
Trégern g, § von zwei Dgln. (q), (@) mit derselben Fundamen-
taldispersion sprechen.

Jer Xturge haldber wollen wir die Iriger q, § von zwel Dgln.
{q), () mit derselben Fundamentaldispersion y Triger amit dev-
sslban Pundamentaldispersion nennen.

Bs gilt der folgende bemarksnswerte

SATZ, Zwel Trigeor g, q mit derselben FPundamentaldisparsion
¢ nehmen in jsdem Intervall Et,?(z)), wobei x eine helisbige
Zahl is%, wanigstens viermal (anselben Wexrt an.

Es gitt also in jsdem solchen Intervall wenigstens viar
Stellen x,, X,, X;, X, 80; dad g(x;) = §(x;) fur 1 = 1,2,3,4
ist.

Tinser Satgz 1XLYt sich nicki varbvessern. In der Tat, man
kann an Belsplelen zeigen, dal bel geeigneter Fundameataldis-—
persion v, zwel Triger mit Ger Fundamentaldispersion v in Je~
dem Intervall [x,?(x)) denselben Wert gensu viermal aanchmen.

6. ¥un will ich zu der letzien von den oben erwihnten Fra-
gsn, und gwar zur Autstellung eines expliziten Aunsdrucks fir
d1e in der lenge Q¢ snthaltenen Funktioneu g tibergeher. Den
ausgangspunkt dazu bildet dis Untersuchung des Verhiltnisses
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von swei in dem Integralsireifen Bo der iMange (Qﬁ’) liegenden
Integralen y, Y€ Bo.

7ir betrachten den Integralstreifen Be der Menge (Q¢ ) und
wihlen swel belleblge Integrels y, ¥ ¢ Bo. Die Enoten von Be
B8ien seey G, 5y O, 3 G, = Gy O,y C,y000 o

¥ir definieren im Intervall J = (~w, ) die Funktion p

y(: fﬂr t # OV; V= 0’!1’t2’.0. ;
ORI
y'(O) fdr t = 0y o
Es kann geseigli werden, daf8 die Funktion p folgende Eigen-
schaften bhat:

1. p#0 fur te); 2. py(t) = p(¥) 2ur tej;
3. peC, ; 4o p'(0) = 05 (2)

r5c)
1 — 4 i -0
2 Hr‘m P ] ¢ (®)
Jaxu wollen wir bemerken, daZ der Wert der unter dem

Intagralzelohen stehenden Funktion an jeder Sielle o im Hin-
blick auf dis Formel

IR Y, é A - p" (cy)
> [P‘("l pHc) ] ¥ (e)

P ¢t (cy)

durch die rechte Seite dieser lotsteren definiert ist. Daraus
folgt dle Stetigkeit der genannter Funktion im gansen Inter-
vall 3.

Von dissen Uberlegungen ausgehend ksnn nun bewlasen werden
der folgende

SATZ. Alle Triger g von Dgln. (Q) mit der Pundamentsldis-
persion y sind genau durch die folgende Formel gegeben:

g=a+ B2l 2, (3)



g dedsutst dem TriZger siner bellebigen Igl. (gq) mit dsr Punda-
mastaliispersicany, 7 ein Iztegral von (@) mit einer Mullstel-
Is 8 4 p sins btalirbize Tunkiicn iz Intervell J = (e, )
mit dsn obigen Eigesschalian (2).

Zu diesez Bssulist mlickie ich dis foigenis Bemertiing hin-
sutigen.

Eedrore voen melasz Xitsrdelitern haben aich mit der Frage
baschiftigt, alls oszillaicriscasn Dglan. (q) su destizmen,
deren Ixtagrsle I1hre Fullziellen X-%3 1distant, 4.h. in glel-
¢hea AdstdEndsn ¥ ,; verteili hoden, Zins soleks Igl, stellt die
Pxl. {1, =it 2em Tragar (%) = -1 dar. Unlirgst hat H.P.
EIURN £r a7 e Lr¥ger .8 88 & ormel aufgestellsl.

3 ia Raxza.a. Iolgt gumr g iz u° ts 803

Tis 3n Frsge stebenden Dgln. (q) mit v —dguidistant ver-
tellten ¥.1llst 1len iihrar Ixtegrale sind durch 4is lineare
Porm ¥{2) = t + T der Pundawsataldispersion charakterisiert.
Unter diex Dgla. bdefindetl si ™, wie gsaagt, dle Igl. (-1),
dsren dured die Anfangewsrte y(n) = 6, y'(c) = 1 bastimmtes
Integral y dis Punktion y(i) = sin(t-e) ist (o belisdig).

¥ir seissn In dar obigean Pormsl (3) p(t) = »(o) . exp £(t)
urd srhaitea das Rasultat von H.?. Neumann:

411s Triger 3 ait x-Eguiistantsm Fullstellen von Integzre-
1en eind gsazu durch die Lolgenls Pormasl gezeben:

W=-1+{0 + TR+ 2O -NGG-g ,

wodel £ folgsnde Rigmmsehatften hat:
f(titl'fm, feC. , fo=0, f=0.

[m@m_«_k 0.

i ir-c)

hlh-lunlm sei noch bemarkt, da8 man s.3.
2(t) = zlos(‘l—t-m 2(t-e)+sin"(t-¢)), k = Konst., iki < 1
wiklen darf. Xz ist ader keinesfalls eine allige einfashe Porm
des Trigers § zu erwarten, da disser letstars in jedeam Inter-
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vall [x, z+1t) wenigstens viermal den Wart -1 arnehmen muS.

IV. Die allgemeine Transformationsforwel und ihre physika-
lische Anwendung.

V. Ich komme nun auf daz sweite, der allgemeinen Iransfor-
mationctheorie entuommene Thems gu sprechen.

Ioh betrachte swel linears Dglm. 2., Ordnung

(2) ¥ =q(t)y, Y=0qDY (Q)

in den besohrinkten oder unbeschrinkten (offenen) Intervallen
j = (a,b), J = (A,B), Wir setzen voraus, daf die Triger die-
ser Dgln. in ihren Definitionsintervallen J, J stetig sind.

Das Tranaformationsprodlem fiir die Dgln. (g), (Q) besteht
darin, Punktionen w(t), X(t) su bestimmen, dle so beschaffen
sind, da8 fur Jedes Integral Y der Dgl. (Q) die Punktilon

y(t) = w(i) » Y{z(¢) (a)

eine Lisung der Dgl. (q) ist. Die Punktion X nopnt man die
transformierende Funktion der Dglm. (q), (Q), whhreni w als
der Multiplikator der Transformation [w,X]| bezeichnet wird,

Nua hat bereits Kummer in seiner eingangza erwihnten Ah-
handlung gegelgt, dal Jede transformierende Punktion X dsr
Dgln. (q), (Q) in ihrem Definitionsintervall 1 < j eine Lisung
der obigen nichtlinearen Dgl. 3. Ordnung (Qq) ist und fermsr,
da der Multiplikator w vermige der Punktion X bis auf eine
multiplikative Konstante k (# 0) durech dle Formel
w(t) = k: VIX'(t)] eindeutig bestimmt ist. Die Traraforma-
tionsforsel (4) hat also die Porm

yy=t RO (5)
X'
Ungekehrt kann unschyer geseigt werden, daB jede Lisung X
der Dgl. (Qq) eine transformisrende Funition der Dgln. (g),
(Q) darstellt,
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Fir div weltere Butwicklung dieser Theorie sind Fragen
tivar Existons von LSsungen der Dgl. (Qq) und Uber dle Allge-
meinhait diessr letstersn von entscheidendsr Bedeutung. Es
ist mir nat@rlich nicht mtglioch, in dlesem Vortrag auf Ein-
selbhsiten sinsugehen. Deshsld will ich die Jituation in
grofen Zigen und nur in dem fUr das folgende erforderlichen
Ansaal sohlldern,.

Zu der Igl. (Qq) sei sunichst bemerkt, da8 das Symbol
{X,‘h} bskunntliich die Sohwargsche Ableitung der Funktion X <
a3 der Stelle 1 bedeutet:

{xg-1 18 3‘3%‘%)1

und ferner, 3a3 im weiteren unter Lisungen X der Dgl. (Qa)
stats mur Punkticnen mit niocht vaerachiedenen sraten Adblsi~
tungen X' vsrstanden werden.

Zs sesien ¥, Y beliedbige Integrale der Dgln. (a), (Q).
Perner selen t, ¢ J, X, < J baliedbige Stellen, an denen die
Yerte ¥(t,), Y{IX,) von Full verschieden sind und dasselbe
Yorssichen desitsen. Sodann gibt es genau sine wachsendes und
gensu oine abnehmende breitests Lisung X der Dgl. (Qq), ver-
atige derem ein Tell des Integrals Y in einen golchen des
Integrals y im Sinne der mit k = 1 gebildeten Poramel (5)
transforaiasrt wird. Das Adjektiv "breiteste® ariiokt aus, dag
dis durch die L8sung X bestimmte Xurve [t,X(t)] von Rand su
Band Qdes rechkisckigen Berelches ] x J verliuft,

¥ir betrachten nun eine solche breiteste Lisung X der
Dgl. {Qq). Da die Ableitung X' stets von Null verschieden
ist, 30 gidt es die su I(t) inverse Funktion x(T). ¥ir nemnen
zwel veratige von T = I({+), t = x(T) susammenhiingende Stellen
tedy T<d homolog. Offenbar besteht an je swel homologen
Stellan te 3, T<J 4le Besiehung: X*'{t)x(?) = 1.

Bun gilt, wie wir wissen, die mit k=1 gablldste Formel
{5). fus 1br folgt unmittelbar fir je zwel ho ologse Stelle
te ], 2¢d 41e Baszsishung:
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VX g - KT YT (6

¥it der Angabe dieser Formel wollen wir unsers Betraoh-
tungen Uiber die Transformationatheorie absohliefien und zu
einer physikalischen Anwendung der Formel (6) fibergehea.

8. Wir betrachien zwei physikalisohe E#ume I und II. In
diesen Riumen selen die Zeitsn wihrend gewisser (offerer)
7eitintervalle i bsw. I an Uhren [I] bezw. (I gemessen.
¥Wir nehm n &n, die Ukren [I], [II] seien in ihrem Gang ver-
mS e £ 01 in 4 n Intervallen i, I definierten und gegenseltig
4 ers n Punkti o X(t), tei, 4 x(T), TeI aufeinander
abgestimmt: In Jdmand r Uhr [I] g ®=sex n Auge blick
tel v igt dle Uhr (II] dle 2 1% T = X(t) (€ I) an; oder mit

ren Worten: In j dem an der Uhr [II] gem ssenen Augen~

bli TecI seigt dis Ubhr (I] die Zeit t = x(T) (¢ 1) an.
Wir n n n X bzwe. x die Zeitf Lktionen fur den Reum [II] bzw.
[I] « Im H1 1lick auf die f lgende Anwe dung setgen wir voraus,

84 8 e Zeitfunktionen der Klasse C, ange ¥ren und ihre Ab-
1 itungen X', % st ts > 0 sind. Sod n ist es sinnvoll, von
d r Zeitgesch indigkeit X'(+) und Zeitbdeschleunigung X"(%) im
Baume II im Augendlick t (€ 1) zu sprechen und desgl iohen von
der Zeltgesohwindigkeit x(t) und Zeit eschleunigung x(T) im
R oI im Augen 1iok T (¢ I). Zwei (h molo e) Augenblicke
tedun T = X(4t)c I, oder mit anderen Worten: Te¢ I und
t = x(?) ¢ i, wollen wir =zls gleichzeltig bezeichnen.

Nun seien in den Réumen I, II orientierte Geradem G;, Gg,
auf denen sich zwel Punkte P;, P; bewegen, gegeben. Auf jeder
von diesen Geraden sel ein fester Punkt O; bezw. 0;, der
Nullpunkt, festgelegt. Von ihm aus werden die jeweiligen Ab-
stinde der Punkte F;, P, gemessen, und swar positiv in posi-
tiver und negativ in negativer Richtung der entsprechenden
Geraden.

Wir nehmen nun an, die Bewegung der Punkte P;, P; seien
durch beliebige D.ln. (q) und (Q) geregelt, und zwar so:



Es ssien fir belisbige Adugendlicke t,c 3, Z.cJ, veradge ge-
wisser Abstinde y,, Y, von den Nullpunktsn O, Op, die Lagen
der Punkte P;, P, suf den Geradenm G, , Gy und fernsr ihre Ge-
sclwindigkeiten y', ¥ gewzhlt. Sodann erfolgen die Bewsgungen
der Purkte P,, P, nach den durch dis Anfengswarte y (t,) = 7.,
'(3.) = 7* wnd X(2,) = X,, Y(2,) = T, bestimuten Integralen
¥(t), Y(%) dsr Pzln. (g), (Q). Die Laze des Punkies P; in
Sodem Aungendliok t ¢ J ist slzo durch seinen Abstand y(t) vom
Fullpunkt O, gegeben, und swar 1st y(t) > 0 oder y(t) < 0
oder 3(t) = 0, js nackdem, ob sich der Punkt P; in positiver
odsr nsgativer Riohtung vom Nullpunkt 0; dafindet oder durch
diesen leizieren hindurohgeht, Ihnliches gilt nattirlich vom
Punkt Py. Wemm s.B. die Dgln. (g), (Q) osszillatorisoh sind,
se schwingen die Punkie P;, P; stets mm die Fullpunkte Oy,
01 hsxum.

Wir melmen s.B. y(t,) > 0, Y(T.) > 0 an. Wir wissen, da8
os geman eine (s.B.) wachsende breiteste Lisung X dexr Dgl.
(Qg) gibt, adie an der Stelle t, den Wert T, annimmt, vermige
deren oim Teil des Integrals Y in einen solchen des Integrals
y im Simne der mit k=1 gebildeten Formsl (5) transformiert
wird, Nit I bsw. 1 wollen wir die Definitionsintervalle der
in Frage stehendsn Teile der Integrale Y bsw. y beseichnen.
Sedann gilt fiir 4le Funkiion X und die su ihr inverse PFunk-
tlon x an jJe swel homologen Stellemn tci, T€ I die Besiehung
(‘).

¥ir wihlen nun 4ie Punktion X basw. x wihrend des Zeit-
intervalls 1 bsw. I sur Zeitfunktion fir den Raum II bzw. I.
Aunfierdea wihlen wir die lLingeneinheit im Raume I in jedem
Augenblick ¢ (€ 1) der vierten Wurzel der entaprechenden Zeit-
geschwindigkelt im Raume II gleich, also\(X'(%), und analog
disjenige im Eaume IT gleioh \X(T).

Sodann sind nach der Yormel (6) dis gleichzaitigen Adb-
stéinds der Punkte P;, P, von den Fullpunkten 0;, Oy ststs
2leselban, oder mit snderen ¥ortsn: Die Bswagungen der Punkte
¥P., Py sind wihrend der Zeitintervalle 1, I 41 s lben.



- 27 -

Wir fassen diesos Besultat kurs susammen:

In physikalischen Riumen 8ind bei geeigneten Zelt- und
Lingennossungen alle geradlinigen durch belisbige Dgln. 2.
Ordnung geregelten Bewegungen sinander gleich.

Wendet man diese Theorie insbesondere auf geradlinige har-
ponische, d.h. durch die mit beliebigen Konstanten w > O,
1 > 0 geblldeten Dgln.

(e) " e-u'y, TIa-Q7% (@
geregelte Bewegungen an, so komzt man zu diesem Ergebdnis:

Geradlinige harmonische Bewegungen zweier Punkte in physi-
kalischen Riumen sind bei geeignetem gleichfirmigem Zeltver-
lauf und passend gewihlten konstanten Lingeneinheiten in bdei-
den Riumen dieselden.

Zum Abschlud dieses Vortrages erlaube ich mir angufiihren,
das8 dexr hier behandelte Stoff meinem Buohe "lLineare Differen~
tialtransforaationen 2. Ordnung®, das im lLaufe des nichsten
Jahres 1967 bei dem VEB Deutscher Verlag der Wissensohaften
su Berlin erscheinen 2011, entnommen ist. Dieses Buoh ent-
hiilt eine systematische Bearbdeitung meiner eingangs erwihnten
Transformationstheoris der linearen Dgln. 2. Ordnung.

Yerfassers Prof. Dr. Ottokar Boruvka, Prno (CSSR),
Jandokovo ndm. 2a
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