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Über eine Charakterisierung der allgemeinen Dispersionen 
linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung 

Herrn W I L L I R I N O W zum 60. Geburtstag am 28. Februar 1967 gewidmet 

Von O. B O R Ü V K A in Brno 

(Eingegangen am 24. 1. 1967) 

1. Einleitung 

In der Transformationstheorie der gewöhnlichen linearen Differential­
gleichungen (Diffgen) 2. Ordnung im reellen Gebiet spielt die KuMMEEsche 
Diffg 

<Qq) -{X,t}+Q{X)X"> = q{t) 

eine hervorragende Rolle. Die Koeffizienten Q, q sind stetige Funktionen in 
offenen Intervallen J, j. 

Man ordnet der Diffg (Qq) die linearen Diffgen 2. Ordnung 

(Q) Y = Q{T)Y, y" = q{t)y (q) 

zu. Die Bedeutung der Diffg (Qq) besteht darin, daß die Integrale Y der 
Diffg (Q) mittels Lösungen X von (Qq) in Lösungen der Diffg (q) trans­
formiert werden, und zwar im Sinne der Formel: 

y(t) = 

Die Funktionen Q, q werden gelegentlich als die Träger der Diffg (Qq) 
bzw. der Diffgen (Q), (q) bezeichnet. 

Durch die Diffg (Qq) sind offenbar die Diffgen (QQ), (qq) eindeutig be­
stimmt und umgekehrt. Wir nennen sie die mit (Qq) assoziierte erste bzw. 
zweite (KuMMERsche) Diffg. 

Eine Diffg (Qq) nennen wir vom oszillatorischen Typus, wenn die Inter­
valle J, j mit dem Intervall (— oo, oo) zusammenfallen, also J = j = 
(— oo, oo) ist, und die Diffgen (Q), (q) oszillatorisch sind (d. h. ihre Inte­
grale in beiden Richtungen unendlich oftmal verschwinden). 

Die Diffgen (Qq) vom oszillatorischen Typus sind dadurch charakteri­
siert, daß ihre (breitesten, d. h. im ganzen Intervall j definierten) Integrale 
sowie die zu ihnen inversen Funktionen von beiden Seiten unbeschränkt 
sind. 
18 Math. Nachr. 1968, Bd. 38, H . 5/6 
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F ü r eine Diffg (Qq) v o m oszillatorischen Typus definiert man i m Inter­

v a l l j ve rmöge linearer Abbildungen des Raumes r der Integrale der Diffg 

(q) auf den R a u m R der Integrale von (Q) und vermöge geeigneter Z u ­

ordnung von Nullstel len je zwei entsprechender Integrale y £ r, Y £ R ge­

wisse Funktionen, die sogenannten allgemeinen Dispersionen der Diffg (Qq) 

(oder auch der Diffgen (q), (Q)). Diese sind genau die Integrale der Diffg 

(Qq) ([5])-
Die (ersten) Phasen aller linearen oszillatorischen Diffgen (q) i m Interval l 

j (= (— oo, oo)) bilden bei E in füh rung der ve rmöge Zusammensetzung von 

Funkt ionen definierten Mul t ip l ika t ion eine Gruppe, die sogenannte Phasen­

gruppe @ der linearen Diffgen 2. Ordnung ([4]). Wegen der oben e r w ä h n t e n 

charakteristischen Eigenschaft der Diffgen (Qq) vom oszillatorischen Typus 

fäll t die von den allgemeinen Dispersionen aller Diffgen (Qq) vom oszil­

latorischen Typus gebildete Menge mit der Phasengruppe ® zusammen. Die-

Struktureigenschaften dieser letzteren k ö n n e n mit Erfolg zur Ausfindung 

qualitativer Eigenschaften von allgemeinen Dispersionen angewendet 

werden. 

I n der vorliegenden Arbei t wollen wir unter Anwendung dieser Methode 

die allgemeinen Dispersionen einer Diffg (Qq) ve rmöge derjenigen der m i t 

ihr assoziierten Diffgen (QQ), (qq) charakterisieren. 

2. Satz über konjugierte Untergruppen 

W i r beginnen unsere Ausführungen mit einem gruppentheoretischen Satz . 

E s sei & eine (abstrakte) Gruppe. Ferner sei @ (C ©) eine Untergruppe 

von ($ und 9^ ihr Normalisator i n ©. 

W i r betrachten beliebige Elemente a, A £ % und die mit @ i n bezug auf a 

und A konjugierten Untergruppen i n © : 

Ferner sei Qa bzw. ($tyr g^ die l inks- bzw. rechtsseitige Restklassen­

zerlegung von @ i n bezug auf Qa bzw. g^ ([3]). 

Z u n ä c h s t ist es leicht einzusehen, d a ß der K o m p l e x i n @5: 

(1) K(A,a)=A-i®a 

i n beiden Zerlegungen ©/j g a , ($/ r g^ als Element enthalten ist, also 

K(A,a)<=®/lQa^®/rQÄ. 

Dies geht unmittelbar aus 

K(A,a) = (A-ia) g a = g^(^" 1 a) 
hervor. 
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W i r beweisen nun den 

Satz. Dann und nur dann haben die Zerlegungen (&/iQa, @/r QA genau das 
Element K(A, a) gemeinsam, 

(2) {K(Ä,a)} = &/lQars&/rQA) 

wenn 9£ = 6 ist. 

B e w e i s . E s sei 

also 

(3) L = xqa = QÄX, 

wobei x £ ein geeignetes Element von © ist. 

Aus (3) folgt 

A-i(Ax) Qa = A-i®{Ax) 

und ferner 

(Ax) Qa=®(Ax). 

W i r setzen Ax = z. Sodann haben w i r : 

*Qa= ®z> 

(2a" 1) (£a = @ g , 

(za" i )@ = ©(za"*). 

Bezeichnen wir Z Ö " 1 mit n , so ergibt die letzte Fo rme l : 

N u n haben wi r : z = na, Ax = na und folglich 

x = A~ina. 

E s kommt also 

(4) L = A-i(n®)a = A *(@n)a 

heraus. 
W i r sehen: Jedes den beiden Zerlegungen (&/tQa, ®/r 9^ gemeinsame 

Element L hat die F o r m (4), wobei n £ -ift ist. 
Umgekehrt gilt für den mit einem beliebigen Element n £ üft i m Sinne 

der Formeln (4) gebildeten K o m p l e x Z : 

£ = n a) & = QA (A-i na)£ ©/, g f l ̂  @/, . 

a. E s sei 9ß = (£. W i r betrachten ein beliebiges den beiden Zerlegungen 
®/i 9a» ®/r (Li gemeinsames Element Sodann haben wir Formeln wie (4) 
mit n £9£. Aus der Voraussetzung folgt — @n = 6, also: X = K(A, a). 
18* 
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6. Es gelte die Formel (2). Wir betrachten ein beliebiges Element n £91 
und den im Sinne er Formeln (4) gebildeten Komplex L. Aus der Vor­
aussetzung folgt: L — K(A, a), also A_i (n$£)a = A~* (Sa, und aus dieser 
letzteren Beziehung haben wir: » G S . Folglich ist fft = (§. 

Damit ist der Beweis beendet. 
Wir sehen: Wenn der Normalisator $1 von © in © mit der Untergruppe © 

zusammenfällt, so ist der Komplex K(A, a) [(1)] durch die Untergruppen g a 

und g^ als das einzige den beiden Zerlegungen 0&/iQa, (5J/f QÄ gemeinsame 
Element eindeutig bestimmt. 

Ferner erhalten wir aus dem obigen Satz die für unsere weiteren Aus­
führungen wichtige 

Folgerung. Es sei $1 = (£. Unter dieser Voraussetzung ist ein Element 
x £ % dann und nur dann in dem Komplex K(A, a) enthalten, also 

(5) x A iea, e £ ( $ , 

wenn es die Gruppe Qä in die Gruppe QA transformiert: 

(6) x 1QÄX QA. 

In der Tat, zunächst folgt aus (5) unmittelbar die Beziehung (6). Femer 
haben wir aus (6): g^ x x g a, und nach dem obigen Satz fällt dieser Kom­
plex mit (K(A, a) ) A 1 © a zusammen. Daraus folgt (5). 

3. Eine Struktureigenschaft der Phasengruppe 

Es sei nun (5j die Phasengruppe der linearen Diffgen 2. Ordnung. Die 
Gruppe (5j besteht also aus allen im Intervall j = (— oo, oo) definierten und 
von unten und oben unbeschränkten Phasenfunktionen oc(t) (<x.(t) £ C 3 , 
ai{t) 4= 0 für t Gj), wobei die Multiplikation vermöge Zasammensetzung von 
Funktionen erklärt ist. Bekanntlich ist jfdes Element a(t) £(55 eine (erste) 
Phase der linearen (oszillatorischen) Diffg y" — q(t)y (q) mit dem Träger 

(7) q(t) _ { a , * } - a ' 2 ( t ) . 

Die Gruppe (5J besteht also aus Phasen aller linearen oszillatorischen 
Diffgen (q) im Intervall 

Es sei © C © die Fundamentaluntergruppe von (5J. Die Gruppe (5j wird 
also von allen Phasen der Diffg (— 1) (d. h. y" = — y) gebildet. Bekanntlich 
([4]) hat die rechtsseitige Restklassenzerlegung (5J/f@ von (5j in bezug auf @ 
die folgende Eigenschaft: Die Zerlegung (5J/r© und die Menge aller (stetigen) 
Träger q oszillatorischer Diffgen (q) im Intervall j sind mengentheoretisch 
äquivalent; und zwar erhält man eine schlichte Abbildung von (5j/r(£ auf die 
genannte Menge, so daß man jedem Element ä £ (5J/r@ den vermöge einer 
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beliebigen in ä enthaltenen Phasenfunktion cc(t) (£ ä) im Sinne der Formel(7) 

gebildeten Träger q zuordnet. 

E s sei nun 9£ der Normalisator von (£ in @. 

Satz. Der Normalisator $1 fallt mit © zusammen: 9̂  — @. 

Beweis . E s seien v £-ft, e £ (£ beliebige Elemente von 9£ bzw. (£. Dann 

gibt es ein Element e £ @, so daß 

(8) v e = ev 

ist. E s sei qv der Träger mit der Phase v (d. h. der Träger der Diffg (q„), von 

der v eine Phase ist). Die Phasenfunktion ev liegt offenbar in demselben 

Element von ®/f(£ wie v; daraus folgt 

(9) = 

Ferner haben wir im Hinblick auf (7) (s. [1], S. 330): 

qve (0 - - K *} ~ = [~ fr, e{t)} - r'2(£)] 8'2(Q 

+ [ - { £ , 0 - £ ' 2 ( 0 ] + £ , 2(0 
und folglich 

(10) ?„(9 = [ i + ?.(«)] « ' 2 ( 0 - i -
Aus (10), (8), (9) erhalten wir: 

(11) [ l + Sf,(«)K2(0 = 1+^(0-
E s sei £0 eine beliebige feste Zahl. Sodann gibt es (s. [2], S. 238) zu be­

liebigen Zahlen x, x' (4= 0) stets Phasenfunktionen e £ CS mit den Anfangs­

werten e(£0) = e'(£0) 

Wir wenden die Formel (11) für t = t0 und zunächst für e(t0) — x, 

e (tQ) = 1 m i dann für e(t0) = 0, e'(̂ o) = 2 an. Wir erhalten zunächst 

Qv(x) = Qv{h)> woraus wir schließen, daß die Funktion qv eine Konstante 

( (?» (̂ o)) ist- Ferner erhalten wir die Beziehung qv(t) = — 1. Aus dieser 

letzteren folgt v £ (5, womit der Beweis beendet ist. 

4. Charakterisierung der allgemeinen Dispersionen der Diffg (Qq) 

Wir betrachten nun eine KtrMMERsche Diffg (Qq) vom oszillatorischen 

Typus. Z u ihr gehören, wie wir bereits erwähnt haben, die mit ihr asso­

ziierten Diffgen (QQ), (qq). 

Die von allen Integralen der Diffg (Qq) gebildete Menge, also die Menge 

der allgemeinen Dispersionen der Diffg (Qq), bezeichnen wir mit I (Qq). Die 

Integralmengen von (QQ), (qq) werden also mit I (QQ), i" (qq) bezeichnet. 
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Wir übernehmen die obige Bedeutung (Abschnitt 3) von und (£. 
Es seien A, a beliebige Phasen der Träger Q, q. Dann haben wir ([6]) 

Wir bemerken, daß die Integralmengen /(Qq), /(QQ), I(qq) von der 
Wahl der Phasen A, a der Träger Q, q nicht abhängen. 

Wir wenden nun das obige Resultat (Folgerung aus dem Satz von Ab­
schnitt 2) an und erhalten den folgenden 

Satz. Eine Phasenfunktion £ ist dann und nur dann eine allgemeine Dis­
persion der Diffg (Qq), wenn sie die allgemeinen Dispersionen der mit (Qq) 
assoziierten ersten Diffg (QQ) in die der zweiten (qq) transformiert: 

r 4 / ( Q Q ) l = /(qq). 

Bemerkung. Aus I" 1 / (QQ) £ =/(qq) folgt (f" 4) - 1/(qq) £ _ 1 = /(QQ), 
und der Satz ergibt das bekannte ([1]) Resultat: Die zu einer allgemeinen 
Dispersion der Diffg (Qq) inverse Funktion ist eine allgemeine Dispersion 
der Diffg (qQ). — Die in dem Satz enthaltene notwendige Bedingung ist be-
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