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SUR LES CORRESPONDANCES ANALYTIQUES ENTRE DEUX PLANS
PROJECTIFS II.

Dans le présent Mémoire je me propose d’établir quelques résultats
de la géométrie projective des correspondances analytiques entre deux
plans. Je vais d’abord faire quelques remarques générales®,

Une correspondance analytique entre deux plans projectifs (4),
(B) étant donnée, on peut trouver (d’'une infinité de maniéres) un systéme
de formes différentielles 4 deux variables qui constituent pour la correspon-
dance un systéme complet d’invariants différentiels par rapport au groupe
projectif. En formant de tels systémes on est amené & introduire une
forme cubique différentielle # dont la signification est intrinséque.
L’équation =0 définit au point considéré des directions, que j’appele
les directions caractéristiques et dont l'interprétation géométrique est la
suivante: Pour quw'a un point dinflexion d'une courbe quelconque du
plan (A) corresponde dans la correspondance considérée un point d’inflexion
de la courbe correspondante du plan (B) il faut et il suffit que la di-
rection de cette courbe a ce point soit une direction caractéristique. En
tenant compte du nombre des directions caractéristiques au point consi-
déré, on peut donc diviser les correspondances en quatre espéces: Une
correspondance est dite de la premiére espéce, si elle admet au point
considéré trois directions caractéristiques et trois seulement: elle est
dite de la deuxiéme espéce, §’il existe au point considéré et dans un
voisinage de ce point, deux directions caractéristiques et deux seulement;
elle est dite de la troisiéme espéce, si I'on a au point considéré et dans
un voisinage de ce point une direction caractéristique et une seule; en-
fin, une correspondance admettant au point considéré et dans un voisi-
nage de ce point une infinité de directions caractéristiques est une
correspondance projective.

Dans la suite je m’occupe d’abord des correspondances de la pre-
miére espece. Je me demande, §’il existe des correspondances de la
premiére espéce, dont un systéme complet d’invariants différentiels par
rapport au groupe projectif ne contient que des différentielles exactes.
Je trouve qu’il en existe et qu’'elles dépendent au moins d’une fonction
arbitraire d’'un argument; je donne les équations finies d’un type de
telles correspondances qui admettent cette généralité.

Je m’occupe ensuite des correspondances dont les courbes caracté-
ristiques (c’est & dire les courbes dont la direction 4 chaque point est

* Voir la premiére partie de mon Mémoire ,Sur les correspondances analy-
tiques entre deux plans projectifs“ (Publications de la Faculté des Sciences de
1'Université Masaryk, No 72, 1926).
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caractéristique) sont des droites. Il est évident que ces correspondances,
si elles existent, jouissent de la propriété de faire correspondre a trois
droites (et trois seulement) passant par un point trois droites passant
par le point correspondant et grice a cette propriété la question sur
I'existence et sur la construction géométrique de telles correspondances
devient intéressante. Malheuresement, je ne posséde pas une réponse
compléte sur la question de la généralité de telles correspondances.
Je trouve bien une famille générale des correspondances cherchées,
dépendante effectivement de cing constanies arbitraires et caractérisée
par la propriété que les droites caractéristiques dans les deux plans
enveloppent des courbes algébriques de la troisiéme classe et je donne
leur construction géométrique; mais les calculs que j'ai fait n’excluent
pas encore la possibilité d’existence d’autres correspondances du type
considéré. Cependant, pour répondre & la question §’il en existe, on est
amené, au moins par la méthode que j’applique, & faire des calculs
que je n’ai pas pu faire effectivement 3 cause de leur longeur.

Quant aux correspondances de la deuxiéme espéce, je trouve que
les correspondances générales de cette espéce dépendent d'une fonction
arbitraire de deux arguments. Je m’occupe ensuite des correspondances
dont les courbes caractéristiques sont des droites. Le calcul montre
qu'on a deux types de telles correspondances; les correspondances qui
admettent la plus grande généralité dépendent de deux fonctions arbitraires
d’un argument, les autres d’ume fonction d’un argument. La construction
géométrique dans tous les deux cas est simple.

Dans le cas des correspondances de la troisiéme espéce je démontre
que les correspondances générales de la troisiéme espéce, dépendent de
quatre fonctions arbitraires d'un argument. Je démontre ensuite qu’il
existe deux types des correspondances de cette espéce dont les courbes
caractéristiques sont des droites, les correspondances générales dépendant
de trois fonctions arbitraires d'un argument et je donne leur construc-
tion géométrique.

La méthode que j'applique pour trouver les résultats indiqués
consiste, en général, dans la formation et discussion des systémes
d’équations différentielles qui définissent les correspondances cherchées
aux couples de transformations projectives prés. Pour former de tels
systémes je fais usage de la méthode des systémes de référence mobiles
sous la forme employée par M. E. Cartan. Cette méthode, combinée
avec la théorie des systémes d’équations de Pfaff en involutiom, donnée
également par M. E. Cartan, s’a montrée trés utile dans des recherches
sur de pareilles questions générales.

Jadresse 4 M. E. Cartan et 3 M. E. Cech mes affectueux re-
merciments pour des précieux conseils qu’ils m’ont donnés au sujet de ce
travail.



1. Notions fondamentales de la théorie des systémes d’équations
de Pfaff.

1. Dans la suite nous aurons souvent & considérer des systémes
d’équations de Pfaff. Nous allons rappeler les résultats principaux de la
théorie de tels systémes et spécialement la définition et les propriétés
essentielles des systémes en involution®, pour faciliter la lecture de cé
Mémoire.

2. Considérons un systéme de s équations de Pfaff indépendantes
a n (> s) variables dont on regarde s comme fonctions inconnues de
n —s variables indépendantes. Un tel systéme est dit complétement
intégrable s'il admet toujours une solution (et une seule) telle que pour
des valeurs numériques données des variables indépendantes les fonctions
inconnues prennent des valeurs numériques arbitrairement choisies.

Pour qu'un systéme d’ équations de Pfaff soit complétement intégrable
il faut et il suffit que les covariants bilinéaires des premiers membres
des équations du systéme s'annulent quand on suppose les différenticlles
lies par les équations du systéme™* (I'héoréme de Frobewius).

3. Dans l'espace & » dimensions wun élément linéaire E;, c’est &
dire '’ensemble d'un point et d’'une droite passant par ce point, est dit
intégral par rapport & un systéme d’équations de Pfaff, si ses coordon-
nées satisfont aux équations du systéme. Deux éléments linéaires intégraux
issus du méme point, E,, E,” sont dits en involution par rapport au
systéme considéré, si leurs coordonnées annulent tous les covariants
bilinéaires des premiers membres du systéme.

Un élément plan E, & p dimensions, c’est & dire ’ensemble d’un
point et d’une multiplicité plane & p dimensions passant par ce point,
est dit intégral par rapport & un systéme d’équations de Pfaff, lorsque
tous ses éléments lindaires sont intégraux et deux & deux en involution.

4. Considérons un systéme de s équations de Pfaff indépendantes
a » variables dont p indépendantes et s + ¢ (¢ =n — s — p > 0) dépen-
dantes. Un tel systéme est dit en involution si par un point arbitraire
de P'espace il passe au moins un élément linéaire intégral E, (par rapport
4 ce systéme); si par un élement intégral arbitraire FE; il passe au moins

* A ce sujet, le lecteur trouvera des explications detaillées dans le Mémoire
fondamental de M. E. Cartan, »Sur la structure des groupes infinis de transformations«
(Annales de I'Ecole Normale sup., 3° série, t XXI, chap. I, 1904, p. 158).

#* Yoir p. exemple E. Goursat, »Legons surle probléme de Pfaf« (Paris 1922) p. 267,
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un élément intégral & deux dimensions E;; si par un élément intégral
arbitraire & deux dimensions il passe au moins un élément intégral &
trois dimensions FEj et ainsi de suite; si par un élément intégral arbitraire
& p—1 dimensions E,_, il passe au moins un élément intégral & p
dimensions FE,.

Le degré d’indétermination des intégrales d’'un systéme en involution
se déduit d’une maniére trés simple des degrés d'indétermination des
éléments intégraux E;,, qui passent par un élément arbitraire E;
(:i=12,.. p—1).

5. Dans la suite nous n’aurons a considérer que des systémes de
Pfaff pour lesquels p =2, les intégrales étant assujetties a n’établir
aucune relation linéaire entre deux expressions de Pfaff données w,, wy
indépendantes entre elles et indépendantes des premiers membres des
équations du systéme.

Solent 0,=6,=...=0,=0 1)
les équations d’un tel systéme. Les premiers membres de ces équations
et les deux formes données w,, w, forment s+ 2 formes linéairement
indépendantes; on peut leur en adjoindre ¢ —= n — s — 2 autres indépen-
dantes entre elles et indépendantes des premiéres, soit

@y, By, . . . B
Supposons que nous ayons, en tenant compte des équations du systéme

@k’ = 2 a,pk [w,- CTJP]. ' (2)
i, p

Pour donner des conditions nécessaires et suffisantes d’involution,
désignons par &, &3 &', &y quatre indéterminées et formons au moyen
des coefficients Gigk la matrice & ¢ colonnes et a 2s lignes

11161 + as11 83 a2 & + ag 8y oo, y Q1 6y + @a Eay
11281 F 42128, @122 54 + aa2a8sy ceeieienon , G038 Qg3 s
................................... ) eeeecaeeeans
31081 + s, §2, G13s §1 -+ sg, §2, ----------- ) BigeS1 -+ Ogge §27 3)
011181 + 021185, @918 1+ @8 ool y 011 E1 + a3 &,
11281 + 2,985, @1228 1+ @00 8sy oo oonnt y 0188 T G328 s,
............ ) reseseseeeeey  eeaiaseaserey  sasessesseseg
C11681 + 21,82y 19.81 + 20082y il y Q19981+ A20:8's,

et cherchons les rangs des deux matrices en prenant successivement
dans (3) les s et 2s premiéres lignes. Soient s; et 5, | s, ces deux rangs.

Cherchons ensuite le nombre des paramétres dont dépend 1’élément
intégral E,, le plus général qui n’établit aucune relation linéaire entre
Wy, W9 ; c’est & dire le nombre des variables z; qui dans les équations

q
Pz_(lalpk xpg -_ agpk xpl) = O, (k — 1, 2, . . 3) (4)
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peuvent étre prises arbitrairement. Ce nombre est aw plus égal @ 29 — s,.
Pour que le systéeme soit en involution, il faut et il suffit qu'il soit exac-
tement égal a ce mombre limite 2q — s,.

L’intégrale générale dépend alors de q— s, fonctions arbitraires
de deux arguments et de s, fonctions arbitraires d'un argument.

Si le systéme étudié est en involution, la question d’existence et
d’indétermination des intégrales est résolue. Si non, on le peut prolonger
et on peut appliquer la méthode indiquée & ce systéme prolongé. On est
sir, d’aprés un théoréme générale de M. E. Cartan que, en répétant ce
procédé suffisamment de fois, on retombe soit & un systéme en involu-
tion soit & un systéme d’équations incompatibles.

2. Remarques générales sur la formation des systdmes d’équations
différentielles qui définissent des correspondances.

1. Dans la suite nous aurons souvent & déterminer des correspon-
dances analytiques auxquelles on a imposé a priori des certaines
propriétés géométriques. A ce sujet nous allons faire quelques remarques
générales qui nous seront utiles dans la suite.

2. Pour déterminer des correspondances auxquelles on a imposé a
priori des certaines propriétés geométriques, considérons avec les points
correspondants 4 et B les points A4;, 4, dans le plan (4) et les points
B;, By dans le plan (B) et envisageons d’abord les coordonnées des
points Ay, A4y; B;, B, et les facteurs des points 4, B comme des
paramétres indépendantes, Avec ces paramétres nous pouvons former
un systéme de formes différentielles indépendantes @y, %; au moyen
des formules

dA = 0wy A+ 0, Ai+ w3 A3, dB =7y B+ 7, B+ 7y By,
dA, = 0,0 A + @y, Ay + w3 A3, dBy = 74y B + vy By + 712 By, (D)
dds = W99 A + w3y Ay + W33 A3, dDBy =7y B + 75y By + 733 By,

et nous pouvons exprimer les covariants bilinéaires de ces formes par
les formules (wy; = @y, Wy = ;)

wkj’ = [wko wﬂf] + [wkl wlj] =+ [wk2 WQJ]? (k i — 0.1 2) (6)

T = [Tro Tojl + [Tr1 T4j] + [T1a Taj)- =5 h e
Si nous exprimons les propriétés importées aux correspondances
cherchées par des relations entre les formes wy, 7;;, nous sommes amenés
4 un systéme d’équations de Pfaff qui définit, en général, les correspon-
dances cherchées, aux couples des transformations projectives prés. Dans
ces équations on a 3 regarder comme variables indépendantes les varia-
bles qui déterminent la position du point 4 ; les intégrales du systéme
considéré sont donc assujeties & la condition de n’établir aucune relation
lindaire entre les formes w, et @,. Quant aux autres variables qui figurent
dans les équations considérées, il se peut, qu'il en existe surabondantes;
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on pourra alors profiter de cette circonstance pour simplifier le systéme
considéré. Pour résoudre la question d’existence et du degré de I'indé-
termination des correspondances cherchées on n’a qu’ 4 appliquer au systéme
considéré la théorie des systémes de Pfaff en involution, comme elle
vient d’étre rappelée, sans se préoccuper des variables surabondantes
qui, au fond, s’éliminent automatiquement®*.

3. Sur les correspondances de la premiére espéce dont un-systéme
complet d’'invariants différentiels ne contient que des différentielles
exactes.

1. Une correspondance entre deux plans projectifs étant donnée,
on peut (d’'une infinité de maniéres), par une normalisation des systémes
de référence, trouver un systéme des formes différentielles & deux variables
@iy Ty qui constituent, pour la correspondance, un systéme complet
d’invariants différentiels par rapport au groupe projectif. On peut se
demander, s'il y a des correspondances, dont an moins un systéme complet
d’invariants différentiels ne contient que des différentielles exactes et
spécialement, s’il y en a de générales, c’est & dire de la premieére espéce.
Leur existence étant établie, la normalisation des systémes de référence
étant fixée, on peut se proposer, plus généralement, de trouver toutes
les correspondances jouissant de la propriété indiquéde.

2. Considérons le systéme complet d'invariants différentiels d’une
correspondance générale de la premiére espéce, qui est fourni par les

formules. .
T1=0;; Ta=0y;

T1o=0W10—gW3; Tn=0115 T13=—=0W13— 05 Tyo=—= W3 —gWy;
Tg) = 03— 035 Tag= Wy} Dgo+ Vg3 + W13 =03 79 + 71, + 752 =0.
@y = P, 01 + go s
w13 = (%9 +1 ‘f‘p_)ﬂ_‘l‘ 3¢, 0y
0 =3¢ 0+ (49 +1—p) o (6)
W39 == ¢ ©) + Pp W3,
W19 = W1 @y + V3 W,
Wyp = ¥y W1 + Wy Wy,
dg = (w3 + 39 p1— q1) @1 + (w, + 39 ps — q2) ©s,
les fonctions g, p;,.. étant assujeties & remplir les relations

[@p:10,| 4 [dge @2 ]+ (ve 109,92+ P, ps — 295 + p* — %m) [@y @3] =0,
[dgy0,] +[dpaws] —(¥1+ 10192 + 251 — 2, + p* — i‘.ﬂ—ig) [0, 0,] =0,
[dpo,]| + 3|dg1ms] —§ (wy + 9102_——22 —4q mTpx) [@102] =0, (7)
3[dgew,] — [dpws] + § (ws + 91— Q1 — 449, Hﬁ) [wy @3] =0,

[dw;0,] + [dve02] 4 (w1924 2ps + 3 ¢101 — P12 —wap -+ %ngl) [@,05] =0,

* Voir E. Cartan ,Sur les variétés de courbure constante d'un espace euclidien
on non euclidien“ (Bull. de la Soc. math. de France, 47, 1919; 48, 1920); chap. IIJ.
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[dv,01] + [dwews | —(wsqy + 21+ 3 gavs — pav; +W1P-—%9T1)[a’1w2] =0,
[dw; 0] 4 |dw, w3] 439 {[d(l’l — 1) @]+ [d (pa— g2) WBJ} + (7)
+ 4 (w3 ps— g2 — w1 py— @) [0, 03] =0*.

En posant 8=14}g -+ 1, pour que toutes les formes wy, 7; soient
des différentielles exactes il faut et il suffit qu’on ait

P1=q1; Ps=qa; V1="0g; w;=w;3; =0; 8)
B = const.,, v; +9¢1¢: +p*— 3'=0.

Supposons, qu’il existe des correspondances satisfaisant i ces con-
ditions. Les formules (7) ont alors la forme

[dgy @] + [dps 0] =0,

[dpw,] + 3[dg,ws] =0, ©)

3[dg, 0] — [dpw,] =0,

[dve] — [dvw,y] =0,
ou on a écrit v au lieu de v;. On en tire d’abord que » est une constante,
que nous désignerons o et quant aux premiéres trois relations, on voit
qu'on les peut mettre sous la forme

[(0, — w3) (dp + 392 — 3:)] =0, emi
[(0y — 20,)(dp -+ 329, —&%q,)] =0, (e=e ) (10)
[(0y— 2 wy)(dp -+ 38 gy — 2q,)]=0.

De ces formules on déduit immédiatement, en posant

Vi=p+3¢—aq1; Va=p+ 38— &q1; Vs=p+ 38 —2qy; (11)
0 =0x; Oy=dy; T —y=0vy; T—EY=10p; T— Y =1y,

que ¥; ne dépend que de »;,, ¥V, ne dépend que de v, et ¥; ne que
de vs. De plus, la derniére des relations (8) donne que ¥, V3, V3 sont
liés par une relation quadratique

ViVet Vi Va4 Va Vs—3 (3 —a). (12)

Inversement, on voit qu’on peut satisfaire aux conditions (8), (9)
en prenant par exemple pour Vi, V,, V; des constantes liées par la
relation (12). Il existe donc des correspondances de la premiére espéce
dont un systéme complet d’invariants différentiels ne contient que des
différentielles exactes et elles dépendent au moins de quatre constantes
arbitraires. Mais nous allons montrer qu’il existe de telles corespondances
plus générales.

3. En effet, cherchons la solution la plus générale de 1’équation
fonctionnelle (12). Posons pour la commodité de I'écriture =3 (32 —c).
Prenons v, v, pour variables indépendantes et dérivons la relation (12)
par rapport & ces deux variables. Nous obtiendrons ainsi

* Voir la premidre partie de mon Mémoire ,Sur les correspondances analytiques
entre deux plans projectifs“ p. 18.
2
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Vi(Vy+ V) —eVy (Vi +V2) =0,
Vs'(Vi+4Vs) — V' (V14 V) =0, (13)

Vo' (Vi+Vs)— eV (Va+V3)=0.

Multiplions la premiére de ces relations par Vi V;, la deuxiéme
par V34V, et la derniére par ¥V, V,. Nous aurons, en tenant compte
de la relation (12) elle méme

Vi (V' + k) — Vs (Vi + k) =0,
Vo (Vs +k)—e V' (Ve 4+ k) =0, (14)
Vg’(V12+k)—8V1’(V22+k)————0.

Cela étant, plusieurs cas sont & distinguer:

d’ou résulte

1°. Au moins une des fonctions V3, ¥;, V; satisfait identiquement
a ’équation quadratique X? 4 %k=0. Nous la désignerons par U et les
deux autres par ¥, W. On peut écrire la relation (12) sous la forme

suivante V(U+ W)+ UW=k. (15)

Multiplions cette équation par U -+ V. Nous obtiendrons, en tenant
compte de 'hypothése U2+ k=0,

(OW—k)(U+7V)= 0,
et puis, en multipliant cette équation par U
kE(W~+U)(U+ V)=0. (16)

Donc, en supposant la relation (12) remplite par les fonctions
U, V, W on voit qu’on a nécessairement

V=—Uoubien W=—1T, 17

de sorte, quau moins une des fonctions ¥, W est la seconde racine
de l’équation X2 k=0.

Inversement, on vérifie facilement que, deux quelconques des fonc-
tions V;, Vs, V, étant les deux racines de cette équation, la troisieéme
étant arbitraire, I'équation (12) est remplite.

2°, Considérons maintenant le deuxiéme cas possible, o aucune
des fonctions V7, V3, V3 au point considéré v, 9, v,(® et par suite dans
un certain voisinage de ce point ne remplit pas I’équation X2 4 %£=0.
On peut supposer v, =9,(® —=0. Dans ce cas on peut mettre les équations
(14) sous la forme ’ ’ '

S (S - (18)
Vid+k Vi2+k V¥ +k
d’olt on conclit immédiatement que les membres de ces équations sont
constants et ont une valeur commune C. On peut donc écrire

Ve o Ve W
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Cela posé, deux cas et deux seulement sont possibles:

2-1°: k40. Dans ce cas on trouve facilement en intégrant les
équations (19) que, si les fonctiohs ¥, ¥,, V3 satisfont & I’équation (12)
elles ont nécéssairement la forme

Vy=Vktg V& (Cvy + ky); Vo= Vhtg VE(eCvy + ks); o0
Vs= Vktg V& (c*Cvs + ki), (20)

ki, ko) kg étant des costantes, dont on peut supposer que les parties réelles

de k,Vk, kyk, kﬂ/ic_ sont comprises entre — g- et-g- et on a

a 1
ki +ks+ks=% ) Vk (21)
Inversement, on vérifie facilement que, les fonctions ¥y, ¥y, Vy
ayant la forme (20) et les constantes k,, ks, k3 étant lides par la re-
lation (21), 'équation (12) est remplite identiquement.
2:2°: k=0. Dans ce cas ou trouve par l'intégration des équations
(19) que, si les fonctions ¥,, V,, ¥, satisfont a I'équation (12), elles
ont nécéssairement la forme
1 ] . 1 V. — 1
71 = —__0’01 + kl, Va - 8002 + kg, 8 — 820'03 + ks’ (22)
ky, ks, ks étant des constantes liées par la relation

ky+ky+ ks =0. (23)

Inversement, on vérifie facilement que la réciproque est vraie.

En définitive, on voit qu’il existe des correspondances de la premiére
espéce dont un systéme complet d'invariants différentiels ne contient que
des différenticlles exactes et qu'elles dépendent aw moins d'une fonction
arbitraire d’'un argument.

4. Cela étant, nous allons chercher les équations finies de telles corres-
pondances. Pour cela, considérons les systémes d’équations aux dérivées
partielles, définissant les correspondances considérées. En se servant de la
notation originale, on peut écrire ces systémes sous la forme suivante

04 24

s =—2¢q, A+ A4, W=_2QJA + A4,
24 24
“371 = 014, + (8 +p) Ay -5?;1'= oA+ gs 4, + 39,145,
94 24
3_.7:2 = A+ 3g:4, + 91 4,, ——% =@B—p)d; + qds; (24)
oB 3B

%—‘-—2.(113*‘191; ’5?;=—292B + By,
9B, 9B

e ¢:B, + (8— 1+ p) B,, '—1—( —28+1)B+q,B,+3¢,B;,
oB 3B

_2 =(2—28+4+1)B+3¢:B; + ¢: B, '—2 =@B—-1—p)B, + go B3,

PAd
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les p, ¢, ¢a étant définis par les formules (11). On a donc

p=3(V1+ Vst Vs); ei==35(Vi+eVa1Vs); (25)
B=+%(V1+&Vat&V5).

Cela posé, on sait que, k étant donné, une et une seule des fonctions
Vi, Vi Vs peut étre arbitraire, les deux autres étant les deux racines
de 1'équation X2 4- £ = 0. On a donc, pour construire des correspondances
considérées trois possibilités et trois seulement en prenant une fonction
arbitraire dépendante de x —y ou x—éy ou enfin de x — &%.

5. Pour étudier ces trois cas possibles en méme temps, désignons
par & &, & les trois racines distinctes de l'’équation 2 —1=0 et
remarquons qu’on peut toujours écrire la fonction V; qui a été prise
arbitrairement sous la forme 3&?W (x — ¢y). On peut donc écrire les
formules (25) dans tous les cas

p:e”W(x—sy); QI=_%(3W’+81_82V—_IG); (26)
0y =3 (3e W+ &° — &Y —k).

De plus, on peut supposer qu'on a écrit dans les équations (24)
&’ au lieu de 8 et on peut considérer ¢ comme une fonction de g et
de k. On peut donc prendre % arbitrairement. Si ’on pose

9

& — &

1/—__7‘;: B— 7)»

y étant une constante arbitraire, on aura

a=¢(28—3y)(8y—4p8),
p=EW@—e&); a=r—B—iW; =e(y—B+4W), (27)

et les expressions &8 p et &(@—p), qui interviennent dans les
coefficients du premier des systémes (24) s’écriront

(84 W); & (B— ).

Quant au deuxiéme des systémes (24), on voit qu'on peut écrire

a=y—t—F—e—3W; p=2(—e—f—e+iW);
c—280+1=¢e(28—e—3y—¢&)(3y—e—40—p), (28)

E—14p=@—e+W); &—1—p=2e(B—c— W).

Cela étant, faisons un changement de la variable y, en écrivant ¢
au liey de &y et dans les systémes (24) posons £4, au lieu de 4, et
¢B; au lieu de Bj;. De plus, posons pour la commodité d’écriture 8’ au
lieu de §—¢ et ¥’ au lieu de y —¢; les systémes (24) seront, en défi-
nitive, de la forme suivante:
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2y —p— M)A+ 4,

%1= (y—B—3W) A, + (B + W) 4,

3A2_(2p’ 37)(By—43) A+ @By —388+W)A;+(r—B—1W) 4,
%;i=_2(7—ﬂ+%W)A + 4

%_(2‘3 3Br—40 A+ —B8+ W) 4+ By —38— W) 4,
?;_z;sz B—W)A+ ¢ —B+ ;W) 4s;
B 2/ —4W)B+B, )
33_195’612 (7' —B8 —3W)Bi+ (8 + W) By,
%1%_(25 3y) (37 —48) B+ (87 —38 + W) By + (' — 8 — s W) B,
B s/ +iM) B + B

3_31_ (26'—3/) (37 —48) B+ (V' —# +4W) By + (37 — 38’ — W) B,
33_3;«»: (8 —W)B,+ (Y — 8 +4W) Bs.

On voit donc que les systémes pour les fonctions 4; et B; ont
exactement la méme forme. Done, pour avoir les équations finies des
correspondances considérées, il suffit de trouver l'intégrale générale du
premier des systémes (28); on aura en méme temps l'intégrale générale
du deuxiéme de ces systémes.

6. On voit d’abord que les coefficients de ce systéme ne dépendent
que de z—y. Or, d’aprés une methode® on peut simplifier de tels
systémes en introduissant au lieu A, A,, 4, trois combinaisons linéaires
de ces fonctions, indépendantes et convenablement choisies. Nous nous
n’occuperons ici que des correspondances générales, pour lesquelles est
y 0.

Dans ce cas, si I’on introduit les combinaisons linéaires des fonctions
A, Ay, A, définies par les formules

U=028—3y)4+ 4,
U3=(4ﬁ—37)A+ A1 + Ag,
* Voir mon Mémoire ,Sur certaines types des surfaces qui sont projectivement

applicables sur elles mémes“ (Publ. de la faculté des Sciences de I'Université Masaryk
No. 43, 1924),
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on peut exprimer 4, 4,, A, au moyen des fonctions U, U;, U, par les
formules

4 =3ly(— U—0;+ Uy),
4= 5 (PU+ =570, —2F—57 Ty, (30)

1 — -
A2=3_7‘(2ﬂ—'37 U+-28U,—28—3yUy),

et si I'on exprime que les fonctions 4, A;, A, sont définies par le
systéme (28), on trouve pour les fonctions U, U;, U, un systéme
d’équations différentielles qui, écrit comme un systéme d’équations
aux différentielles totales a la forme

dU —(B—2y—3WU+B+ WU)dz—(y—B+3WU—W+8U,) dy=0,

AUy —(W—BU+y——WU)de—(B—WU+ W+ 3—2yU,)dy=0.
AU,

T, $W +y)de—(y—4W)dy=0. (31)
Le systtme dérivé* de ce systtme est
adU,

24U+ (U—3T) 42 +(37 — 26) (U + U do+
+(2ﬂ—37U+2ﬂ+37U1)dy=0

2dU1+(Ul—sU)dm+(2ﬁ+57U+2ﬂ 550,) dz -
+(37—2ﬂ)(U"" Uy) dy=0,

et on voit qu’il ne contient pas la fonction W. De plus, si 'on pose
pour la commodité de I'écriture 20 —3y=a, 208+ 3y =105, on peut
le remplacer par le systéme équivalent

(32)

24 (U + U — 2(T+ Ul)i’l—UE-— (@—b) Uds — (a—b) Urdy =0,
24 (U— U,) + 4(U — Ul)dU’ @FBU + 20U do + (33)
+ 2aU+aFb0) dy_ 0,
et on trouve facilement que les fonctions
=) U+ U, z
( +y —52 Yt b, ( H)(U-— U, U (34)

sont des intégrales premiéres de la premiére resp. de la deuxiéme équation
de ce systéme.

¥ Voir p. e. E. Cartan, ,Sur l'intégration de certains syst®mes indéterminés
d’équations différentielles* (Journ. de Crelle, 1915).
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Il est donc naturel de faire un changement des variables en posant

X— o (a:—{-y U—[I} U1, X, —e (U—T) U,
2

ou bien (35)
a-h
U+ U=et X0, U—U,= (H)XIUg ,

par lequel les équations (33) obtiendront la forme

a—b
e (=t

a—b ~Fety

dX = i X, Uy d (x—y),
(36)
dX1=3a,;]—b @H)XU*’d(x—y)

Le systéme (31) peut donc étre remplacé par les équations (36)
et par 1'équation

d Ug

— QWA+ 7)o —(y — §W) dy= (37)
De cette derniére on tire immédiatement
U, = 0, e1=t0+ HWa—na@—s) (38)
et s1 I'on pose
a-b
X2 — e__2— (W+y) U23 — 02 e2fW(z—y) d (x—y)’ (39)

le systéme (36) s’écrira
X' =uX,"1 X _ s R e v
X/ =vX,X; B=—inr=—4i3r—40). (0
Considérons le cas général » 3=0. La solution du systéme (40)
dépend évidemment de la fonction X, qui & son tour, d’aprés (39),
peut étre arbitraire. Or, P(x — y) étant une fonction analytique arbi-
traire, dont la dérivée au point considéré x, — y, ne s’annule pas, on
peut choisir la fonction W de maniére que la fonction X, — P satisfait
au systéme (40). En effet, si 'on détermine la fonction W de 1’équation
différentielle

P"—2WP — uwP=0, (41)
qui entraine
—po [ Eas

Xg=1cyP'e » , (x—y=1) (42)

on voit que les fonctions

1 Hv P’
X=—=e% ; X;=P (43)
veq

donnent une solution particuliére du systéme (40). Inversement, la fonction
W étant donnée, si 'on prend pour la fonction P une intégrale de
I'équation différentielle (41), dont la dérivée au point considéré ne
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s’annule pas, on peut mettre la fonction X, sous la forme (42), et les
fonctions X, X, définies par les formules (43), donnent bien une solu-
tion particuliére du systéme.

Pour avoir la solution générale de ce systéme, on n’a que faire
un changement simple des variables, en se servant de la solution parti-
culiére (43). On obtient par un calcul, que jomets, en désignant par
k, &, des constantes arbitraires, la solution générale sous la forme

p.vf; dt p.vf::, dtfl —p.vf}i,dt

X=tke ® + ke % =e h dt, (44)

et une autre formule pour X; qui est inutile & écrire. En se servant
des formules (30), (35) on voit qu'on peut écrire les coordonées in-
homogénes du point 4 sous la forme

¢

By -;-dt
J— & .
x, =ute ' (e*t¥=wu; ur=40) (45)
‘]_ _}ngdt
P ?-,e 6 dt

Pour avoir, dans le cas général, les coordonnées inhomogénes du
point B, qui dans la correspondance considérée correspond au point 4,
on n’a, d’aprés les formules (28), que suivre exactement la méme marche
qui a conduit aux formules (45). On sera amené & un systéme d’équations
différentielles ordinaires, analogue a celui, qui est donné par les for-
mules (40)

Y’zﬂ’X2—1 Yn ' $oc of —— .

Y1’=V'X2Y-, (ﬂ'-—l“l“ge) V——V—!——%S, M:l:O) (46)
et puis, en supposant »' =0 et en prenant pour @ une intégrale de
I’équation différentielle

Q”"_2WQ"‘_M'V' Q=O, (47)

dont la dérivée au point considéré x,— y, ne s’annule pas, on obtiendra
les équations cherchées sous la forme
[

p.'y'fg,dt
§1=ul’-'e b ’ ’ 3 ’ 1 ’,!
¢ (W=p+%e; vV=v—je; wvF0) 48
3 §fl - %d‘dt
— —e 0
2 1 Q

En définitive, les formules (45) et (48) donnent les équations finies
des correspondances considérées dans le cas général, les fonctions P, @
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qui y figurent étant les intégrales des équations différentielles (41), (47)
dont les dérivées au point considéré ne s’annulent pas.

4. Sur les correspondances de la premiére espéce dont les courbes
caractéristiques sont des droites.

1. Remarquons d’abord que ces correspondances, si elles existent,
Jouissent de la propriété de faire correspondre a trois droites (et trois
seulement) passant par le point A trois droites passant par le point
correspondant B. Supposons qu’il existe de telles correspondances et
soient @, — wy,® =0 les équations de trois droites en question du plan
(4) et 7,2 —7,3=0 les équations des trois droites correspondantes du
plan (B). Cette supposition se traduit par les formules

Ty =muwy,

(49)
Tg == MWy,
qui expriment la correspondance et par
W19 = aw; — bw,, T19 =0T, — 37,
@3y — W1y = by, — Cc0; Toa — Ty = 37, — 17, (50)
— 03 =C0; — AWy, - — T3 =771 — Ty

qui expriment que les expressions (4, d4, d’4), (B, dB, d*B) s’annu-
lent avec w3 — w,3 7,*— 7,5, Supposons de plus qu'on a (44;4;)=
= (B B; B3)=1 ou bien

Woo + 013 + ©023=0, 7Tpo+ 711+ 722=0. (51)

Les équations (49), (50), (b1) conduisent aux relations quadra-
tiques extérieures

[0y (dWm 4 049 — Too — W11 + T11)] + [0z (Ta1 — @51) ] =0,

[0 (%13 — ©245)] +- [@, (d—;}i + @og — Too — W3z 4 T29)] =0,

[w,(da-- 3 aw;y)]| —[w,(db — 3 bwyy + 049)] — (ac + 4 b*) [w,0,] =0,

[y (de — 3 ewyy + @19)] — [@2 (da— 3 awyy)] — (4 ab + ¢2) [0,05] =0, (52)

(01 (db— 3 bwyy + 04g)| —[@3 (dc— 3 cwyy + ©59)] — (2 a® + be) [w,0,] =0,

{71 (de— 3 azy;)] — [73 (A8 — 3 Bryy - 710)| — (@7 + 4 %) [7173] =0,

[7y(dy — 3731+ Ta0)] — [72(de — B azy)] — (4B + ) [7173] =0,

[71(d8 — 8 871y + 710)] — [7a(dy — B 7711 + 730)] — (207 4 B7) [7172] =O.
On en voit immédiatement qu’on peut profiter de I'indétermination

des systémos de référence pour annuler b, ¢, 8, 7. Quant aux fonctions
a et @ on voit que plusieurs cas sont a distinguer:

2. Cas général a0, @ F=0. Dans ce cas on peut supposera =a =1
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et les correspondances cherchées, si elles existent, sont fournies par le
gystéme de Pfaff

71 = Moy,
To—mw
2 2y (53)
W19 = My, T — Ty,
Wy — We9=0, Ty —7Te9=0,
g1 = Wy, Toy =Ty,
Woo - 013 + a2 =03  Tpy+ T4y + T2a =0,
avec les conditions d’intégrabilité
dm U
[@4 (W + 37y, —wy;)]=0,
an —_
[o; (7? + 37, — wyy)] =0,
(54)
3 [w04;] + [@,010) =0 3 [74%11]| + [72710] =03
[@,0049] + 3 | w00,,] =03 [71720] + 3 [72711] =O0;

[@1040] — [@a0090] — 2 [@,05] =03 [74740] — [T4T20] — 2 |7473] =0.

La forme cubique fondamentale # qui est définie par ces équations
étant (m — 1) (0,® — w,®), pour que ce systéme définisse une correspondance
de la premiére espéce il faut et il suffit que m soit différent de 1.

Le systéme (53) n’est pas en involution; on le voit aisément, en
appliquant la méthode indiquée anu N° 1. Posons d’aprés (54)

dm S

™o 3wy, —7yy,

01 =ho, + ko, Ty = K7y + KTy, (55)
wyg=38kw, + (1 +p)ws T =38k7,+ (14 p)7,,
wgp=1—p)w;+3hw;, Tyo=01—p")7,4 3k'7,,

et faisons deux remarques qui nous seront utiles dans la suite.

D’abord en tenant compte des équations précédentes on trouve
facilement

d(A;+8dy+824)=

=(y + 8%, + e0w,) (A + 645+ 82 4)+ (3k—3 2h—ep) (w0 — ) 4, (56)
d(B;+ 8By + #B) =

= (%11 + €%71 + &74) (B + eBy 1 62 B) - (3K —3 &1’ —&p) (v, — &%15) B;

le point A+ ¢4y, -+ 2A(B;+ By} &2B) est donc le point de contact

de la droite 0, — &w; =0 (v, — &¥7,=0) avec son enveloppe, quand le
point A (B) décrit une courbe quelcongue, diverse de cette droite.

Remarquons alors, en second lieu, que la condition d’intégrabilité
de la premiére des équations (55) donne

=2, o7



19

Cela étant, nous allons distinguer deux cas, qui peuvent se pré-
senter: p=0 ou bien p4-0. Nous indiquerons plus tard une propriété
géométrique des correspondances considérées qui caractérise ces deux cas.

3. Cas p=0. Dans ce cas les équations (55) ont la forme.

dm —
o 3 @y — Tyyy
Wy — hw1 + sz, Ti1— h’z'l + k’fg (58)
W19 =3 ko, 4 @y, T10=3Kk"7; + 75,
W29 = 0 + 3 hoy, Tao =71+ 3h'7y
et elles conduisent aux relations quadratiques extérieures
[dhw,] 4 |dkwy] =0, [dh'vy] 4 [dk'T] =0,
[dkw,] + 3 (2K —h) [w,0:] =0, [dk'7y]+ 32K — 1) [7,7,] =0, (59)
[dhwg] —3 (2h2 — k) [0,0,] =0, [dh'7y] —3(2h%—K)[7,7,] =0.
On peut done poser
dh =3 (2h® —F) 0y + lw,, an’' =3 (2h"% — k") 7, + U'z,,
dk=1w, + 3 (2% —h) w,, dk’ =1Tvy + 3 (2k? —h") 7s,
I, U étant des variables nouvelles. Les conditions d’intégrabilité de ces
équations ont la forme

[dlw,] — 3(3h® — 3%+ 6k — B kl) [0,05] =0,
[dlog] + 3 (3% — 8] + 6%k — B hl) [0;0,] =0,

(60)

[dl7,|—3(BA2— 3K +6WE?—DBKT)[7,7,] =0, (61)
[dl7y) +3(BF*—3 N +6R2K —BhTV)[7,73] =0.
On a done

dl=3(Bhl— 6kt +3h—3%) 0, + 3 (Bkl— 6hk? + 3k — 3 h%) g,
Al =3 (BHY — B K2+ 3K —3 k%) 7, + 3 (BKV —6 WK + 3K — 32 73,

et si on calcule les conditions d’intégrabilité de ces équations, on trouve
qu’elles sont identiquement verifides en tenant compte des équations
du systéme. Par suite, le systéme composé des équations de Pfaff (53),
(58), (60), (62) est complétement intégrable. 11 existe donc des corre-
spondances considérées et elles dépendent effectivement de cing constantes
arbitraires.

4. On peut vérifier ce résultat et en méme temps donner la classi-
fication detaillée de ces correspondances en procédant de la maniére
suivante. On trouve d’abord, par un calcul facile, que la forme w;; (7y1)

4
est une différentielle exacte que nous désignerons par _;_c% (%.‘.ii’) De
plus, on s’assure facilement que » (V) est un facteur intégrant de o,

et w, (7;, 7;); nous posons

(62)

v, =dzx, 3V, =dx,
Svw, = dy, Wy = dy'. (63)
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La premiére des équations (58) donne alors, ¢ étant une constante

arbitraire (34=0) ’

m= ¢z, (64)
et les équations 7y = mw,;, 73 — mw,; montrent qu’'on a
dz’ = cdz; dy = cdy. (65)
On déduit alors des équations (58)

’ ’
k‘:V,, h:ﬂ’x,

k= Vi K= V'y, (66)
et les formules (60) donnent
Woe =20, — vy, VWV =202 — 0y,
Wy =203 — ¥,y VYV =20 — Vo (67)
. . 10 1, 1 .
On voit donc que, si 'on pose ¥y = — 6¢’ y =—%¢" les fonctions
¢, ¢ se déterminent par l'intégration du systéme du second ordre
9=z = By,
Puy = 69Pa. (68)

Ce systéme n’est pas autre que celui qui se présent dans la recherche
des surfaces dont toutes les courbes de Segre sont planes. Sa solution
générale a été donnée par M. E. Cech* et conduit & six cas différents,
qui généralement dépendent de deux constantes arbitraires. En combinant
ces solutions deux & deux on obtiendra tous les types des correspon-
dances cherchées et on voit que l'indétermination de telles correspon-
dances dépend de cinq constantes arbitraires.

5. Nous allons démontrer une propriété géométrique des correspon-
dances considérées, qui les caractérise complétement.

Théoreme. Dans le cas considéré p=—0, et dans ce cas seulement,
les droites correspondantes dans les deux plans enveloppenl des courbes
algébriques de la troisiéme classe.

Pour démontrer ce théoréme faisons d’abord la remarque suivante:

A, Ay, A; étant la solution générale du systéme, définissant les
points A, A,, As, on a les formules de la forme

.A.k = ClAk(l) + 62A.k(2) + C3Ak(3), (k == 0, 1, 2)

les 4,¢) n’étant pas autres que les coordonnées du point A, rapportées
a un systéme de référence fixe et ¢;, ¢y, cg étant des constantes arbi-
traires. Dans la méme systéme de référence fixe on peut regarder
¢1, €3, ¢3 comme coordonnées d’une droite; les fonctions 4, seront alors
les coordonnées de la méme droite rapportée & un systéme mobile.

# E. Cech, Sur les surfaces dont toutes les courbes de Segre sont planes
(Publ. de la faculté des Sciences de 1'Université Masaryk N° 11 (1922) p. 9).
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Cela étant rappelé, admettons pour le moment le théoréme et soit

F=qy43 + G111 A® + Qa0 Ag® +- Ggo1 A Ay + agpa 4245 + @11 A4 +
+ a3 AP As + ages AAs® - ay99 A1 A® + g1 A4;4,—=0  (69)

I'équation de la courbe de la troisitme classe en question du plan (4)
rapportée au systéme mobile. On peut simplifier cette équation en se
rappelant que le point 4, + &4, 4 &°4 est le point de contact de la
droite @w;— &?w; =0 avec son enveloppe, quand le point A décrit une
courbe quelconque, diverse de cette droite. On connait donec trois tan-
gentes de la courbe F & savoir le droites, qui sont définies par les points
Ay, A, 4 edAy4- 4. Ces droites ont par rapport au systéme mobile les

coordonnées
A:4,: 4, =0:—¢g:1.
On a donc les conditions
Q111 == Qgg2; (119 — Aye == 0.

Mais on sait de plus que les trois points A4; 4 4, 4 624 dont
les équations par rapport au systéme mobile sont 4; 4 ed; + 24 =0
sont les points de contact de la droite O0:—e&:1 avec la courbe F. On
en déduit sans difficulté trois autres conditions

Qp12=— — 301115 Qo1 = Gy =0O.

On voit donc que la courbe de la troisiéme classe dans le plan
(4), si elle existe, est représentée en coordonnées mobiles par une forme
cubique du type

F=AP+ A — 344, Ay + (0d + oy Ay + ayd) 42 (70)

Il s’agit de savoir si I’on peut déterminer les trois fonctions «, ;, @,
de maniére que la courbe représentée par la forme F' soit fixe. Pour
cela il faut et il suffit que dF soit proportionnelle 4 F. Or, on trouve
par un calcul facile

dF: 30)11 (A13 + A23) "I—' 2 (a2w1 + alab) AAlA.g +
+ (da — 6awyy + 0,0,0 + 2059) A° +
+ (dety — 3ety0,5 + 3w, + 0y, — 3wg) A% 4y +- (71)
"I“ (dag h— 3“2(011 + 3“&’2 + alwl I— 36010) AQA.S +
+ (Bwyo — 3wq 4 20y01) AA,* + (Bwgg — 3w, + 2050,) AA,*

Pour que cette expression soit proportionnelle 4 F' il faut d’abord

w’on ait
q 3w10 -_— 30)2 —{"' 2“10)1 pe— O, (72)
36020 _ 30)1 + 2“20)2 ] 0,
ce que ne peut avoir liew que dans le cas considéré p—=0.
Dans ce cas on doit avoir
9 9
“1=—§kr a2=—§h. (73)
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Si 'on prend encore
3

e=- I —9hk+1, (14)
on vérifie facilement que la formule
dF = 4w, F (75)

a lieu en vertu des équations du systéme. Par suite, la courbe du plan
(4), representée par la forme cubique

F=A434 A3 —344,4;+ (31—9hk+14—3kA;,—$hAy)A? (76)
est fixe.

On démontre par un calecul analogue que la forme
F'=B*+B*—3BB, By + (3 —9WF+1B—4¥B,— WB) B*  (17)

représente, en coordonnées mobiles, une courbe de la troisiéme classe,
enveloppée par les trois familles de droites correspondantes du plan (B).
Le théoréme est donc complétement demontré.

6. Pour construire les correspondances considérées il suffit de
prendre dans le plan (A4) une courbe arbitraire de la troisiéme classe F'
et de Ja méme maniére dans le plan (B) une courbe arbitraire de la
troisiéme classe F’* Chacune de ces courbes dépend déja d’une con-
stante arbitraire. Il est connu qu'on peut représenter les tangentes
& F(F") au moyen d’un paramétre « (v) de maniére que %, + g u3=0
(v +v3 4+ v3=0) soit la conditions pour trois tangentes passant par
un point fixe. Si, par exemple, le genre de F' est égal & un les coordonnées
de la tangente a F sont des fonctions elliptiques de . Pour faire
correspondre & un point A le point correspondant B il suffit de tracer
du point 4 & la courbe F les trois tangentes et aux trois valeurs corre-
spondantes u,, u;, us du parameétre w qui satisfont & la relation

Uy + g+ uy =0, (78)
de faire correspondre les trois tangentes de la courbe F” qui corre-

spondent aux parameétres
v = at; + @y,

Vg = au, + a, (79)
Vg = aus - as,
les a étant des constantes arbitraires & condition a; + @3 + a3 =0 preés.
Le point l'intersection de ces trois tangentes est le point B.
1. Cas p==0. Dans ce cas général la méthode que j’applique pour
déterminer de telles correspondances, si elles existent, conduit aux calculs
trés longs que je n’ai pas pu faire effectivement. Je me borne donc

* 11 est vrai que la forme cubique ne peut pas représenter une courbe dégénérée
en trois faisceanx dont les centres soient situés sur une droite; cependant. il ne faut
point excluer cette possibilité qui se présentera, comme nous allons voir, si ¢ =0
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3 l'indication d’une propriété des fonctions p, p’, pour élucider un peu
la nature du probléme.
D’aprés la condition d’intégrabilité (57) on a

V7= Ypo,
V¥ ra— Vs, (50)

VE:e—V; sze_w,
w,=¢"0;, 7,=¢"0,, (81)
wy=¢"0y, T3=¢"0;;

dV: V1@1 + V2@2, dV’: V’l.@l + V’ggg,

Posons

82
@l'za[@]_@g] ; @3’=—b[@1@2]. ( )

On aura alors

h—:%(b — Vl) e_V; h'-'_—‘-%-(b—V']) e—V’; (83)

k=1(a—V)e"; KF=4(a—V5)e";
de sorte que les équations (55) prendront la forme

3(011 + dv=3711 "I—dV’;

011 =3(0—V1)01+3(a-V3)0;; 713=%4(b—V"1)01+4(a—V"5)0,; (84)

wio=(a—7V3) 0, + 2 Cos VBy; Tio=(a—V"3) O;+2Cos V" Oy;
w3 =28 VO, +(b—V,)0;.  73=28in V' O;+(b—7") ;.

Ces équations entrainent les conditions intégrabilité

@ —by4-3=0;
11:_V12+3bV1—3eVV2+3aeV—2 ae—V—2b2 + bl) (85)
Voa=—"V32+3aVy—3e"V;+3be" - 2be—V"— 2a2 + a,,

et deux autres de la méme forme pour la fonction ¥’. Dans ces for-
mules les a;, b3, Viy, ... sont définis d’'une manidre analogue comme
Vi, Va2 Ces équations entrainent des nouvelles conditions d’intégrabilité
et celles-ci conduisent a leur tour de nouveau aux relations nouvelles
et ainsi de suite. On obtient ainsi les formules

Vie=—-ViVa+1aV,+ 56V, L7 L ae7 -+ 6,
Vao=—ViVs+§aVi+ {boVy+ €7 +ae "+ 8,
Vie=(3b—TaF Eae) Vi +
(P 7 — Fh—Rab T o) Vo dpac” —yVeV s Vet7— 52,
VeP=(Fer—ta—fab— e ")V +
+Ga—3b,F10%e ")V —32beF —yPe—V ;- eDe —§a?,  (86)
aV Va=(—3be"—Say,+ $a’+EfVe ")V, +
+ (=5 — Pyt b+ Fab— 12+ @ e T) Vy + fyaet” +
+ (= 30+ 15 7 3 D4 AT 4 KD,
bV Vo= (—+5¢"— P+ bo+ Fab+ L2+ 70 e ")V, +
+(—$ae"—§bi+ P+ LV ) Vot 506’7+ (— Eaa+ 1 a%)e" +
+ 9@ - x®e—V A2 e—27,
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NWWe=(ta— b+ 5’V ule?N) ¥V, +
T @30 —Fatfade"+ul e ") Va— st —43ab+ g7+
+ oe— 2V | 7e37,

Dans ces formules &, 3, ¥, y%,... sont des polynémes aux
a, b, a;, by, ... aux coefficients numériques. La derniére de ces équations
conduit alors & deux relations entre V;, V, et la compatibilité de ces
relations, avec celles, que l'on obtient en combinant les derniéres trois
équations exige que la fonetion e” soit une racine au moins d’une
équation algébrique, dont les coefficients sont des polynomes aux a, b,
@y, - .. Done, Uexistence des correspondances considérées étant supposée,
les fonctions €%, e” sont deux racines distinctes au moins d'une équation
alyébrique, dont les coefficients sont des polynomes aux a, b, ay,. ..

8. Cas a=0, a¢3=0. Dans ce cas les formules (52) montreut qu’on

peut encore supposer a=1. On est donc amené a étudier le systéme
de Pfaff suivant

Ty = Mmwy,

Ty = Mg, -
®13==0, T1g =171y, (87)
Wy — W3 =0, 7T33—7Tp=0,
wy; =0, To1 =Ty,

Woo + W1 + Wea =03  Top + T11 1 T2a =0,
avec les conditions d’intégrabilité

s (22 4 37 =] =0,

[@2 (% + 37y —w,)] =0,

[w1‘020] = [wzwtoj =0, 3 ['51"11] + [72710] =0,
[0,010] — [w2w20] =0, ["'1"20] +3 [1"2’511] =0,
[71%10] — [72T20] — 2| 7473) =0O.

(88)

La forme cubique F qui se déduit de ces équations a la forme v, — 75°;
les formules qui viennént d’étre écrites me peuwvent donc définir qu'une
correspondance de la premiére espéce.

Le systéme n’est pas en involution. On le peut simplifier en sup-
posant m=—1, ce qu’est legitime, d’aprés (88). On aura ensuite

Ty=0y, Ty=Wy

w3 =0, Tig="Ty
0y — ga=0, 733 — 7Ty =0, (89)
w9 =70, Toy — 7Ty

Ty = W1y,

Woo + @11+ Wa=0, To9+ 711 T22=0,
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et les relations quadratiques extérieures, qui en dérivent, prendront la
forme

[@,050] =[@e0,9] =0, 3|71 ]+ [72710] =0,
[@210210] — [@20950] =0, [71730) + 3 [7271:| =0, (90)
[0 (F10— @10)] —[01005] =0, [7,710] —[7aT20] —2[7172] =O.

Posons, d’aprés ces formules

fe 1T
W19 = PpWs, T =h"T, - k'7y,

Wgg — — POy, T10=38k7; + (1 4 p) 75, (91)
720 p— (]. —p) 71 + 3 h’z‘g.

Or, quand & la fonction p qui figure dans ces formules, les pre-
miéres deux équations donnent

dp=6poy
et la condition d’intégrabilité de cette équation montre immédiatement
qu'on a

Les derniéres trois des équations (91) conduisent alors aux équations

dh' =3 (21 —K) 7, + I'ny,
dk’ == l'r]_ + 3 (2 k’2 — h’)‘b’2,

dl =3 (BIV —B8KW? + 3K — 3k*) 7, + 3(BKV — 6 WK+ 3K — 317,

(93)

et on trouve, que le systéme d’équations (89), (91), (94) est complétement
intégrable.

Il existe domc des correspondances considérées et elles dépendent
d'une constante arbitraire.

En tenant compte des formules (89), (91), (93) et des calculs qui
ont été faits plus haut, on conclot immédiatement que les droites carac-
teristiques du plan (B) enveloppent une courbe algébrique de la troisiéme
classe. Quant aux droites caractéristiques du plan (A4) il est facile de voir
qu’elles passent par trois points fixzes (4 savoir par les points A4; + A,
A+ 84y, Ay + 2 A,) situés sur une ligne droite.

Donc, la construction géométrique des correspondances en question
est la méme que dans le cas ax3=0, p—0 déja discuté; seulement,
la courbe F' dégénére maintenant en trois faisceaux dont les centres
sont situé sur une droite.

9. Cas aF=0, a=0. Dans ce cas on obtient évidemment les corre-
spondances inverses aux précédentes.

10. Cas a=a=0. Dans ce cas des correspondances en question
ne sont pas de la premiére espéce.
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5. Sur la généralité des correspondances de la deuxiéme espéce.

1. Une correspondance entre deux plans projectifs étant donnée,
on peut choisir les systémes de référence dans les deux plans de maniére
qu'on ait

Ty1=0y; Tp= Ws;
Ty — Wy = awy + bw,,
T11— @13 — Tog | Woo = CWy + AWy, (94)
Tag — Wag — Tog ~f~ Woo = 0y - YW,
Ty9— W13 = 0, + aw,,
@oo + @11 T Wee=0; Too+ 711 + 722 =0.

Avec ces notations la forme cubique fondamentale, qui donne, dans

un point, les directions caractéristiques est représentée par I'expression

=L, — (c—20) w20, + (¥ — 2 a) 0;0,7 — bw,®. (95)

Or, la correspondance étant de la deuxiéme espéce, ont peut sup-
poser b=03=y—2a=0; 2a —¢=23, de sorte que, si I’on pose a=p,
a=q -1, le systtme (94) s’écrira

T)=0y, Tp=Ws;
Tap — Wy == 01 - Py,
T2y — Wpy == Py,
Ty—0y=(¢—1)oy,
T1a— 013=(¢+ 1) oy,
@oo + @13+ Wee =03  Tpp+ 743+ Tee=0.

Inversement, ce systéme définit les correspondances générales de

la deuxiéme espéce. Il conduit aux relations quadratiques extérieures

|1 (011 — w0 — pg + 1 w5)] +
+ [0 (2 091 — p*wy) — [@5 (dp — PoI3g — Wgp — Tao — Wao — qWe1)] =0,
[0 (2 W9y — pPw,) |+ [0y (dp — ptogas — oo — Tag— Wgg — qw‘n)] =0, (97)
[‘01 (dg - qoy; — @y — T19— 044 '—Pa’m)] +
+ [@5 (dp — pwrzg — ©og— T29— @39 — q29;)] =0,
[0, (8 wyy —g* — q—ﬂ)J +
+ [@5 (011 — w300 — pg + 1 05)] — [@5(dg — go11— Woo—T10— 10— P&15) | =O.
Dans ces formules figurent outre w,, w, cinq expressions de Pfaff
nouvelles, indépendantes entre elles et indépendantes de w,, @, et des équa-
tions du systéme. On voit de plus, que la forme de ces formules est la
méme, comme elle a été supposée au n° 1 les Gigk étant les constantes.
En appliquant la méthode indiquée, on trouve sans difficulté que le sy-
stéme (96) est en involution et que sa solution générale dépend d’une
fonction arbitraire de deux arguments.
Les correspondances générales de la deuxiéme espéce dépendent donc
d'une fonction arbitraire de deux arguments.

(96)
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6. Sur les correspondances de la deuxidme espéce dont les courbes
caractéristiques sont des droites.

1. Une correspondance de la deuxiéme espéce étant définie par
un systéme d’équations de Pfaff de la forme (96), les équations des
courbes caractéristiques sont

0,203 =0, (98)

Pour que ces courbes soient des droites, il faut et il suffit que

I'expression (4, d4, d’4) s’annule en tenant compte de ces équations.
Ceci s’exprime par les formules

Wg=—hw,; ©3=~ko,. (99)

Done, les correspondances de la deuxiéme espéce dont les courbes

caractéristiques sont des droites, si elles existent, sont fournies par le

systéme d’équations de Pfaff
T =0y, T3=03;

Tyg — Wgg == W1 | Py,
Tgy — W3y = Pwiy, (1 00)

Tyy— 0= (g—1) o,
T — e =(q+ oy,
w3 =htwy, 0y =kw,

Woo + W11 + W2z =03 T+ 71y + Tea=0.
Ce systéme conduit aux relations quadratiques extérieures

[, (dp — pwrgs — Wop — Ty — Wgg — gkw; — P*w5)] =0,
[0 (@01, — 090 — 2k +me2)l _
— [03 (dp — persg — g — Tag — W39 — ghwy — PPw3)] =0,
[we (@13 — w9 — 2k +PQ¢1‘“’2)J —
— [ (dg — g1y — 0y — T1o— 19— hpws—gq* — ¢ —3h — 2w,)] =0,
[0, (dg — g1y — 040 — T19 — 1o — hpwy — ¢* —q—3h —20))] +
~+ [@2 (dp — pwag — @og — Ty — W39 — gk, — pPe;)] =0, (101)
[ws (dh — ko3 — wog — @19 + BPw,)] =0,

[601 (dk -_ k(L’22 — wOo —_— W20 -_— kaw_’)] == O.

On en voit immédiatement qu’on peut profiter de I'indétermination
des systémes de référence pour annuler les coefficients p, g+ 1, 4, &
On est donc amené a un systéme d’équations différentielles

Ty =Wy, Tyg=03;
Top = Wop + W1,
Tyg=— Wy + Oy, (102)

Ty = g =0,
Tig = 0,3 =0;

Wog + W11 + e =03 Tyo + 741 + T2a =0,
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avec les conditions d’intégrabilité
[@; (030 — T20)] = 0;  [ws (w19 — 716)] =0;
[0 wg0) = O [ws @10] = O
[@1 (T30 — @10)] + 2 [0, (Ta0 — @30)] = O;
[@y (w11 — @40)] + [@2 (Tao — @20)] = 0.
Ce systéme n’est manifestement pas en involution. Or si 'on pose
en particulier, d’aprés la premiére de équations (103)

(103)

Tgo — Wag == AWy, (104)
on obtient une relation quadratique extérieure
[0 (da 4 3awy,)] =0, (105)

qui montre qu'on a deux cas a distinguer: a=0 on bien a = 0.
2. Cas a=0. Dans ce cas on déduit facilement 3 I’aide des équa-
tions un systéme de Pfaff simple

Ty=0; T9=W03; Tog= 0o+ W} Tog= W39+ @15 Tg3 =Wy =T19=0W;13=0;
Too —= W23 T19 — Wyg (106)

dont les conditions d’intégrabilité s’écriront
[wLCU20] == [wl (wll -_— woo)] = O. (107)

On ent voit immédiatement qu’il existe des correspondances consi-
dérées et qu'elles dépendent de deux fonctioms arbitraires d'un argument.

3. Pour donner la construction géométrique de ces correspondances,
considérons le systéme d’équations différentielles auquel conduisent les
équations (106)

dd =wypd 0, A;+w; 4;, AB = (w4 + @) B+ 0By + 0, By,
d4,= w34, y dBy= (001, — 204) B, , (108)
dA;=wyd + @y dy. By =0, + (@33 + @) Bs.

On en voit que le point A; (B,) est fixe et que le point 4, (B;)
est situé sur une courbe, dout la tangente, en ce point, passe, par le
point A4 (B). De plus, si 'on considére les droites [A4,], [424;] d’une
part et [BB,], [ByB;] on démontre sans aucune espéce des difficultés
qu’il existe, entre ces droites une correspondance projective.

Done, pour construire & un point 4 le point correspondant B, on
trace du point A une tangente & une courbe située dans le plan (4);
A, étant le point de contact sur cette courbe, la correspondance pro-
jective entre les faisceaux de droites en A;, B, fait correspondre aux
droites [AA4,], [434,] deux droites passant par B;; soit B; un point
d’intersection d'une de ces droites avec une courbe située dans le plan
(B); la tangente tracée au point By & cette courbe et l'autre droite
passant par B; déterminent le point B. L’indétermination de la solution
montre que les deux courbes que décrivent les points 4, B; peuvent
8tre, en général, arbitraires.
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4. Cas a5 0. On peut supposer, d’aprés (105), a=1. Les con-
ditions d’intégrabilité du systéme en question seront alors

(@1 (T10 — wy9)] — 2[w;0,] =0;
[0 (@13 — @gy)] — |@,05] = 0; (109)
[@, (T19 — wy9)] = [w1‘02o] = [‘02‘010] = [wlwoo] =03
elles permettent de poser
Ty — W10 = 20,
0y = (& + 1) &) + o,;

—agp =@+ 1) o,; (110)
Wy = (¥ 4+ 1) 0;
@10 == 00

Or, en formant les covariants bilinéaires de ces équations, on
déduit facilement une relation finie entre les variables, d = 28, et les
relations quadratiques extérieures

[0w,de] — 20 |@,0,] = O;

lwldﬂ] — (38— 7) [w1w2] =0; (111)
[w2dB] + 38 (8 + 1) [0,@,] = O;
[dywl] = 0.
Celles-ci donnent naissance en particulier & 1’équation
a8 =33 (8 + 1) 0, + (36 —7) ws (112)

qui entraine & son tour
(02d7] + 128 B+ 1) + (36 —7) (@— 86 — ) [wy05] = 0. (113)
On a donc
W=TFFTDFEF—N@—8F—Do, (114

La condition d’intégrabilité de cette équation, comparée avec la
premiére des équations (111) donne

BB—y)(e—48+2y+1)=38(@+1), (115)
et cette formule conduit & I’équation suivante
(38 —7) (a — 68 -+ 2) =O. (116)

On est donc amené a priori & deux cas possibles: ou 38—y=0
ou bien ¢ — 68 4+ 2p = 0. Mais un calcul simple montre qu’en réalité
on n’a a considérer que le premier cas. En effet, I'équation

«— 68 + 2y =0,
a—9l8+37=07

3 —y=0.

entraine

ou bien
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Cela posé, d’aprés (115) on a deux cas & distinguer:
1. 8=y =0. Dans ce cas le systéme s’écrira

T, =0y, Tp= 0 Ty = Wy + Wy, Too =0, Ty = Wy = 713=0,;3 =0,
Too + 711 + Tea =05 @y + @031 + @2 =0;
Too = 2015 Ty9= 205;
Wy = W15 W19 =0; (17)
— Wy = 0y,
0y = (e + 1) o) + o,
et les conditions d’intégrabilité se réduisent & 1’équation unique
[0 de] — 2a [0,05] =O. (118)

1l existe donc des correspondances de cette espéce et elles dépendent
d’une fonction arbitraire d'un argumcnt.

5. Nous allons indiquer la construction géométrique de ces cor-
respondances. Pour cela considérons le systéme d’équations différentielles,
auquel conduisent les équations (117)

d4d = wod + 0,4, 4 w345, dB = @1 By + @3 By;
dA.l — qul, dBl == 2W2B + 711B1; (1 19)
dAg —— wlA —l— W22A.2, d.Bg = 2w11B - 711 Bg.

Il est d’abord évident que le point A4; est fixe et que les points
As, By, By décrivent des courbes dont les tangentes, en ces points,
passent par les points A, B respectivement. Les équations entrainent

encore d (B;B; — B?) =0; (120)

les points B;, By sont donc situés sur la méme conique dont I'équation,
rapportée au systéme mobile est

BB, — B*=0. (121)
De plus, on démontre facilement que, ¢ étant défini par I'équation
différentielle dt -+ (t + 1) (twl + wa) . tawl —_ O, (122)

la droite du plan (B) dont les coordonnées par rapport au systéme
mobile sont B:B,:B;=1¢:7:1 est une tangente & cette conique et
qu’il existe une droite du plan (A4), passant par le point A4, dont les
coordonnées par rapport au systéme mobile sont £:0:1.

On a donc une correspondance projective entre le faisceanu de
droites passant par le point 4; et les points sur la conique.

Done, pour construire & un point 4 le point correspondant B on
trace du point A une tangente i une courbe située dans le plan 4;
A, étant le point de contact sur cette courbe, la correspondance pro-
jective entre le faisceau de droites passant par le point 4, et les points
sur une conique du plan (B) fait correspondre aux droites [4 4,], [4; 4,]
deux points sur la conique et les deux tangentes de la conique dans
ces deux points déterminent le point B.
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L’indétermination de la solution montre que la courbe qui est
le lieu du point A4, peut étre, en général, arbitraire.

2. f=—1; y=—3. Dans ce cas on trouve sans aucune espéce
de difficultés, ce que du reste est evident & priori, que les correspon-
dances dans ce cas ne sont autres que les correspondances inverses
aux précédentes.

7. Sur le généralité des correspondances de la troisieme espéce.

1. Une correspondance étant de la troisiéme espéce, la forme cubique
fondamentale ¥ peut étre supposée ramenée i la forme ®,®. On peut
done supposer dans les formules (94) b—=c—2a=p—2a=0, g=1
de sorte que, si 'on pose @ = p, & = ¢ on obtient

Ty = 0y, Ty = Ws;
Tag — W33 == P,
Tg1 — Wgy == POy,
Ty — W = g0y,
Tyg — @13 = 01 | q0)g,
Wog + W13 + W3 =03 Too = Tyy + 722 =0.
Ce systdme définit les correspondances générales de la troisiéme
espécé. Il conduit aux relations quadratiques extérieures

(123)

[0y (dp — poge — Wo) — gy — Tag — Way — PY, — PPag)] =0,
[w1 Wy, ]| — (@, (dp — PWap— Wog — q Wa1 — Tgy — Wag — PIW; —P2C°2)] =0,
[0y09] + [w1(dfl— gy — Wy — PW1a — T19— 0,0 — g0y — ¢*w4)| =0, (124)

[@:1(30y1 — pws)] + _ )
+ [@305, | — [3(dg — g1, — 06— P 13—T 10— 010 —PgB:—¢*05)| = O.

La forme de quatre expressions (124) dans lesquelles interviennent
outre @;, w, quatre expressions de Pfaff nouvelles, rend vraisemblable
la propriété du systéme (123) d'étre en involution et d’admettre une
solution dépendant de quatre fonctions arbitraires d'un argument. On
le vérifie facilement en appliquant la méthode indiquée.

Les correspondances générales de la troisiéme espéce dépendent done
de quatre fonctions arbitraires d'um argument.

8. Sur les eorrespondances de la troisiéme espace dont les eourbes
caractéristiques sont dés droites.

1. Une correspondance de la troisiéme espéce étant définie par un
systéme d’équations de Pfaff de la forme (123), I'équation des courbes
caractéristiques est w08 — 0. (125)

Il est facile d’indiquer les conditions nécéssaires et suffisantes pour
que ces courbes soient des droites. En effet, pour cela il faut et il suffit
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que, si l'on exprime la forme w,;; comme une combinaison linéaire de
0y, Wy, ON ait Wg, = ho,. (126)
Done, les correspondances de la troisiéme espéce, dont les courbes
caractéristiques sont des droites, si elles existent, sont fournies par le
systéme d’équations de Pfaff
Ty =0, T;==0y;
Tge — W33 = PWy,
Ty — Wgy = POy,

Ty — W1 — qWy, (127)
Tip — W19 = @y | QO
Woy — hwl)

Woo + W11 + Wz = 05 Too + 74y + Tas = 0.
Ce systéme conduit aux relations quadratiques extérieures
|@y (dh — h oy — w49 — w9y + KPw,)] =0,
[0, (dp — parss — @oo — g3y — Tgo — Wy — pgo); — pPw;)] =0,
[ws (dp — pwrge — @oo — g3 — Tag — Wgo — POy — P*@5)] =0, (128)
[ (dg— q®W1y — Bgo — PW1z — Ty9 — Wyo — PIWz — ¢*w,)] =0,
[0, (8011 — p + hoy)] —
— [@;(dg — qo11 — Wop — PW13 — T1o — W30 — pq Wy — ¢°wy)] = 0.

On en voit immédiatement qu’on peut profiter de 'indétermination
des systétmes de référence pour annuler p, ¢, 2. On est donc amené
a un systéme d’équations de Pfaff

Ty=0y, Ta=Wy; T13= Wy, Tgg= Wy, Tyg=— Wy 1 Wy, Tg; = 0y =0,
Woo + @1y + W39=0, Tgo+ Ty 1 T23=0, (129)
avec les conditions d’intégrabilité
[01030] == [@;75] = [w3 (Ta9 — W5)] =0,
|0, (T30 — ©10)] =0, (130)
3 [010911] 4 [@2 (710 — 010)] = O.

Ce systeme n’est pas en involution. Or, si I'on pose en particulier

d’aprés (130)

Tyo — W10 = koy, Ty == Wy, (131)
on trouve facilement comme condition d’intégrabilité 1’¢quation unique
wl (dk _— 2kw11 e wOo)] == O- (132)

On obtient done, en définitive un systéme de la forme
Ty = Wy, Ty == 03, Ty = Wy, Tag = Wgg, Typ = Wyq, Tgy = Wy, =0,
Tia = W1a + Wy, Tyo= Wy - koy, (133)
Wog + @11 + Wee =0, Ty + Ty + T2 =0
dont les conditions d’intégrabilité s’éeriront
[wla,zo] == [w1 (30’11 —_— ka’s)] = [w1 (dk e 2kw11 —_— wOo)] = O_ (134)
Les correspondances générales de la troisiéme espece dont les courbes

caraciéristiques sont des droites dépendent donc de trois fonctions arbi-
traires d'un argument.
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2. Nous allons donner la construction géométrique de ces corre-
spondances générales. Pour cela, remarquons d’abord que les équations
(129) entrainent

A4 =0y Ad + 0,4, 0y 4,
A, = w1y A + 0y Ay 4 043 4y,
dAg - wjo A _I" W29 A27

dB = 0y B + wy B, + w, By,

dBl = (wlo + kwl) B + wll Bl + (wl2 + wl) Bg’
dBy= w3y B ~+ g9 By

cela montre, en particulier, que le point A. (B;) décrit une courbe
(qui n’est pas une droite) et que le point 4 (B) est sur la tangente
a cette courbe.

Ceci posé, considérons les deux courbes qui sont lieu des points
Ay et B,. La correspondance étudiée entre les points 4, B établit une
correspondance ponctuelle entre ces deux courbes dans laquelle les points
A;, B, se correspondent. Or, il existe une transformation projective bien
déterminée qui réalise, en deux points correspondants quelconques 4,, By
un contact analytique du troisiéme ordre enmtre les courbes comsidérées.
Je dis, que cette correspondance projective engendre em méme temps la
correspondance étudide entre les points A, B.

Considérons, en effet, deux points correspondants 4, B, et la
transformation projective en question. Soit « (8) la courbe qui est lien
du point A4, (B;) et désignons par T'B (T'B,) le point, qui se déduit
de B (By) en lui imprimant la transformation projective considérée qui
transforme le point B, en T'B; (le point 7'B, ayant, d’aprés I'hypothése,
la méme position géométrique que le point A4,). Par la méme trans-
formation projective les différentielles d.Bj, d* By, d® B, appartenant 3 la
courbe @ deviendront 7dB,, Td® By, Td® B, et on aura, en tenant compte
des équations (135).

TdBy— w;, TB + wyy T'B,,
Td?B; —=qy TB + 0,03, TB; -+ q3 T'B,, (136)
TdBy— ¢ TB+¢1TB, + ¢sTBs,
les g4, gs,- - . étant des expressions composées des w et leurs différentielles,
qui est inutile & écrire. D’autre part, les différentielles dA,, d*4,, d*A,
appartenant a la courbe a ont a leur tour une forme analogue
d 4, —wg A + @33 4y,
d? A4y — gy A + w0304, + q; Ay, (137)
PAdy=p A+ g14; +1s4,.

Soit A4,"(By) le point de la courbe & (@) infiniment voisin au point
A;(B;). Par la transformation projective considérée le point B’y est
changé en point

TByY —TBy-+TdBy+ 3 Td*By 4 } Td’B, + ..

(135)
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et ce point, d’aprés I’hypothése, occupe la méme position dans I'espace
que le point A4y si I'on néglige les infiniment petits du quatriéme ordre.
On a donc les formules de la forme

T By=¢ 4,,
TngZQdAg"i—QlAg,
TdBy=ed® 4, +20,d4y+ 205 4,
T&@By=¢d’4,+3¢,d°As + 6 0d Ay + 6 05 45,

¢ étant un coefficient numérique, g, du premier degré, g; du second degré,
0s du troisiéme degré par rapport a la diflérentielle du paramétre sur
les courbes @, B, Ces formules, comparées avec (136) et (137) donnent
naissance & quatre relations linéaires entre A, A,, 4, 7B, TB,, TB,
dont la deuxiéme s’écrit

La compatibilité de ces relations exige que tous les déterminants
du quatritme degré que I'on peut former des coeficients qui y figurent,
soient nuls. Or, en considérant en particulier le déterminant formé avec
les coeficients des 4, 4,, TB,, TB, on trouve facilement, que l'on a,
dans le cas général,

. 01=0
ou bien, d’aprés (138),

TB == pA,
ce qu’il fallait démontrer.

Done, pour construire & un point A le point correspondant "B on
considére une courbe dans chacun des deux plans et une correspondance
ponctuelle entre ces deux courbes, On trace du point 4 une tangente
& la courbe située dans le plan (4); 4, étant le point de contact sur
cette courbe, la correspondance entre les deux courbes fait correspondre
au point 4; un point B; de la courbe du plan (B) et détermine une
correspondance projective qui améne le point 4, au B, et réalise, en
ces deux points, un contact du trosiéme ordre de la courbe du plan (4)
avec celle du plan (B). Cette transformation projective améne en méme
temps le point 4 au point B.

I’indétermination de la solution montre que les deux courbes qui
sont lieu des points A; et B, ainsi que la correspondance ponctuelle
entre elles peuvent 8tre, en général, arbitraires.
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