
Borůvka, Otakar: Scholarly works

Otakar Borůvka
Über die Differentialgleichungen y′′ = g(t)y mit periodischen Abständen der Nullstellen
ihrer Integrale

Wissenschaftliche Schriftenreihe der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt, 1975. (5. Tagung
über Probleme und Methoden der mathematischen Physik, 1975), 239-255

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500158

Terms of use:
© Technische Universität Chemnitz, 1975

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/500158
http://project.dml.cz


0. BORUVKA 

Ueber die DifferentlalKleichunKen y" = q(t) y mit periodi­ 
schen Abständen der Nullstellea ihrer Integrale 

1» In meinem Vortrag werde ich mich mit gewöhnlichen linearen 

homogenen und oszillatorischen Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung befassen* Ich werde diese Differentialglei­

chungen in der Jacobischen Form annehmen 

(O y" * <i(t) y 

und voraussetzen, dass der Träger q reell und stetig is t , 

und zwar im Intervall j = (- oot oo)• ^ine Differentialglei­

chung (q) heisst oszillatorisch, wenn jedes ihrer Integrale 

unendlich oftmal verschwindet, wobei sich die Nullstellen 

gegen -oo und oo häufen* Einen Prototyp dieser Differential­

gleichungen stellt ersichtlich die Differentialgleichung mit 

dem Träger -1 dar, also die Differentialgleichung y" = - y, 

von der wir noch zu hören haben werden. 

Wie aus dem Titel meines Vortrages ersichtlich ist , werde 

ich mich mit einer besonderen Klasse der Differentialglei­

chungen (q), die ich etwa mit A bezeichnen wi l l , befassen* 

Um dieselbe definieren zu können, will ich zunächst den Be­

griff von Zentraldispersionen (erster Art) kurz erläutern* 

Zu jeder ganzen Zahl v gehört die Zentraldispersion cpy. mit 

dem Index v , die so erklärt i s t i für v ^ 0 i s t der *ert 

tfVC*)» * € dt der M -te rechtsseitig oder linksseitig kon­

jugierte Punkt mit t, je nachdem ob v positiv oder negativ 

ist* Mit anderen Wortent Wenn man ein an der Stelle t ver-
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schwindendes Integral der Differentialgleichung (q.) betrach­
tet, so sind die übrigen Nullstellen dieses Integrals nach 
rechts und nach l inks gerade die Werte der Zentraldisper-
sionen mit einzelnen Indizes im Punkte t . Für y = 0 setzt 
man Cp. (t) s t • 

Insbesondere heisst die Zentraldispersion mit dem Index 1, 
( p ^ t die Fundamentaldispersion« Von den Eigenschaften der 
Zentraldispersionen w i l l ich nur die folgenden anführeni 
1° Jede Zentraldispersion qv gehört der Klasse Cj an, 
2° die Ableitung cf^' i s t stets posi t iv , 3° cp^nimmt jeden 
*ert an* 
Para l le l zu den Zentraldispersionen definiert man die soge­
nannten Abstandsfunktionen dy , und zwar im Sinne der 
Formelt 

d v ( t ) = <p r(t) - t ( t e i) 

deren Inhalt evident ist* d v ( t ) i s t der Abstand des kon­
jugierten Punktes Cpy.(t) von t • 

Und nun kann ich schon die in Frage stehende Klasse A von 
Differentialgleichungen (q) definierent Ss handelt sich um 
Differentialgleichungen (q), deren Fundamental dispersion <ß, 
elementar i s t« Und zwar elementar i n folgendem Sinnet 

(1) <ß( t • tr ) = <p,(t) +ir . 

Der Inhalt dieser formal (1) i s t folgenden Wenn man irgend-
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wo Im In t e rva l l ;J zwei Punkte t , t +1T wählt, deren Abstand 

also TT i s t , so haben die ersten rech t s se i t ig konjugierten 

Punkte c p ^ t ) , cp 4(t+ic) ebenfalls den Abstand i r • Nun, es 

läss t s i c h l e i c h t zeigen, dass die Fundamentaldispersion <p, 

elementar i s t dann und nur dann, wenn die zugehörige erste 

Abstandsfunktion d^ mit ir per iodisch is t« ferner kann eben­

so l e i c h t gezeigt werden, dass, wenn die Fundame nta ldisper-

aion <p, elementar i s t , dasselbe für a l l e Zentraldispersionen 

derselben Dif ferent ia lg le ichung (q) g i l t , und i n diesem F a l l 

sind auch a l l e zugehörigen Abstandsfunktionen mit ir pe r io ­

disch« F o l g l i c h kann die zu untersuchende Klasse A von 

Differentialgleichungen (q) einfach so de f in ie r t werdent 

Es handelt s i c h um Differentialgleichungen (q) , deren Zen­

traldispersionen sämtlich elementar s ind , oder,mit anderen 

Worten, deren Abstandsfunktionen mit tr per iodisch sind« 

Die Bedeutung der Untersuchung gerade dieser Klasse von 

Differentialgleichungen (q) i s t durch die folgende Tatsache 

unterstrichent Jede Different ia lgle ichung (q) , deren Träger 

q mit i r per iodisch i s t , für die also q(t+tr) = q(t) g i l t , 

für t £ j , gehört zur Klasse A« Somit hat man das erste 

Besultats 

Die Zentraldispersionen Jeder Different ia lg le ichung mit 

TT -periodischem Träger s ind sämtlich elementar, und zugleich 

sind a l l e zugehörigen Abstandsfunktionen mit i r periodisch« 

Uan erhäl t auf diese Weise einen neuen Zugang zu der k l a s ­

sischen Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

mit periodischen Koeffizienten und f o l g l i c h auch zu der klas-
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sischen Theorie von Floquet, was naturgemäss zu neuen Resul­

taten führt, wie wir sehen «erden* 

2« In meinen «eiteren Ausführungen werde ich einige Vorkennt­

nisse benötigen, die ich nun kurz erläutern werden« Bs han­

delt sich um 1° den Phasenbegriff, 2° den Begriff der 

Phasengruppe und 3° den, wie ich meine, neuen Begriff der 

inversen Differentialgleichung (q). 

Zum Phasenbegriffi Unter einer Phase der von zwei linear un­

abhängigen Integralen u(t), v(t) gebildeten Basis der Diffe­

rentialgleichung (q) versteht man jede Funktion <x , die im 

Intervall j stetig ist und überall dort, wo v(t) £ 0 i s t . 

die folgende Funktionalgleichung erfül l t : 

tg oc (t) » a ü l . 
v(t) 

Unter einer Phase der Differentialgleichung (q) versteht man 

eine Phase irgendeiner Basis der Differentialgleichung (q). 

Die folgenden -Eigenschaften von Phasen einer Differential­

gleichung (q) sind wohlbekannt: Erstens gehört jede Phase 

von (q) der Klasse Cj an, zweitens ist ihre erste Ableitung 

überall von Null verschieden und drittens, was mit der os­

zillatorischen Eigenschaft von Integralen der Differential­

gleichung (q) zusammenhängt, ist jede Phase von unten und 

oben unbeschränkt. Wichtig ist die folgende Tatsache: 

Für jede Phase OL und jede Zentraldispersion qpv von (q) be­

steht die Beziehung 

cc<fv(t) « oc(t) + vnrsgnoc' (t e j) , 

die als die Abelsehe Beziehung für Phasen bezeichnet wird. 
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*enn man also oc'(^) > 0 annimmt, so erhält man 

OKp^t) » oc(t) + vir , woraus tp-^Ct) s ot~ 1[ot(t) + Vit ] 

folgt. OC bedeutet natürlich die zu a inverse Funktion. 

Man sieht, dass Jede Zentraldispersion von (q), cp ,̂ vermöge 

jeder wachsenden Phase ot dieser Differentialgleichung im 

Sinne der eben angeführten Formel ausgedrückt werden kann. 

Eine Phase cC von (q) heisst elementar, wenn 

oi (t+7r) = <*(t) + T T s g n * ' ( t £ j ) 

gilt. 

Zum Begriff der Fhasengruppet Unter der Phasengruppe ver­

steht man die aus den Phasen aller Differentialgleichungen 

(q) gebildete Menge, wobei die Gruppenoperation als Zu­

sammensetzung von Funktionen definiert i s t . Dieselbe wird 

mit bezeichnet. Das Einselelement von tjj> ist natürlich 

die Funktion fi (t) = t ( t £ $)* Die Elemente von (^werden 

Phasenfunktionen genannt. Die Struktureigenschaften von 

sind weitgehend bekannt. Ich werde mich natürlich nur auf 

diejenigen beschränken, die ich unmittelbar gebrauchen werde. 

Zunächst bilden die Phasen der Differentialgleichung (-1), 

d.h. der oben erwähnten Differentialgleichung y" = - y, 

eine Untergruppe £ von C^, also <£c die als die Fun­

damentaluntergruppe von , kürzer die Fundamentalgruppe, 

bezeichnet wird. Diese Fundamentalgruppe erzeugt zwei Neben­

klassenzerlegungen von ^ , die rechtsseitige Nebenklassen­

zerlegung ^ / r £ und die linksseitige Nebenklassenzer­

legung ^ / f j t t die voneinander verschieden sind. Ich wer­

de der Kürze halber diese Zerlegungen als die erste und 

zweite Zerlegung von bezeichnen. 
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Jedes Element der ersten Zerlegung hat die Form /oC» wobei 

oc eine feste Phasenfunktion i s t , und es entsteht, wie wir 

sehen, durch Zusammensetzung der Elemente von ¥ mit oc . 

Ueberaus wichtig i s t die Tatsache, dass dieses Element die 

Phasenmenge genau einer Differentialgleichung (q) darstellt, 

und zwar der Differentialgleichung (q), deren Phase oc i s t , 

also q(t) = - ( o c , t J - a'*(t), wobei das Symbol { } die 

Schwarzsehe Ableitung von oc an der Stelle t bedeutet. Diese 

Zuordnung der einzelnen Elemente von Cf/rf und der Diffe­

rentialgleichung (q) i s t eineindeutig« Jedes Element der 

zweiten Zerlegung hat die Form CL¥, und es entsteht, wie wir 

sehen, durch Zusammensetzung von tt mit den Elementen von f • 

Dieses Element besteht aus Funktionen, die invers sind 

zu den Phasen der Differentialgleichung (q) , deren Phase 

a (t) = oL (t) i s t . Man sieht, dass die Elemente der bei­

den Zerlegungen CJ / r f und C | / t p paarweise zueinander 

invers sind. Ferner besteht zwischen diesen Zerlegungen die 

folgende Beziehung. Es gibt eine Zerlegung TT der Phasen­

gruppe Cf, von folgender Beschaffenheits Jedes Element 

u € TT i s t die Vereinigung von einigen Elementen der ersten 

Zerlegung und ebenfalls die Vereinigung von Elementen der 

zweiten Zerlegung, wobei je zwei Elemente, eines aus der 

ersten und das andere aus der zweiten Zerlegung, die in dem­

selben Element ü 6 TT als Untermengen enthalten sind, einen 

nicht leeren Durchschnitt haben. Die Elemente u werden 

Blöcke genannt, und die Algebraiker wissen, dass TT die 

kleinste gemeinsame Ueberdeckung der beiden Nebenklassenzer­

legungen Q / r f t ty/if ist» 
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Wenn man einen Block u betrachtet und jedes i n ihm liegende 

Element einer der beiden Zerlegungen ty/Tf t Q / { f 

durch das inverse Element der anderen Zerlegung ersetzt, so 

bekommt man durch Vereinigung a l le r dieser Elemente wiederum 

einen Block von TT, den sogenannten inversen Block u " ' ' « 

Wie wir sehen, sind die Blöcke der Zerlegung Ü paarweise 

zueinander invers. Von einer Differentialgleichung (q) sagt 

man, sie gehöre zu dem Block ü, oder auch sie liege in dem 

Block ü, wenn ihre Phase mneage i n dem Block ü als Untermenge 

enthalten i s t« 

Und nun nur noch eine kurze Bemerkung zu den elementaren 

Fhasenfunktionen« Dieselben bilden eine Untergruppe ^ vonCJ, 

die sogenannte Gruppe von elementaren Phasen« Es g i l t "f^>f» 

Die Bedeutung dieser Gruppe ^ i s t folgendet Zwei Differenti­

algleichungen (q^), (q 2 )
 Qabe& dieselben Zentraldispersionen 

dann und nur dann, wenn ihre Phasenmengen in derselben 

rechtsseitigen tfebenklasse von Q/ r^> als Untermengen ent­

halten sind« Mit anderen Worten, dann und nur dann, wenn 

für irgendwelche Phasen a^t <X2 dieser Different ia lgle i ­

chungen eine Beziehung von der Form cx^(t) = h[cx. 2(' t)]» 

für t € j , besteht« h i s t na tür l ich eine elementare Phasen­

funktion« 

Zum Begriff der inversen Differentialgleichungens -Zwei Diffe­

rentialgleichungen (q), (q) heissen zueinander invers, wenn 

es Phasen gibt , oc(t), öc(t), die zueinander invers sind: 

a( t ) s o T 1 ( t ) , t £ j . Ea g i l t der folgende Satz« 

Zwei Differentialgleichungen (q), (q) sind dann und nur dann 

zueinander invers, wenn sie inversen Blöcken angehören« 
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3* Nach dieser Einleitung wi l l ich nun zum eigentlichen Thema 
meines Vortrages übergehen, also zur Untersuchung der oben 
erwähnten Klasse 1 der Differentialgleichung (q)« Wir wissen, 
dass es sich um Differentialgleichungen (q) handelt, deren 
Zentraldispersionen sämtlich elementar sind oder, mit anderen 
Worten, deren Abstandsfunktionen sämtlich mit TT periodisch 
sind» 
An der Spitze dieser Theorie steht der folgende Satzt 
Wenn die Differentialgleichung (q) der Klasse A angehört, 
so gibt es zu jeder ihrer Phasen oc eine elementare Phasen­
funktion h so, dass die Beziehung 

(2) Ct(t+ir) = h[ot(t)] 

erfüllt i s t , für t 6 j , 
Umgekehrt, wenn die Differentialgleichung (q) eine Phase oc 
besitzt, für die eine Beziehung von der Pom (2) besteht, 
wobei h eine geeignete elementare Phasenfunktion bedeutet 
und t 6 j i s t , so gehört die Differentialgleichung (q) der 
Klasse A an* 
Um das Funktionieren des oben angeführten Begriffsapparate 
vorzuführen, w i l l ich den ersten Teil dieses Satzes kurz 
skizzieren« 
Es sei also (q) eine zur Klasse A gehörige Differentialglei­
chung, oc eine Phase von (q) und (p^ die Fundamentaldisper-
sion dieser Differentialgleichung« Ohne Verlust ^ Allgemein­
heit wi l l ich z.B. oc'(t) > 0 voraussetzen. Ich schreibe 
nun die Abelsche Funktionalgleichung 

atcp-jCt)] = «.(t) + IT 
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an der S te l l e t + TT und erhalte 

a [<p 1 ( t +i r ) ] • a ( t +1C) + 1t 

und ferner, da (q) 6 A. , 

« [ ^ ( t ) + 7C ] - a [ cp^ t ) ] = oi( t + K ) - oc(t) . 

Setzt man nun 

(3) a ( t + TT) - oi(t) = G( t ) , 

so hat man zunächst 

G C ^ C * ) ] = G(t) , 

woraus man f o l g e r t , dass von den Funktionen 

H(t) = G[ a " 1 ( t ) ] , h( t ) = t + H(t) 

die erste mit TT per iodisch und die zweite elementar i s t . 

Saraus und aus (3) fo lg t die obige Behauptung» 

Nun kann man die Beziehung (2) auf zweie r le i Weise deuten. 

Erstens! Da oc eine Phase von (q) i s t , so i s t ot ( t +nr) 

eine solche von (q(t und die Beziehung (2) besagt, 

dass diese Phasen i n derselben rechtssei t igen Nebenklasse 

von C J V r ^ enthalten s i n d , f o l g l i c h haben die D i f f e r e n t i ­

algleichungen mit den Trägern q(t) und q(t +nr) dieselben 

Zentraldispersionen. Umgekehrt, wenn zwei D i f f e r e n t i a l ­

gleichungen mit den Trägern q(t) und q(t +ff) dieselben 

Zentraldispersionen haben, so besteht für ihre Phasen oc(t) 

und a ( t + Tt) eine Beziehung von der Form (2 ) . F o l g l i c h 

g i l t der Satzt 

Die Different ia lgle ichung (q) gehör t zur Klasse A dann und 

nur dann, wenn die Differentialgleichungen (q( t ) ) und 

(q(t +Tf)) dieselben Zentraldispersionen haben. 
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Auf diese Weise kommt man i n Berührung mit der weitgehend 

erarbeiteten Theorie von Differentialgleichungen mit densel­

ben Zentraldispersionen, wie s ie etwa i n meinem Buch über 

die l inearen Differentialtransformationen zweiter Ordnung 

darges te l l t i s t [1 ] , und die Ergebnisse dieser Theorie bieg­

ten Informationen über Eigenschaften der betrachteten D i f f e ­

rentialgleichungen der Klasse A . Von diesen Informationen 

w i l l i c h nur die folgenden hervorhebeni 

1. Für jede Different ia lg le ichung (q) & A g ib t es i n jedem 

I n t e r v a l l [ t , t+&j(t)) wenigstens v i e r Punkte t 2 , t . j , t^, 

i n denen die Punktionen q( t ) , q(t+Tt) dieselben Werte an­

nehmen» q ( ^ a qC^), i s 1,2,3,4. 

2« Sur jede Different ia lgleichung a (q) €. A und jede i h r e r 

Phasen cx g ib t es eine Punktion f mit den unten beschriebenen 

Eigenschaften, vermöge deren die Werte von q(t +lt) und 

q(t) im I n t e r v a l l j so zusammenhängent 

q(t+ir) = q(t)+(t* z[*,(t)]+2t%[ai{t)]oot tt(t))tt,2(t). 

Durch diese Eigenschaft s ind die Differentialgleichungen der 

Klasse A cha rak te r i s i e r t . 

Zweitensi tfenn man i n der -Formel (2) etwa oc'(t) > 0 annimmt 

und dieselbe an der S t e l l e oC ( t ) anwendet, so erhäl t man 

Die Punktion f hat folgende Eigenschaften! 

ir 
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für t e j 
OL[ oT 1(t) + ir ] = h(t) . 

Der hier links stehende Ausdruck ist die mit der Funktion 
fe^Ct) gebildete Fundamentaldispersion, also die Fundamen-
taldispersion der zu (q) inveraen und die Phase ctT^ ent­
haltenden Differentialgleichung (q)» Nach der letzten Formel 
ist diese fundamentaldispersion elementar» Folglich gehört 
die Differentialgleichung (q) ebenfalls der Klasse A an» Da 
aber jede zu (q) inverse Differentialgleichung bei einer ge­
eigene ten Wahl von oc auf diese Weise erfasst werden kann, 
so gilt der Satz* 

"enn die Differentialgleichung (q) der Klasse A angehört, 
so gilt dasselbe auch für jede zu (q) inverse Differential­
gleichung (q)» 
Mit anderen Wortent 
Die Klasse A ist in bezug auf inverse Differentialgleichun­
gen (q) abgeschlossen. 
Eine unmittelbare Folgerung davon istt 

Mit jeder Differentialgleichung (q) gehört zur Klasse A 
auch jede in demselben Block nie (q) liegende Differential­
gleichung (q*)» 

4* In meinen weiteren Ausführungen werde ich mich nun mit 
Differentialgleichungen (q) mit ff-periodischen Trägern q 
befasseni q(t+it) = q(t) für t e j • 
Wie ich bereits eingangs gesagt habe, gehört jede Differen­
tialgleichung (q) mit 1t -periodischem Träger zur Klasse A» 
Dies ist eine unmittelbare Folge der oben angeführten 
charakteristischen Eigenschaft der Differentialgleichungen 
(q) von A, dass (q(t)) und (q(t+ic)) dieselben Zentfaldis-
persionen haben» Direkt kann dieses Resultat so eingesehen 
werdeni 
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Da m i t Jedem I n t e g r a l y ( t ) v o n ( q ) a u c h d i e F u n k t i o n 

y ( t + f ) e i n s o l c h e s i s t , so g i l t a u c h f ü r j e d e Phase o c ( t ) 

von ( q ) , d a s s d i e F u n k t i o n « . ( t + t r ) e i n e Phase d e r D i f f e ­

r e n t i a l g l e i c h u n g ( q ) d a r s t e l l t . W e ü f e r n e r , w i e w i r s e h e n , 

a l l e P h a s e n d e r s e l b e n D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g ( q ) i n d e r s e l b e n 

r e c h t s s e i t i g e n N e b e n k l a s s e i n b e z u g a u f d i e F u n d a m e n t a l ­

gruppe f l i e g e n , so g i b t es e i n e Phase & ( t ) 6 ¥ s o , da s s 

oc ( t + i r ) = £ [ o c ( t ) ] i s t . Da f e r n e r wegen f C ^ d i e Phase 

e l e m e n t a r i s t , so b e s t e h t d i e F o r m e l ( 2 ) m i t h ( t ) = £ ( t ) , 

und d i e Behaup tung i s t b e w i e s e n . 

Ausserdem s i e h t man t 

D i e F u n d a m e n t a l d i s p e r s i o n u n d f o l g l i c h a l l e Z e n t r a l d i s p e r ­

s i o n e n j e d e r z u e i n e r D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g ( q ) m i t - p e r i ­

od i schem T r ä g e r i n v e r s e n D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g ( q ) l i e g e n i n 

d e r Fundamen ta lg ruppe 

F e r n e r g i l t ! D u r c h d i e s e E i g e n s c h a f t s i n d d i e D i f f e r e n t i a l ­

g l e i c h u n g e n ( q ) m i t f f - p e r i o d i s c h e n T r ä g e r n c h a r a k t e r i s i e r t . 

E i n e u n m i t t e l b a r e F o l g e r u n g davon i s t : 

M i t j e d e r D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g ( q ) m i t - p e r i o d i s c h e m 

T r ä g e r haben a u c h a l l e i n demse lben B l o c k w i e ( q ) l i e g e n d e n 

D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n ( q * ) - p e r i o d i s c h e T r ä g e r . 

An d i e s e r S t e l l e s e i b e m e r k t , dass d i e i n den o b i g e n U n t e r ­

suchungen e n t h a l t e n e n E lemen te a l g e b r a i s c h e r N a t u r zum A u f ­

bau e i n e s a b s t r a k t e n M o d e l l s d e r gesamten h i e r b e h a n d e l t e n 

T h e o r i e angewendet werden können, e t w a n a c h dem i n meinem 

B u c h [ 2 ] e r a r b e i t e t e n M u s t e r . I n s b e s o n d e r e können d i e D i f f e ­

r e n t i a l g l e i c h u n g e n ( q ) m i t ^ - p e r i o d i s c h e n T r ä g e r n a b s t r a k t 

c h a r a k t e r i s i e r t w e r d e n . 
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In dem Q U Q folgenden l e t z t e n T e i l meines Tor t rages « e r d e 

i c h an d i e k l a s s i s c h e Theorie von F loque t anknüpfen , um im 

Rahmen der obigen B e g r i f f s b i l d u n g e n und Methoden z u e ine r 

Vertiefung d i e s e r Theorie b e i z u t r a g e n » Genauer gesagt , i c h 

«erde mich f ü r D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n (q) m i t r e e l l e n 

cha rak t e r i s t i s chen Wurzeln i n t e r e s s i e r e n . Dementsprechend 

«erde I ch im Folgenden vorausse tzen , dass d ie T r ä g e r der 

betrachteten D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n (q) m i t TT p e r i o d i s c h 

sind« 

Es i s t « o h l bekannt, dass man i n der Theorie von F loque t 

zu jeder D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g (q) eine a lgebra i sche G l e i ­

chung zweiten Grades, d ie sogenannte Fundamentalgleichung, 

(4) s 2 - A.a + 1 = 0 

zuordnet, deren Wurzeln s ^ i a 2 gewisse Informationen ü b e r das 

Verhalten der I n t eg ra l e von (q) l i e f e r n * Diese Wurzeln « e r ­

den a l s d i e c h a r a k t e r i s t i s c h e n Wurzeln von (q) b e z e i c h n e t « 

Der i n (4) stehende Buchstabe A. bedeutet e ine ( r e e l l e ) Kon­

s tante, d i e so d e f i n i e r t i s t » 

Es s e i x e d e ine b e l i e b i g e Zah l und u , v d i e m i t den f o l ­

genden Anfangswerten g e b i l d e t e Bas i s von (q) t 

u (x ) = 1 , v ( x ) = 0 , 

u 1 ( x ) a 0 , v ' (x ) = 1 . 

ferner s e i l ( x ) d i e Funk t ion 

A(x ) = u (x+ i r ) + v ' ( x + i t ) • 

Nun kann g e z e i g t werden, dass d ie Werte d i e s e r Funkt ion von 

der Wahl von x n i c h t abhängen , a l s o d ie Funk t ion e ine Kon­

stante i s t « Und eben d iese Konstante i s t der i n der obigen 
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charakteristischen Gleichung (4) von (q) auftretende Koeffi­

zient« 

Es i s t klar, dass die Wurzeln s^jSg von (4-) stets zueinander 

invers und je nachdem, ob III ̂  2 oder lAl<2 g i l t , 

r e e l l oder imaginär sind* Im Fall A > 2 sind diese Wurzeln 

positiv und voneinander verschieden, während sie im Fall 

A = 2 beide gleich 1 sind« im Fa l l 1 < -2 sind sie nega­

t i v und voneinander verschieden, nährend sie im F a l l 

• • - 2 beide den Wert -1 haben« 

loh werde nun zwei Sätze angeben, von denen der erste eine 

notwendige und hinreichende Bedingung für das Auftreten re­

el l e r charakteristischer Wurzeln und eine sowohl analytische 

als auch geometrische Deutung dieser letzteren angibt, wäh­

rend der zweite eine Abschätzung "der absoluten Werte dieser 

Wurzeln vermöge der Werte von q bringt« Einige diesbezügli­

che Aussagen gelten nur unter der Annahme, dass der Träger q 

stets negativ i s t , wie dies etwa für die Hill 1sehe Diffe­

rentialgleichung bei genügend grossen absoluten Werten des 

Parameters stets der F a l l ist« Ich werde also in den folgen­

den Ausführungen der Einfachheit halber q(t) < 0 für 

t £ j voraussetzen« Ferner bezeichne ich 

m * min lq(t)| , M » mar |q(t)| , 

tej t s j 

so dass 0 < m £ Ii. gilt« 

Die fc-ätze 

1« Die charakteristischen Wurzeln von (q) sind dann und nur 

dann positiv bzw. negativ, wenn die Abstandsfunktion dg , 

mit einem geraden bzw« ungeraden und den Ungleichungen 
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saugenden Index n t an e iner S t e l l e x e d d e Q " e r - t w aQ~ 

Qinmit. I s t diese Bedingung e r f ü l l t , so haben die charakte-

istischen Wurzeln von (q) die *erte 

u d sind voneinander verschieden oder einander g le ich ,Je 

Ueber den Beweis dieses Satzes w i l l i c h nur anführen, dass 

er an die ffloquet' sehe kanonische form der Integrale von (q) 

anknüpft und gewisse Iransformationseigenschaften der Zen­

traldispersionen, von denen i c h i n der E in le i tung nicht ge­

sprochen habe, wesentlich ausnützt ([3]) • 

Dar obige Satz l ä s s t eine einfache geometrische Deutung zu« 

s s e i £ eine auf e in Koordinatensystem mit dem Ursprung 0 

bezogene Integralkurve von (q) mit den parametrischen Koordi ­

naten etwa Xj s» J ^ C t ) , = 7 2 ( ' t )» A®sen q(t) 4. 0, t 6 $, 

i s t die Kurve £ regulär, d .h . l o k a l konvex und wendepunkt-

f r e i . 

Sa g i l t der 

Folgesatz» Die charakteris t ischen Wurzeln von (q) sind dann 

und nur dann p o s i t i v bzw. negativ, wenn es auf der Kurve *£ 

einen Punkt P(x) « ( y ^ C x ) , y 2 ( x ) ) g ib t , so dass die Punkte 

P(x), P(x+ir) auf derselben durch 0 gehenden Geraden l i egen , 

und zwar auf derselben Sei te oder auf verschiedenen Seiten 

von 0. I s t diese Bedingung e r f ü l l t , so sind die charakte­

rist ischen Wurzeln von (q) die Verhältnisse der o r i e n t i e r -

t 

nachdem, ob d Q ( x ) £ 0 oder d Q (x) = 0 i s t . 
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tea Abstände ÖP^x;, OP x̂+ ir ; , 

s,, = OP^xJ t üP^x+ i r ; , s 2 = OP^x+ tr; i OP^xj 

und sind voneinander verschieden oder einander gleich, je 
nachdem,ob die erwähnten Punkte in verschiedenen Entfernun­
gen oder in derselben Entfernung von 0 liegen« 

2« Wenn die charakteristischen Wurzeln von (q) r ee l l sind, 
so g i l t für den absoluten Wert einer jeden von ihnen, s, 
die Abschätzung 

,BA fiT ,„,415" 
(5) (ff - , . . . , (« f 

Bei dem Beweis dieses Satzes geht man von dem im Satz 1« an­
geführten Wert von s aus und wendet eine aus der Theorie der 
Zentraldispersionen bekannte Abschätzung der Funktion 

cpQ'(t) an. 

Wenn wir die Formeln (5) etwa auf die Differentialgleichung 
von Mathieu anwenden, 

y" + ( A - 2h 2 • cos 2t)y = 0 , 

so kommt für A >2h 

1 - 2hc 

1 + 2\r 
A J 

5YÄT2T? 1 + 2hfi 

1 - 2h' 

l l A + 2h*" 

heraus. Es kann le icht gezeigt werden, dass die hier auf­
tretenden Schranken für \—»00 gegen 1 streben. 
Ich bin nun in meinem Vortrag bis zu konkreten Different ia l ­
gleichungen der theoretischen Physik vorgedrungen und glaube 
somit diesen Vortrag getrost beenden zu können. 
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