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0. BORUVEA

Ueber die Differentialgleichungzen y" = q(t) y mit periodi-
schen Abstéinden der Nullstellen ihrer Integrale

1 In meinem Vortrag werde ich mich mit gewShnlichen linearen
homogenen und oszillatorischen Differentialgleichungen
gweiter Ordnung befassen. Ich werde diese Differentialglei-

chungen in der Jacobischen Form annehmen

(a) ' =q(t) ¥

und voraussetzen, dass der Trdger q reell und stetig ist ,
und zwar im Intervall J = (-o,00)e £ine Differentislglei-
chung (q) helisst osz}llatorisch, wenn jedes ihrer Integrale
unendlich oftmal wverschwindet, wobei sich die Nullstellen
gegen =oo und oo hidufen. Einen Prototyp dieser Differentiasl—
gleichungen stellt ersichtlich die Differentialgleichung mit
dem Triger -1 dar, also die Differentialgleichung y" = - y,

von der wir noch zu horen haben werden.

Wie ams dem Titel meines Vortrages ersichtlich ist, werde
ich mich mit einer besonderen Klasse der Differentialglei-
chungen (q), die ich etwa mit A bezeichnen will, befassen.
Un dieselbe definieren zu kdnnen, will ich zundchst den Be-

griff von Zentraldispersionen (erster Art) kurz erlédutern.

Zu Jeder ganzen Zahl v gehdrt die Zentraldispersion ¢, nit
dem Index v , die so erkldrt ists Fir v $ O ist der Wert
Py (t), t € §, der W -te rechtsseitig oder linksseitig kon-
Jugierte Punkt mit t, je nachdem ob v positi_v oder negativ

ist. Mit anderen Wortens Wenn man ein an der Stelle t ver—
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schwindendes Integral der Differential gleichung (q) betrach-
tet, so sind die ilibrigen Nullstellen dieses Integrals nach
rechts und nach links gerade die Werte der Zentraldisper-
sionen mit einzelnen Indizes im Punkte t. Fir v = O setzt

man cp.(t):t.

Insbesondere heisst die Zentraldispersion mit dem Index 1,
P die Fundamentaldispersion. Von den Eigenschaften der
Zentraldispersionen will ich nur die folgenden anfiihrens
1° Jede Zentraldispersion @, gehdért der Klasse Gg an,
2° die Ableitung ,' ist stets positiv, 3° @, pimmt jeden
Yert ane.
Parallel zu den Zentraldispersionen definiert man die soge-
nannten Abstandsfunktionen d, , und zwar im Sinne der
Formels

dy(8) = @ (8) -t (vt e )
deren Inhelt evident ists d.,(t) ist der Abstand des kon-
jugierten Punktes ¢, (t) von t .
Und nun kann ich schon die in Frage stehende Klasse A von
Differentialgleichungen (q) definierens Es handelt sich um
Differentialgleichungen (q), deren Fundamentaldispersion &,

elementar ist. Und zwar elemeantar in folgendem Sinnes

(1) Qlt+m)= @t) +m o

Der Inhalt dieser Formal (1) ist folgender: Wenn man irgend-
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wo im Intervall J zwei Punkte t, +* + T wdhlt, deren Abstand
also w ist, so haben die ersten rechtsseitig konjugierten
Punkte ,(t), ¢0,(t+ ) ebenfalls den Abstand  « Nun, es
lésst sich leicht zeigen, dass die Fundameuntaldispersion q,
elemsntar ist dann und nur dann, wenn die zugehtrige erste
Abstandsfunktion d, mit ® periodisch ist. Ferner kann eben-
80 leicht gezeigt werden, dass, wenn die Fundameantaldisper-
sion @, elementar 1st, dasselbe fir alle Zentraldispersionen
derselben Differentislgleichung (q) gilt, und in diesem Fall
sind auch alle zugehdrigen Abstandsfunktionen mit % perio-
disch. Folglich kann die zu untersuchende Klasse A von
Differentialgleichungen (q) einfach so definiert werdens

Es handelt sich um Differentialgleichungen (q), deren Zen-
traldispersionen sdmtlich elemeatar sind, oder,mit anderen

Worten, deren Abstandsfunktionen mit T periodisch sind.

Die Bedeutung der Untersuchung gerade dieser Klasse wvon
Differontialgl eichungen (q) ist durch die folgende Tatsache
unterstrichens Jede Differentialgleichung (q), deren Triger
q mit ™ periodisch ist, fiir die also q(t+m) = q(t) gilt,
tir ¢t € J, gehort zur Klasse A. Somit hat man das erste
Resul tats

Die Zentraldispersionean jeder Differentialgleichung mit

fr =periodischem Tridger sind sédmtlich elementar, und zugleich
sind alle zugehdrigen Abstandsfunktionen mit ™ periodisch.

Man erhdlt auf diese Welse einen neuen Zugang zu der klas-
sischen Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit periodischen Koeffizienten und folglich auch zu der Klas-
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sischen Theorie von Floquet, was naturgemiss zu neuen Resul-

taten fihrt, wie wir sehen werden.

In meinen weiteren Ausfiihrungen werde ich einige Vorkennt-
nisse bentétigen, die ich nun kurz erlédutern werden. Es han-
delt sich um 1° den Phasenbegriff, 2° den Begriff der
Phasengruppe und 3° den, wie ich meine, neuen Begriff der
inversen Differentialgleichung (q).

Zum Phasenbegriffs Unter einer Phase der von gzwel linear un-
abhiingigen Integralen u(t), v(t) gebildeten Basis der Diffe-
rentialgleichung (q) versteht man jede Funktion o , die im
Intervall j stetig ist und iiberall dort, wo v(t) § O ist,
die folgende Funktionalgleichung erfiillt:

tg o (t) = %-(Lg

Unter einer Phase der Differentialgleichung zq) versteht man
eine Phase irgendeiner Basis der Differentialgleichung (q).

Die folgenden Eigenschaften von Phasen einer Differential—
gleichung (q) sind wohlbekannt: Ergtens gehdrt jede Phase
von (q) der Klasse 03 an, zweitens ist ihre erste Ableitung
liberall von Null verschieden und drtttens, was mit der os-
zillatorischen Eigenschaft von Integralen der Differential-
gleichung (q) zusemmenhéingt, ist jede Fhase von unten und
oben unbeschrinkt. Wichtig ist die folgende Tatsaches

Fir jede Phase o und jede Zentraldispersion @, von (q) be-

steht die Beziehung
a@(t) = o(t) + vmsgao' (tey3),

die als die Abelsche Beziehung fiir Phasen bezeichnet wird.
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%enn man elso o’(t) > O annimmt, so erhdlt man

x@(t) = oc(t) + vir , woraus ¢p,(t) = o(.-1[ot(t) +vr ]
Iolgt; 0(.-1 bedeutet natiirlich die zu ¢¢ inverse Funktion.
Man sieht, dass jede Zentraldispersion von (q), @, vermoge
Jeder wachsenden Phase ol dieser.Dirfenentialsleichung im

Sinne der eben angefiihrten Formel ausgedriickt werden kanne
Eine Phase X von (q) heisst elemeantar, wenn

o (t+T) = oL (t) + Tegn ' (t €3)
gilt.
Zum Begriff der Phasengruppet Unter der Phasengruppe ver-
steht man die aus den Phasen sller Differentialgl eichungen
(q) gebildete Menge, wobei die Gruppenoperation als Zu-
samnensetzung von Funktionen definiert ist. Dieselbe wird
nit q bezeichnet. Das Einselelement von %« ist natlirlich
die Funktion fn (t) =t (t € j)o Die Elemente von erden
Phasenfunktionen genannt. Die Struktureigenschaften wvon 4
sind weitgehend bekannt. Ich werde mich natirlich nur auf
diejenigen beschrinken, die ich uamittelbar gebrauchean werde.

Zundchst bilden die Phasen der Differentialgleichung (-1),
d.h. der oben erwihnten Differentislgleichung y" = - y,
eine Untergruppe @ von 0}, al so €c. ?, die als die Fun-
damentaluntergruppe von ?, kiirzer die Fundamentalgruppe,
bezeichnet wird. Diese Fundamentalgruppe erzeugt zwei Neben-
kKlassenzerlegungen von q s die rechtsseitige Nebenklassen-
zerlegung @/rc und die linksseitige Nebenklassenzer—
legung ’é/"& , die voneinander verschieden sind. Ich wer-
de der Kiirze halber diese Zerlegungen als die erste und
zweite Zerlegung von q- bezeichnen.
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Jedes Element der ersten Zerlegung hat die Form foL, wobei
o« eine feste Phasenfunktion ist, und es entsteht, wie wir
sehen, durch Zusammensetzung der Elemeate von f mit o ,
Ueberaus wichtig ist die Tatsacho, dass dieses Element die
Phasenmenge genau einer Differentislgleichung (q) darstellt,
und zwar der Differentialgleichung (q), deren Phase o 1ist,
also q(t) = = {o,t} - a'{t), wobei das Symbol { }die
Schwarzsche Ableitung von o. an der Stelle t bedeutet. Diese
Zuordnung der einzelnen Elemente von Q/ r §# und der Diffe-
rentialgleichung (q) ist eineindeutig. Jedes Element der
gzweiten Zerlegung hat die Form o&f’, und es entsteht, wie wir
sehen, durch Zusammensetzung voa o mit den Elementen von £.
Dieses Element o besteht aus Fupktionen, die invdrs sind
zu den Phasen der Differentialgleichung (q) , deren Phase

& (t) = o V(%) ist. Man sieht, dass die Elemente der bei-
den Zerlegungen QIrf’ und Q/“(v paarweise zueinander
invers sind. Ferner besteht zwischen diesen Zerlegungen die
folgende Beziehung. Es gibt eine Zerlegung U der Phasen-
gruppe q von folgender Beschaffenheits Jedes Element

u€eT ist die Vereinigung von einigen Elementen der ersten
Zerlegung und ebenfalls die Vereinigung von Elementen der
zweiten Zerlegung, wobel Je gweli Elemente, eines aus der
ersten und das andere aus der zweiten Zerlegung, die in dem-
gselben Element u € U als Untermengen enthalten sind, einen
nicht leeren Durchschnitt haben. Die Elemente U werdea
Blécke genannt, und die Algebraiker wissen, dass U die
kleingte gemeinsame Ueberdeckung der beiden Nebeunklassenzer—

legungen q/rf' ’ qltf' ist.
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Wenn man einen Block u betrachtet und jedes in ihm liegende
Element einer der beiden Zerlegungen Q/r £ QII 4

durch das inverse Element der anderen Zerlegung ersetzt, so
bekoumt man durch Vereinigung eller dieser Elemente wiederum
einen Block von U, den sogenannten inversen Block -1,

Wie wir sehen, sind die Bldcke der Zerlegung U paarweise
zueinander invers. Von einer Differentislgleichung (q) sagt
man, sie gehdre zu dem Block U, oder auch sie liege in dem
Block u, wenn ihre Phasenmenge in dem Block u als Untermeage
enthaltea ist.

Und nun nur noch eine kurze Bemerkung zu den elementaren
Phasenfunktionen. Dieselben bilden eine Untergruppe ? vonq,
die sogenannte Gruppe von elementaren Phasen. Es gilt § D .
Die Bedeutung dieser Gruppe ‘f ist folgendes Zwei Differenti-
slgleichungen (qq), (q,) haben dieselben Zentraldispersionen
dann und nur dann, wenn ihre Phasenmengen in d‘erselben
rechtsseitigen Nebenklasse von q/rf als Untermengen ent-
halten sind. Mit anderen Worten, dann und nur dann, wenn

fiir irgendwelche Phasen 49 Oy dieser Differentialglei-
chungen eine Beziehung von der Form o ,4(t) = h[o5(t)],

tir t € J, besteht: h ist natiirlich eine elementare Phasen-
funktion.

Zun Begriff der inversen Differentialgleichungens ‘Zwei Diffe-
rentialgleichungen (q), (q) heissen zueinander invers, wenn
es Phasen gibt, o(t), o(t), die zueinander iavers sinds
a(t) = o 1(t), t € jo Es gilt der folgende Satzt

Zwei Differentialgleichungen (q), (Q) sind dann und our dana

gueinander invers, wenn sie inversen Blocken angehéren.
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3. Nach dieser Einleitung will ich nun zum eigeuntlichen Thema
meines Vortrages iibergehen, also zur Untersuchung der oben
erwihnten Klasse A der Differentislgleichung (q)e Wir wissen,
dass es sich um Differentialgleichungen (q) handelt, deren
Zentraldispersionen siémtlich elementar sind oder, mit anderen
Worten, deren Abstandsfunktionen sédmtlich mit T periodisch
sind.

An der Spitze dieser Theorie steht der folgende Satzs

Wenn die Differentialgleichung (q) der Klasse A angehdrt,
80 gibt es zu jeder ihrer Phasen o eine elementare Phasen-
funktion h so, dass die Beziehung

(2) a(t+T) = h[a ()]

erfillt ist, fir t € J .

Ungekehrt, wenn die Differentialgleichung (q) eine Phase o
besitzt, fiir die eine Beziehung von der Fomm (2) besteht,
wobel h eine geeignete elementare Phasenfunktion bedeutet
und t € J ist, so gehdrt die Differentislgleichung (q) der
Klasse A ane

Un das Funktionieren des oben angefiihrten Begriffsapparate
vorzufithren, will ich den ersten Teil dieses Satzes kursz
skizzieren.

Es sei also (q) eine zur Klasse A gehdrige Differentialglei-
chung, o. eine Phase von (gq) und ¢, die Fundamentaldisper-
sion dieser Differentialgleichunge. Ohne Verlust an Allgemein-
heit will ich z.B. o'(t) > O voraussetzen. Ich schreibe
nun die Abelsche Funktionalgleichung

af@y(t)] = a(t) + ™
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an der Stelle t + T und erhalte
af[P(t+W)] = a(t +m) + T
und ferner, da (q) € A ,
afp(t) + ] = ol <p1(t)] = ot +T) - ()
Setzt man nun
(3) oa(t + ™) - o(t) = G(t),

80 hat man zunidchst
6L P4(8)] = 6()
woraus man folgert, dass von dean Funktionen
H(t) = 6[ a~ ()], h(t) = t + H(%)

die erste mit T periodisch und die zweite elementar ist.
Daraus und aus (3) folgt die obige Behauptunge.

Nun kann man die Beziehung (2) auf zweierlei Weise deuten.
Erstenss Da o eine Phase von (q) ist, so ist o (t + 1)
eine solche von (q(t + T)) und die Beziehung (2) besagt,
dass diese Phasen in derselben rechtsseitigen Nebenklasse
von q'/rf enthalten sind. Folglich haben die Differeati-
algleichungen mit den Triigern q(t) und g(t + ) dieselben
Zentraldispersionen. Umgekehrt, wenn zwei Differential=-
gleichungen mit den Trigera q(t) und q(t + ) dieselben
Zentraldispersionen haben, so besteht fiir ihre Phasen o (t)
und ot + ) eine Beziehung von der Fom (2). Folglich
gilt der Satz:

Die Differentialgleichung (q) gehdrt zur Klasse A dana und
our danon, wenn die Differeantialgleichungen (q(t)) und

(q(t + 1)) dieselben Zentraldispersionea haben.
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Auf diese Weise kommt man in Beriihrung mit der weitgehend
erarbeiteten Theorie von Differentialgleichungen mit densel-
ben Zentraldispersionen, wie sie etwa in meinem Buch iiber
die linearen Differeatial transformationen zweiter Ordnung
dargestellt ist [1], und die Ergebnisse dieser Theorie bie~
ten Informationen iber Eigenschaften der betrachteten Dif fe-
rentialgleichungen der Klasse A. Von diesen Informationen
will ich nur die folgenden hervorhebens

1. Fir jede Differeantialgleichung (q) € A gibt es in jedem
Intervall [t, t+d (t)) wenigstens vier Punkte t,yt,,tysty,
in denen die Funktionen g(t), q(t+ ®) dieselben Werte an-
nehmens q(t; +T) = a(ty)y 1 =1,2,3,4.

2. Bir jede Differentislgleichung (q) € A und jede ihrer
Phasen o gibt es eine Funktion £ mit den unten beschriebenen
Eigenschaften, vermdge deren die Werte von q(t + T) und

q(t) im Intervall j so zusammenhiingent

Q(t+1) = q(£)+(2"[ a(t)J+£'2[ a(t)]+22' [ ot (t)]oot o (6))od (),

Die Funktion £ hat folgende Eigenschaftent

2(t+ T)=2(t) fir te g, ec'g'; £(0)=t' (0)=0,

T
Igzp.&g,@_lﬂ a6 = 0.
0

8in“6
Durch diese Eigenschaft sind die Differentialgleichungen der
Klasse A charakterisiert.

Zweitens: Wenn man in der formel (2) etwa of (t) > O annimmt
und dieselbe an der Stelle ot..1(t) anwendet, s0 erhdlt man



4,

tir te€ J

oaf «~1(t) + © ] = n(t) .
Der hier links stehende Ausdruck ist die mit der Funktion
00'1(t) gebildete Fundsmentaldispersion, also die Fundasmen-
taldispersion der zu (q) inversen und die Phase o1 ent-
haltenden Differentislgleichung (q). Nach der letzten Formel
ist diese Fundamentaldispersion elementar. Folglich gehodrt
die Differentialgleichung () ebenfalls der Klasse A an. Da
aber jede zu (q) inverse Differentialgleichung bei einer ge-—
eigeneten Wahl von o auf diese Weise erfasst werden kann,
80 gilt der Satzs

Yenn die Differentialgleichung (q) der Klasse A angehort,
so gilt dasselbe auch fiir jede zu (q) inverse Differential~

gleicaung ().
Mit anderen Wortent
Die Klasse A ist in bezug auf inverse Differentialgleichun—-

gen (q) abgeschlossen.
Eine unmit telbare Folgerung davon ist:

Mit jeder Differentialgleichung (q) gehdrt zur Klasse 4
auch jede in demselben Block wie (q) liegende Differential-

gleichung (g )e

In meinen weiteren Ausfiihrungen werde ich mich nun mit
Differentialgleichungen (q) mit fr-periodischen Tridgera q
befassens q(t+m) = q(t) fir te j.

Wie ich bereits eingangs gesagt habe, gehSrt jede Differen—
tialgleichung (q) mit T -periodischem Triger zur Klasse A.
Dies ist eine uonmittelbare Folge der oben angefiihrten
charakteristischen Eigenschaft der Differentialgleichungen
(q) von A, dass (q(t)) und (q(t+®)) dieselben Zentraldis-
persionen habene. Direkt kann dieses Resultat so eingesehen

werdens
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Da mit jedem Integral y(t) von (q) auch die Funktion
y(t+T ) ein solches ist, so gilt auch fiir jede Phase ot (t)
von (q), dass die Funktion a(t+ ™) eine Phase der Diffe-
rentialgleichung (q) darstellt. Weil ferner, wie wir sehen,
alle Phasen derselben Differentialgleichung (q) in derselben
rechtsseitigen Nebenklasse in bezug amf die Fundameatal-
gruppe § liegen, so gibt es eine Phase &(t)€ f so, dass
o (t+ ) = e[ x(t)] ist. Da ferner wegen §'C'fdie Phase
elementar ist, so besteht die Fomel (2) mit h(t) = £ (%),
und die Behauptung ist bewiesen.
Ausserdem sieht mans
Die Fundamentaldispersion und folglich alle Zentraldisper-
sionen jeder zu einer Differentialgleichung (q) mit =-peri-
odischem Triger inversen Differentiaslgleichung (q) liegen in
der Fundameatal gruppe
Ferner gilts Durch diese Eigenschaft sind die Differential-
gleichungen (q) mit f|” =periodischen Trigern charakterisiert.
Eine uamittelbare Folgerung davoan ists
Mit jeder Differentialgleichung (q) mit =periodischem
Triger haben auch alle in demselben Block wie (q) liegenden
Differentialgleichungen (qr) -periodische Tridger.
An dieser Stelle sei bemerkt, dass die in den obigen Unter—
suchungen enthaltenen Elemente algebralscher Natur zum Auf-
bau eines abstrakten Modells der gesamten hler behandelten
Theorie angewendet werden kdnnean, etwa nach dem in meinem
Buch [2] erarbeitetéen Muster. Insbesondere kdnnen die Diffe-
rentialgleichungen (q) mit’?(-periodischen Trigera abstrakt

charakterisiert werden.
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In dem nun folgenden letzten Teil meines Vortrages werde
ich an die Klassische Theorie von Floquet ankniipfen, um im
Rahmen der obigen Begriffsbildungen und klethoden zu einer
Vertiefung dieser Theorie beizutragen. Genauer gesagt, ich
werde mich fiir Differentialgleichungen (q) mit reellen
charakteristischen Wurzeln interessieren. Dementsprechend
werde ich im Folgenden voraussetzen, dass die Trager der
betrachteten Differentialgleichungen (q) mit T periodisch
siand.

Es ist wohl bekannt, dass man in der Théorie von Floquet
zu jeder Differentialgleichung (q) eine algebraische Glei-
chung zweiten Grades, die sogenannte Fundamentalgleichung,

(8) 8% = A8 +1=0

guordnet, deren Wurzeln s,,8, gewisse Informationen iiber das
Verhalten der Integrale von (q) liefern. Diese Wurzeln wer-
den als die charakteristischen Wurzeln von (q) bezeichnet.
Der in (4) stehende Buchstabe A bedeutet eine (reelle) Kon-
stante, die so definiert ists
Es sei x € J eine beliebige Zahl und u,v die mit den fol-
genden Anfangswerten gebildete Basis von (q)s

u(x) =1, v(x) =0,

w'(x) =0, v'(x):'l;

ferner sei A(x) die Funktion
A(x) = u(x+®) + v (x+ 1) .

Nun kenn gezeigt werden, dass die Werte dieser Funktion von
der Wahl von x nicht abhdngen, also die Funktion eine Kon-
stante ist. Und eben diese Konstante ist der in der obigen
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charakteristischen Gleichung (4) von (q) euftretends Koeffi-
zient,
Es ist klar, dass die Wurzeln s,,8, Vvon (4) stets zueinander
iovers und je nachdem, ob IAl & 2 oder I[AlI<2 gilt,
reell oder imagindr sind. Im Fall A > 2 sind diese Wurzeln
positiv und voneinander verschieden, wdhrend sie im Fall
A =2 beide gleich 1 sind: im Fall A < =2 8ind sie nega-
tiv und voneinander verschieden, wihrend sie im Fall
A= -2 Dbeide den Wert -1 haben.
Ich werde nun zwel Sdtze angeben, von denen der erste eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Auftreten re-
eller charakteristischer Wurzela und eine sowohl analytische
als auch geometrische Deutung dieser letzteren angibt, wih-
rend der zweite eine Abschidtzung der absoluten Werte dieser
Wurzeln vermdge der Werte voan q bringt. Einige diesbeziigli-
che Aussagen gelten nur unter der Annahme, dass der Tréger q
stets negativ ist, wie dies etwa fiir die Hill'sche Diffe-
rentialgleichung bei genligend grossen absoluten Werten des
Parameters stets der Fall ist. Ich werde also in den folgen-
den Ausfiihrungen der Einfachheit halber gq(t) ¢( O fir
t € J voraussetzen. Ferner bezeichne ich

o = min lg(t)] , M = max lq(t)| ,

tej te6)

8o dass 0 m £ M gilt.
Die ndtze
1. Die churakteristischen Wurzeln von (q) sind dann und nur
dann positiv bzw. negativ, wena die Abstandsfunktion 4 ,

mit einem geraden bzw. ungeraden und den Ungleichungen

-252-



weaog
enligenden Index n, an einer Stelle x € J den Nert w an-
pimmt. Ist diese Bedingung erfiillt, so haben die charakte-
istischen Wurzeln von (q) die Werte

8 = (_1)0 ‘(P::(x) ’ 8, = %
n

u d sind voneinander verschiedea oder einander gleich, je
nachdem,ob d (x) # O oder a)(x) =0 ist.

Ueber den Beweis dieses Satzes will ich nur anfiihren, dass
er an die Floquet' sche kanonische form der Integrale voa (q)
ankniipft und gewisse Transformationseigenschaften der Zen-
traldispersionen, von denen ich in der Einleitung nicht ge-
sprochen habe, wesentlich ausniitzt ([3]) .

Der obige Satz ldsst eine einfache geometrische Deutung zu.
.a sei ¢ eine auf ein Koordinatensystem mit dem Ursprung O
bezogene Integralkurve von (q) mit den parametrischen Koordi-
naten etwa x, = y4(t), x, = 7,(t). #egen q(t) <0, t €,
ist die Kurve ¢ reguldr, d.h. lokal konve« und wendepunkt-
frei.

Es gilt der

Folgesatz. Die charakteristischen Wurzeln von (q) sind dann
und nur dann positiv bzw. negativ, wenn es auf der Kurve ¢
einen Punkt P(x) = (y4(x), y,(x)) gibt, so dass die Punkte
P(x), P(x+T) auf derselben durch O gehenden Geraden liegea,
und zwar auf derselben Seite oder auf verschiedenen Seiten
von O, Ist dieee Bedingung erfiillt, so sind die charaxte-
ristischen Wurzeln von (q) die Verhiltnisse der orieatier—
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ten Abstinde OP(x), OP(x+=) ,
8, = OP(x) s+ OP(x+ ) , 85 = OP(x+ ) s OP(X)

und sind voneinander verschieden oder einander gleich, Jje

nachdem,0b die erwéhnten Punkte in verschiedenen Entfernun-

gen oder in derselben Entfernung von O liegen.

2. Wenn die charakteristischen Wurzeln von (q) reell sind,
8o gilt fiir den absoluten Wert einer jeden von ihnen, s,
die Abschitzung

v <

(5) (E):‘l'{lT < Isl g (ﬁ)%ﬁ

Bei dem Beweis dieses Satzes geht man von dem im Satz 1. an-
gefiihrten Wert von s aus und wendet eine aus der Theorie der
Zentreldispersionen bekannte Abschitzung der Funktion
P, (t) ane
Wenn wir die Formeln (5) etwa auf die Differentialgleichung
von Mathieu anwenden,
7'+ (A= 202

so kommt fir A >2h°

1
1 _2_i13 2']-‘-2"\‘ 1 +?._;.1E %1A+Zh&

e cos 2t)y = O,

———z— £ 18] &£ -——2—
1 2h = ' l = 2h
X -5

heraus. Es kann leicht gezeigt werden, dass die hier auf-
tretenden Schranken fiir A—e00 gegen 1 strebens

Ich bin nun in meinem Vortrag bis zu konkreten Differential-
gleichungen der theoretischen Physik vorgedrungen und glaube

somit diesen Vortrag getrost beenden zu kdnnen.
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